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1 Johdanto

1.1 Makromaailma ja klassinen mekaniikka

Klassisessa mekaniikassa hiukkasten liikkeitd kuvataan Newtonin yhtalsilla.
Yht&lot voidaan kirjoittaa yleisempédn ja matemaattisesti elegantinpaan muo-
toon kiyttden Analyytisen mekaniikan kurssissa esitettyji menetelmii, joiden
tuloksena saatiin Lagrangen ja Hamiltonin liikeyht&lot.

Valon ja kaiken muun sdhkomagneettisen séteilyn eteneminen noudattaa
Maxwellin yhtéloitd, kuten Valo-opin ja Séhkoopin kursseissa esitetdan. Va-
lo on sen mukaan aaltoliikettd, jonka taipuminen ja interferointi havaitaan
jokapéivéisessd eldmaéssa hiloissa, linsseissd ja peileissd. Maxwellin yhtéléiden
tarkka ratkaiseminen materiaalien rajapinnoilla on matemaattisesti haastava
tehtdva ja sen vuoksi taipumis- ja interferenssi-ilmiot esitetdin Huygenssin pe-
riaatetta kiayttden. Huygenssin periaate sanoo, ettéd jokainen piste avaruudessa
on palloaallon keskus ja valoaallon eteneminen noudattaa palloaaltojen rinta-
man etenemistd. Optiikan syventévissd kursseissa osoitetaan, ettd Huygenssin
periaate on Maxwellin yhtéloiden ratkaisun yksinkertainen aproksimaatio, joka
pitdd hyvin paikkansa kdytdnnon eldméssé.

1.2 Valon hiukkas- ja aaltoluonteet

http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/en/index.html

Valon eteneminen poikkeaa muun aaltoliikkeen, kuten #éniaaltojen tai vaikkapa
veden laineiden etenemisesté siiné, ettei se tarvitse viardhtelevéa viliainetta. Va-
lo etenee aaltopaketteina, valokvantteina, kuten hiukkanen. Valoa voidaan mi-
tata esimerkiksi valokuvaamalla, jolloin aaltopaketti, fotoni, aiheuttaa valoku-
vauslevyn yhdessi molekyylissé kemiallisen reaktion, tai muuttamalla fotonivuo
sihkoiseksi signaaliksi puolijohteessa, kuten CCD-kameroissa (charged coulpled
device). Aaltopaketilla on siis energia, lilkemidird ja mittauksessa se voidaan
paikantaa, kuten hiukkanen.

Ajatuksen aaltopaketeista esitti ensimméisend Planck vuonna 1900 johtaessaan
mustan kappaleen séteilyd koskevan yhtélonsi. Aaltopaketin energia on verran-
nollinen sen véardhtelyn taajuuteen ja verrannollisuuskerroin on Planckin vakio
h. Samaan aaltopakettiajatukseen perustuu Einsteinin fotoséhkoiselle ilmiolle
antama selitys vuodelta 1905.

1.3 Hiukkasten aaltoluonne

http://www.Colorado.EDU /physics/2000/index.pl

Tapahtumista atomaarisen pienissé puitteissa on vaikea tehdé suoria yksittaisia
hiukkasia koskevia havaintoja. Vasta aivan viimeaikoina on saatu rakennettua
esimerkiksi yhden elektronin kiyttidytymiseen perustuvia transistoreita.



Elektronin 16ysi J. J. Thomson 1897 mitatessaan sdhkoisti varattujen kaasujen
kéayttaytymista elektroniputken tapaisessa laitteessa. Hén 16ysi hiukkasen, jonka
varauksen suhde massaan oli sama kaikissa kaasuissa ja nimesi sen elektroniksi.
Rutherford puolestaan osoitti, ettd atomi muodostuu elektroneista ja positiivi-
sesti varatusta ytimesté, jonka side on 1/10000 osa atomin séiteesté.

Vetyatomin spektrin

1 1
c=Ry|— — —
Balmerin sarja m = 2 ja Paschen sarja m = 3 tunnettiin jo tuossa vaihees-
sa. Kerroin Ry on Rydbergin vakio. Mitdén selitystd, miksi vetyatomi séteili
talla tavalla, ei ollut ennenkuin Bohr esitti atomimallinsa 1913. Bohrin mallissa
elektroni litkkkuu radalla, joka méasrdytyy kvanttiehdosta

fpds:nh,

eli litkemé&drin viivaintegraali elektronin ympyrirataa pitkin on Planckin vakion
monikerta.

Vuonna 1924 de Broglie esitti hypoteesin, etté elektronia ja kaikkia muita hiuk-
kasia, joilla on energia F ja liikemé#ra p voidaan kuvata tasoaallolla,

Y= AeQm’(z/)\fut)
missé

) Z—

A= (1)

SEES SRS

Davisson ja Germer havaitsivat vuonna 1925 ettéd elektronit taipuivat nikkeli-
kiteessd kuten Rontgen séteet ja méadrittivit interferenssikuviosta elektronien
aallonpituudeksi de Broglien ennustaman arvon.

Sitd mukaa, kun tieto atomaarisista, pienen mittakaavan, ilmitista lisédéntyi vuo-
sisadan ensimmaéiselld neljinnekselld, lisdantyi myos hamminki nédiden ilmididen
selitettdmisessé ns. vanhan kvanttimekaniikan avulla (Bohrin atomimalli) kun-
nes vuosina 1926-1927 Schrodinger, Heisenberg, Bohr ja Born loivat nykyisen
kvanttimekaniikan todenn&koisyystulkinnan.

Kaikki atomaariset hiukkaset (elektronit, protonit, neutronit, fotonit, jne.)
ovat hiukkas- eli materia-aaltoja. Nykyisin puhutaan jopa atomilaserista, jos-
ta ulos tulevilla hiukkasilla on sama aallonpituus. Elektronien kvanttimekaa-
ninen késittely, johon téssd kurssissa padasiassa keskitytdidn, patee yhta hyvin
kaikkiin muihinkin mikrohiukkasiin, kuten neutriinoihin, mesoneihin jopa kvark-
keihin, vaikka niihin kaikkiin liittyy lisdksi monia muita mielenkiintosia ilmio6ita.
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Kuva 1: Koe luodeilla

Atomaariset ilmiot tuntuvat oudoilta seki vasta-alkajasta ettd kokeneesta fyy-
sikosta. Tama on luonnollista, koska kaikki véliton inhimillinen kokemus ja in-
tuitio perustuu aineen makroskooppiseen kiyttdytymiseen. Atomaariset ilmict
on sen vuoksi opittava abstraktilla tavalla kiyttden mielikuvitusta.

Ennen kuin aloitamme kvanttimekaniikan matemaattisen koneiston késittelyn,
kdymme lapi yksinkertaisen kahden raon kokeen avulla hiukkasluonteen ja aal-
toluonteen vilisia eroja.

1.4 Koe ammuksilla

Ymmaértddksemme elektronien kvanttimekaanista kayttdytymistd vertaamme
sitd klassisten hiukkasten esim. luotien kayttédytymiseen ja toisaalta aaltoliikkee-
seen esim. veden aaltoiluun, kdyttadmélla sopivaa koejérjestelyéa. Tarkastelemme
ensin luotien kiyttaytymistd kuvan 1 mukaisessa laitteessa. Siind on vasemmal-
la konekivéari, joka ampuu luotisuihkun. Ase ei ole erityisen tarkka ja niinpi
luodit lahtevét satunnaisesti tiettyyn avaruuskulmaan.

Témin koejirjestelyn avulla voimme méériti todennikoisyyden Pio(z) sille,
ettd luoti, joka kulkee raon 1 tai 2 ldpi, iskee seindéin kohdassa x. Mittaus voi-
daan suorittaa seindén kiinnitetylla detektorilla, joka laskee aikayksikossa tu-
levien luotien lukuméiirin. Kéyrd (c) P2 antaa todenndkoisyyden sille, ettd
luoti kulkee joko raosta 1 tai 2. Saadun kidyrdn muodon ymmaértédmiseksi teem-
me toisen kokeen (b), jossa vuorotellen peitetéiin raot 2 ja 1, jolloin saadaan
todenn#koisyyskayrat P ja P,. Vertaamalla mittaustuloksia todetaan:

Py =P + P,

ts. todennéikoisyys on osatodennékoisyyksien summa. Kutsumme téta interfe-
renssittomaéksi tapaukseksi.



1.5 Koe aalloilla

Tarkastelemme seuraavaksi veden aaltoilua kuvan 2 mukaisella laitteella. Aalto-
jen lahteessé vasemmalla synnytetddn ympyramaéisia aaltoja pienen moottorin
avulla, joka liikuttaa esinettd veden pinnalla ylos ja alas. Lahteestéd oikealla on
seindmad, jossa on jélleen kaksi aukkoa ja siité oikealle seindmaé, jossa on detekto-
ri. Detektori on laite, joka mittaa aaltoliikkeen intensiteetin seindmén kohdalla.
Témi taas saadaan mittaamalla aaltoliikkeen amplitudin (so. korkeuden) nelié
kohdassa z. Toisaalta intensiteetti on verrannollinen aikayksikossé kohtaan x
saapuvaan energiaan.

http://www.ngsir.netfirms.com/ englishhtm /Interference.htm

7 X X
Detektori %
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1= hz\z
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Kuva 2: Interferenssikoe vesiaalloilla

Mittaustulokseksi saamme kohdan ¢ mukaisen interferenssikuvion I15. Taméan
kuvion ymmértdmiseksi teemme jilleen kokeen, jossa raot 1 ja 2 vuorotellen
peitetéddn, jolloin saadaan kohdan b mukaiset kayrat I; ja Is. Nyt kysymme:
Mikéa on néiden kolmen kayrin vilinen yhteys? Erikoisesti ndemme, etté

Lo # 1 + I».

Tamén inteterferenssin  matemaattinen esitys tapahtuu seuraavasti:
http://scienceworld.wolfram.com/physics/
Merkitsemme rakojen 1 ja 2 aiheuttamien aaltojen amplitudeja kohdassa x:

hi = Aei‘“’ A=A(z); w=w(x)
hy = Be'Wt) B=B(z); 0§=2d)

Kun aukot ovat vuorotellen suljettuja saamme intensiteetit

I = |hy|? = A?
Iy = |ho|* = B?



Kuva 3: Koe yhdelld raolla ja interferenssikuvio

Kuva 4: Koe kahdella raolla ja interferenssikuvio




Molempien aukkojen ollessa avoimina saamme aaltoliikkeen amplitudiksi sum-
man (superpositioperiaate)

h = hy + hy = ™ (A + Be®).
Intensiteetti on siten

Iio = |h]? = |hy + hol?

(B + 13) (b + o)

e (A + Be ) (A4 Be')e™
A% 4+ B2 4 AB(e? + e7%)

= A2+ B2+ 2ABcosé

= |h > + |h2|® + 2|h1]| - |he| cos§

Tasséd vaihe-ero § méadrdé interferenssin muodon. Voimme kirjoittaa tuloksen
my0s intensiteettien avulla

.[12 = .[1 + IQ + 2\/ I1I2 cos 0

Jos liséksi oletetaan, ettd molempiin aukkoihin tulevilla aalloilla on sama inten-
siteetti I = I1 = I, niin

Iy = 2I(1 + cos §) = 41 cos*(6/2)

Kuvan 4 merkint6ja kédyttiden aukoista 1 ja 2 ldhteneiden aaltojen vaihe-ero
varjostimella pisteessd x on
- 2’/T(12 — ll)

§=20\2 7 )
A )

missé [y — [; on kuljettujen matkojen ero ja A on valon aallonpituus.

Jos oletetaan, etté rakojen vilinen ero a ja matka x varjostimella (kuvapisteen
ja rakojen viilisen keskipisteen etiisyys) ovat pieniéi verrattuna varjostimen ja
raon viliseen etaisyyteen L, niin

-l = \/(;+$)2+L2—\/(;—x)2+L2
E
L?
joten

Tra

Intensiteetilld on siten maksimi aina, kun cos?(§/2) = 1 eli

LA
r=n—, n=20,...
a



1.6 Koe elektroneilla

Seuraavaksi teemme kokeen elektroneilla kayttamaélld kuvan 5 mukaista lai-
tetta. Elektronit irtautuvat hehkulangasta, jonka potentiaali on negatiivinen
ymparoivadn metallikapseliin ndhden. Kapselissa olevan reién kautta elektronit
padsevit ulos ja niilld on sama energia (= e- AV'). Detektorina on geiger-mittari
tai elektronimonistinputki, joka on yhdistetty kovadéniseen. Laitteiston muut
osat eivit ole realisoitavissa kaytidnnossé tdssd muodossaan, ja siksi kokeemme
on ajatuskoe.

Kokeessa huomaamme, ettd aina elektronin iskiessd detektoriin, kuulemme
dénen kovadinisesti: 7klik”!. Koska elektroneilla on sama energia, kuulemme
aina samanlaisen &d&nen, ts. ei ole olemassa mitdan ”puoliklikkeja”.

X X
Detektori
P
12
A
Elektroni- ~* P
tykki 2
Takaseinad - 2 = 2
P =14, By~ 16+, |
_ 2
P =14,

(a) (b) (c)

Kuva 5: Interferenssikoe elektroneilla

Kokeen tuloksena on kéyrdn (c¢) mukainen todennikoéisyyskdyrin Po. Jos ra-
oista vuorotellen peitetéiéin toinen, niin tuloksena saadaan kiyrét (b) Py ja Pa.
Koetulosten analysoimiseksi teemme seuraavan oletuksen:

Oletus A: Jokainen elektroni menee lépi joko raosta 1 tai raosta 2.

Téamén oletuksen mukaisesti elektronit jakautuvat kahteen ryhmééan:

e raosta 1 menevit hiukkaset ja
e raosta 2 menevit hiukkaset

Aivan kuten luotikokeessakin tuloksen pitéisi olla
Py =P+ P,

mutta niin ei ole, vaan saamme interferenssikéyrian kuten aaltojen tapauksessa.

Osoittautuu, ettd myos elektroneja voidaan kuvata kompleksisella amplitudil-
la, ns. todennékoisyysamplitudilla ¢. Matematiikka tulee olemaan muodollisesti



sama kuin aaltojen tapauksessa. Sulkemalla raot 2 ja 1 vuorotellen saamme
amplitudit ¢ ja ¢2 kohdassa x. Vastaavat todennikoisyydet ovat

Py = |¢n|? ja Py = |¢of*.
Kun molemmat raot ovat auki, niin todennékoisyydeksi saadaan

Py = |1 + ¢o|*.

Kvanttimekaniikan kurssin tarkoituksena on selittdsd, milld tavoin to-
dennékoisyysamplitudi voidaan méarita eri tilanteissa.

Kokeen perusteella on ilmeisté, ettéd oletus A ei ole oikea, ts. ei ole totta, etta
elektronit menevit joko raon 1 tai raon 2 kautta.

Mitd muita mahdollisia reittejd elektroneilla on kulkea ldhteests varjostimelle?
Voisi ajatella seuraavia:

e Mennesséadn rakojen lapi elektroni jakautuu kahteen osaan. Tamé kaatuu
sithen, etté elektronit saapuvat varjostimelle kokonaisina (aina samanlai-
nen 7klik”)

e Elektroni kulkee monimutkaisempia teitéi (sisééin raosta 1, ulos raosta 2 ja
uudelleen siséiéin raosta 2 jne.) Taméi ei voi toteutua, koska molempien ra-
kojen ollessa avoimia, vain hyvin vahén elektroneja osuu méaérattyihin koh-
tiin . Kun toinen rako suljetaan, elektronien méaaré téllaisen Pjo-kéyrin
minimin kohdalla lisd&ntyy. Vastaavasti voidaan todeta maksimien koh-
dalla toisen reién sulkemisen vihentivén elektronien lukuméarié, joten
molempien selittdminen monimutkaisella reitilla tuntuu mahdottomalta.

Todetaan, etté kokeen perusteella emme pysty sanomaan, miten elektronit siir-
tyvét lahteestéd detektoriin.

1.7 Elektroneja vahtimassa

Seuraavaksi jarjestdmme uuden kokeen kuvan 6 mukaan. Siin pyritdén ” vakoi-
lemaan”, kumman raon kautta kukin elektroni kulkee ja ndemme, etté elektroni
muuttaa tdmén koejérjestelyn johdosta kiytaytymistain.

Sen johdosta, ettd elektroneilla on varaus, tieddmme, ettd ne sirottavat va-
loa. Lisddmme koejérjestelyyn valoldhteen, jonka avulla voimme testata kum-
man raon kautta elektroni kulkee. Jos esim. se kulkee raon 2 kautta, ndemme
véldyksen kohdassa A (kuva 6).

Koetulos on seuraava: joka kerta, kun kuulemme &inen ”klik”kovad#nisestd,
ndemme valon vélahtavan joko raolla 1 tai 2, mutta ei koskaan yhté aikaa mo-
lemmissa. Kokeen perusteella otaksuma A on valttdméittd voimassa. Tamén
jilkeen merkitsemme eri sarakkeisiin (kullekin kohdalle x) rakojen 1 ja 2 kautta
kulkeneet elektronit ja saamme kiyrit Py ja Pj. Tulos on sama kuin edellisessd



Elektroni-
tykki

Ry=R'+B’

(a) (b) (©)

Kuva 6: Toinen elektronikoe

kokeessa rakojen ollessa vuorotellen peitettyini. Tama todistaa, ettéd elektronit
eivit kulje monimutkaisia teité.

Toisaalta, koska téssé kokeessa molemmat raot olivat avoinna, saamme koko-
naistodennikoisyydet laskemalla yhteen P| ja Pj ts.

P/, =P/ + Pi.

Tulosta tarkasteltaessa toteamme, ettd emme saakaan interferenssii:
Elektronit interferoivat vain silloin, kun niité ei havaita aukkojen kohdalla. On
siis ilmeisté, ettd valoldhde héiritsee elektronien kulkua ja havittda interferens-
sikuvion.

Nyt voisi kuvitella, ettd himmentaméilla valoldhdetti hiiritsemme elektro-
neja vihemmaén. Piddmme valon aallonpituuden samana, mutta vihenndmme
intensiteettié ja suoritamme kokeen uudestaan.

Koska valo on muodostunut fotoneista, elektronien héirié aiheutuu elektronin ja
fotonin térméyksestd (Compton sironta). Intensiteetin (=fotonien luku/pinta-
ala/aikayks.) pienetessé sironnan todennikoisyys pienenee ja osa elektroneista
péadsee "huomaamatta”ldpi. Jokaista kohtaa x varten teemme kolmannen sarak-
keen niité elektroneja varten, jotka menevét nikemiitté lipi detektoriin (kuuluu
"klik”, mutta ei niy vildystil). Tulos on seuraava: raon 1 kautta kulkeneille saa-
daan jakautuma P| ja 2:n kautta kulkeneille Py (kuva 6). Sen sijaan niille, joita
el ndhty kummallakaan raolla saadaan jakautuma P2 (kuva 5). Jélleen siis vain
ne elektronit, joita ei "ndhd&d’raoilla, antavat interferenssi-kuvion.

Seuraavaksi teemme vield yhden kokeen pidentéimailli valon aallonpituutta.
Tieddmme, ettd kunkin fotonin litkemé&drd on kddntden verrannollinen aallon-
pituuteen.

(h= Planckin vakio)

i)
|
>
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Niin ollen on otaksuttavissa, ettd fotonien vaikutus kuhunkin elektroniin on sité
pienempi mitd suurempi on aallonpituus. Pidenndmme aallonpituutta ja mitéén
erikoista ei tapahdu, kunnes tulemme rajalle, jossa A ~ rakojen vélimatka;
tdmén jalkeen emme endé pysty sanomaan kummalta raolta vilédys tulee. Olem-
me tulleet laitteen erotuskyvyn rajalle. Ndemme vildyksen, joka osoittaa,
etté elektroni on kulkenut jostain, mutta emme pysty sanomaan, kumman raon
kautta se kulki. Samalla todetaan, ettd aallonpituuden kasvaessa jakaantuma
P/, alkaa yhi enemmén muistuttaa interferenssitapausta Pjs.

1.8 Yhteenveto kokeista

Olemme havainneet, ettd on mahdotonta suorittaa edelld kuvattuja mittauk-
sia niin, ettd tietdisimme kumman raon kautta elektroni kulkee ja samal-
la havaita interferenssikuvio. Syvéllinen selitys télle ilmiolle on tarkoitus op-
pia ymmértdméidn tdmén kurssin aikana. Selitys on seuraava. Jos elektro-
nilla on tietty liikemé&dra p, kun se saapuu kaksoisrakoon, niin Heisenbergin
epatarkkuusperiaatteesta johtuen sen paikka on tdysin epadmé&irdinen. Kahden
raon xy ja xo jélkeen elektronin todenndkoisyysamplitudista jai jiljelle kaksi
komponenttia ¢, = ¢, (1) + ¢p(x2). Namé kaksi amplitudia voivat interferoida
ja muodostaa siten interferenssikuvion. Mutta jos edelleen méadrdamme fotonisi-
ronnalla kummasta raosta elektroni menee, niin sen todennékoéisyysamplitudiin
jad endd yksi komponentti esimerkiksi ¢, = ¢, (1), josta el tietenkéén endd voi
muodostua interferenssikuviota.

Interferenssi ei siis synny siité, etté yksi elektroni menee raosta 1 ja toinen elekt-
roni raosta 2, koska ne eivét voi interferoida keskenééin. Interferenssi tapah-
tuu jokaiselle elektronille, jonka todenniko6isyysamplitudi muodostuu
useammasta kuin yhdestd komponentista.

Interferenssikuvion muodostuminen varjostimelle (detektoriin) edellyttidi
elektronin paikan mittaamista sielld. Tatd varten meilld oli geiger mittari. Kun
paikka z mitataan, niin kaikki muut todenn#kéisyysamplitudin komponentit
havidvit. Mutta paikka x saadaan tuloksena vain tietylld todennékoisyydella.
Seuraavan elektronin mittauksessa paikaksi saadaan jotain muuta. Kun tehdéén
riittdva méadrd mittauksia, niin tuloksena saadaan esille paikan koko to-
dennikoisyysjakautuma eli interferenssikuvio.

Kvanttimekaniikan perusteella voidaan téllaisten kokeiden lopputulosten to-
dennékoisyydet laskea seuraavien periaatteiden mukaan:

e Todenniikoisyysjakautuman Py = |¢4|? miiris kompleksinen amplitudi
¢, jota kutsutaan todennikdéisyysamplitudiksi:

e Jos koetulos voidaan saada usealla vaihtoehtoisella tavalla on to-
dennékoisyysamplitudi summa osa-amplitudeista:

¢ = ¢1+ 02
P |p1 + p2|?

Taméa on koherentti summa ja muodostaa interferenssikuvion.

11



e Jos lisdkokeilla madratasn, mikéa vaihtoehto kulloinkin toteutuu, niin to-
dennékoisyys on osatodenndkoisyyksien summa. T#lloin kyseessd on ei-
koherentti summa ja inteferenssikuviota ei muodostu.

Néma kolme sdantoa tulevat kdyttoon esim. sirontakokeiden analyysissd. Muita
esimerkkejé perusilmivisté ovat alkeiskursseissa késitellyt ilmiot: fotosédhkoinen
ilmio, Compton sironta, neutronidiffraktio jne.

Tamén jéalkeen voidaan vield kysyé, miksi luotikokeessa ei havaita interferenssié,
vaikka lisdkokeella ei mééritty, kummasta raosta luoti menee? Taméa johtuu
siitd, ettd interferenssikéyra on niin hienojakoinen, ettd mittalaite ei pysty sité
konstruoimaan piste pisteeltd, vaan saadaan esiin ainoastaan keskimé#drdinen
kéyra.

12



2 Schrodingerin yhtalo

2.1 Kertausta hiukkasmekaniikasta
Klassisen mekaniikan hiukkasen liike voimakentéssi F = F(r, t) saadaan ratkai-
semalla litkeyht&lo

m— =ma= —(mv)=— =F, (4)

missd p = mv on hiukkasen liikem&ara.

Siiné tapauksessa, ettd voimakenttd on konservatiivinen, voima F voidaan laskea
potentiaalifunktiosta V = V(r),

F=-VV (5)
Potentiaalifunktio riippuu siis vain paikasta, joten systeemin mekaaninen koko-

naisenergia siilyy,
2

E= g—m + V(r) = vakio, (6)
misséd E on kokonaisenergia, kineettinen energia
2
p L o
T=—=- 7
om 2 (7)

ja V(r) on potentiaalienergia. Koska kokonaisaikaderivaatta voidaan kirjoittaa
muodossa

ot

ja p = p(r,t) niin ylld oleva energiayhtilé voidaan kirjoittaa differentiaa-
liyhtdloksi (4).

G0 = (5 +v-v) £, ®)

Klassisen mekaniikan perussuureita ovat Hamiltonin funktio
Hp,r)=T+V (9)

ja Lagrangen funktio
Lp,r)=T-V. (10)

Hiukkasen paikkaa r vastaava yleistetty liikkemé&ara p saadaan derivoimalla La-
grangen funktio.

_oL . _oL 0L
Pe=gr 0 PvT gy o PaTgp

Jos potentiaalifunktio ei riipu nopeudesta eli esimerkiksi kitkavoimia ei tarvitse
huomioida, niin

p=mv.

Yhtilon (6) perusteella voimme ratkaista hiukkasen liikkkeen annetuilla alkueh-
doilla taydellisesti.

13



2.2 Schrodingerin yhtalo

Klassinen mekaniikka ei sovi mikrohiukkasten liikkeiden kuvaamiseen, koska nii-
den paikka ja liikeméa#rd tunnetaan vain tietylld todennikdisyydelli tarkas-
ti médrdtyn radan sijasta. Sen sijaan mikrohiukkasten liikkeiden kuvaamiseen
kédytetddn Schréodingerin yhtaloa.

Postulaatti: Schrodingerin yhtélé saadaan vastaavasta klassisen mekaniikan
Hamiltonin yhtalosta

H(p,r)=F

korvaamalla dynaamiset suureet

H p,r ja E (11)
operaattoreilla . R

9.t ja B. (12)
Energiaa ja liikemé#araé vastaavat differentiaalioperaattorit

- 0

E = ih— 13

iho (13)
p = —ihV.

missé i = h/(27) ja h = Planckin vakio.

I = r = kertomisoperaattori . (14)

Operointi kohdistuu hiukkasen jakautumista kuvaavaan funktioon, aaltofunk-
tioon 9 (r, t)

H(p,t)y(r,t) = ih%w(nt). (15)

Niin muodostuu Schrédingerin yhtils, differentiaaliyhtils, jonka ratkaisuna
saadaan aaltofunktio ¥(r,t).

Aaltofunktion itseisarvon nelié ilmoittaa hiukkasen todenniékséisyystiheyden

,O(I',t) - |1/J(I‘,t)|2 = ¢*(r,t)¢(ra t) (16)

ts. p(r,t)dV on todennikéisyys sille, ettd hiukkanen on tilavuusalkiossa dV
hetkell& t.

Historiallisista syistd Schrodingerin  yhtélé usein ”johdetaan”kayttdmalld
hyviksi DeBroglien esittdmé&d aineaalto-teoriaa, kuten Schrodinger aikoinaan
teki. Hén ei kuitenkaan tulkinnut oikein aaltofunktion fysikaalista merkitysta.
Siirryttiessi klassisesta mekaniikasta kvanttimekaniikkaan joudumme kuiten-
kin jotain postuloimaan, ja edelld olemme postuloineet klassisen mekaniikan ja
kvanttimekaniikan yhtéléiden vélisen yhteyden, ns. korrepondenssiperiaat-
teen, ja aaltofunktion todenniké6isyystulkinnan.
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2.3 Vapaa hiukkanen
Klassinen yhtélo:
2
p
H =—=F.
(pr) =

Schrodingerin yht#lo:

(—ihV)?2 Oy
2m v =1 ot’
koska V-V = V2
B o DY

eli

R (0% 0% 9Py Oy
_2771<8:52+8y2+822)_m8t'

Yhtilo ratkaistaan muuttujat erottamalla kiyttiden tulomuotoista yritefunk-
tiota. Tuloksena saadaan (materia-)aalto.

P(r,t) = o(r)x(t)

oY dx _ .
a ¢E:¢X
Vi = xV?¢p.

Sijoitetaan ndm# Schrodingerin yht#loon ja jaetaan se aaltofunktiolla.

WV X
om o zhx vakio ,

koska vasen puoli on vain r:n funktio ja oikea vain ¢:n funktio on

2mE 2mE
V() = o= k0 k=T
. _ B
X = 7 X
Yhtiloiden ratkaisut ovat muotoas:
¢(I‘) _ Aeik-r _ Ae’i(k?acEJrknyrkzZ) (17)
X(t) = e T =Tt (18)
missé, 5 s
hok
hw=F= o (19)
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Tuloksena on tasoaalto
P(r,t) = Ae'tr=et), (20)

joka etenee suuntaan k.

Hiukkasen paikan méardad todennikoisyystiheys:
p(r,t) = |o(r,0)? = Are—ilkr—wt) g i(kr—wt)
A*A = |A|? = vakio.
Koska p(r,t) on vakio, hiukkasta ei voida paikallistaa.
Klassisesti energialla, nopeudella ja litkeméaérilla on lausekkeet

1 .
5"“11%1 = vakio

2F
Prl = MUk =M Tkl =2mEy.

Eyy

Aaltoliikkeelle erotetaan vaihenopeus

w
Vph = k (21)
ja ryhménopeus,
dw . dw
Vg = o eli  (vg)e = ae jne. (22)

Ryhménopeudesta voidaan laskea aallon mukanaan kuljettama liikemé&irs ja
energia,

dw

= mv, =m—

Pkl g dk
1 5 pil

Ekl = —mnmv, = —

Toisaalta Schrodingerin yhtilon ratkaisusta vapaalle hiukkaselle (19) saadaan,

hk? h 5 9 9
joten
w h
e = m—— = m—2k, = hk,
Pe =M, = Moy,
= p=hk
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joten energian ja lilkeméaérén valinen yhtéalo on sama kuin klassisesti

h2k‘2 p2
E= =—=Fy.
2m 2m M
Hiukkaseen liittyva liikeméaird p = &k, on tarkka = virhe Ap = 0.

Epédtarkkuusperiaatteen mukaan on silloin paikan epétarkkuus
Ar = oo

eli vapaata hiukkasta ei voida paikallistaa.

2.4 Aaltofunktion normitus

Edella kuvattu vapaa hiukkanen on idealisoitu. Useimmissa tapauksissa hiuk-
kanen on voimakentésséi ja paikannettavissa sen ympéristoon, jolloin sillé ei ole
tarkkaa litkemé&dras, kuten vapaalla hiukkasella.

Todennékoisyys, ettd hiukkanen on tilavuudessa V' on:

PVZ/V\w(r,t)PdV. (23)

ZA

v

Kuva 7: Tilavuus V
Jos yhtilo (23) integroidaan yli koko avaruuden, niin saadaan:
P= / [ (r,t)|%dV =1.
Jotta integraalilla olisi vakio arvo, niin funktion [¢(r,¢)|? raja-arvon

lim [3(r,£)[2 = 0

T—00
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taytyy havitd riittdvan nopeasti. Fysikaalisesti tdmé tarkoittaa sité, ettd hiuk-
kanen on ”jossain”.

Esim. Mairiaid vakio A siten, ettd aaltofunktio

67(1 s .
e t) = At
T
on normitettu:
Aaltofunktion nelié
—2a%r
e
[V = 4P
Normitusintegraali
[e’e} 672a21‘
1 = |A|2/ r2dr 3 /dQ
0 r Q
> —2a°%r
e 1
= 47|A)? = 4r|AP—
|A] = A5 3
2

a a
AP = —; |A] = —.
= | | 27T7| | /2’]1'

Téssé on huomattava, ettd saamme vain itseisarvon | A| mé#ratyksi, mutta emme
vaihetta. Kaikki fysikaaliset suureet tulevat olemaan riippumattomia vaiheen
valinnasta.

Voimme siten ottaa vaiheen nollaksi,

a

V2r

ja normitetulle aaltofunktiolle saadaan lauseke

A:

a e—a2r

Y(r,t) = N

Edelli kisiteltyd vapaan hiukkasen aaltofunktiota ei voida normittaa tavalliseen
tapaan, koska integraali ei suppene. Sen normitus késitellain mychemmin.

—iwt

2.5 Todennikoisyysvirta

Olettakaamme, ettd hiukkanen on potentiaalikentéssd V(r,t) ja sitd kuvaa
Schrodingerin yht&lo:

h? L O
= %v% + V(e )y = ih (24)
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Kompleksikonjugoitu yht#lé on

h2 ) a,(p*
- — * )" = —ih . 2
5 VU V()Y ih—, (25)
Tarkastelemme derivaattaa pinnan A sulkemassa tilavuudessa V':
9 2
D = o [ [, t)]7dV (26)
at [y

o[ .
= 5 | oo,

joka kertoo, kuinka todennédkéisyys 16ytd4a hiukkanen tilavuudesta V' muuttuu

ajan funktiona.
_ O o
D = /V(z/J 8t—l—z/Jat>dV
il

2m %

(W V2 — V")V . (27)

Jalkimmé&inen muoto saadaan Schrodingerin yhtéloiden (24) ja (25) perusteella.

/V

A

Kuva 8: Tilavuuden V pinta A

Toisaalta
PV — VYT =V - [V — V]
kuten saadaan suoraan laskemalla:

{v (VY] = Vo - Vo +9* V2
V- [V = Vi - Voo + V2

Gaussin lauseen perusteella saadaan

ih N "
D= g [ Vewve-uveav
[ v — gV - dA.

2m A
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Maisritelmét:
Todennikaisyysvirtatiheys S(r, t)

S(r,t) = (V" VY — V7] (28)

i

2m

= —Im[y*Vy] (imaginaariosa).
m

Yhtélossd (16) médriteltiin todennékésisyystiheys
p(r,t) = [¢(r, 1)

Yhtiloiden (26) ja (27) perusteella saadaan

0
En /V p(r,t)dV

- / V- SdV (29)
Vv

—/S-dA.
A

Yhtilo (29) sisdltdéd todenndkoisyyden sdilymisen: Mikili todennékoisyystiheys
muuttuu jonkin rajapinnan A sulkemassa tilavuudessa V, niin to-
dennékoisyysvirta rajapinnan lapi # 0. Siten, etté

/Vdv[v.s#;’;]o. (30)

Koska rajapinta voi olla mielivaltainen, niin saadaan kontinuiteettiyhtlo dif-
ferentiaalimuodossa

dp

V-S4

=0. (31)

2.6 Dynaamisten suureiden odotusarvot

Oletetaan, ettéi Schrodingerin yhtélon ratkaisuna on saatu aaltofunktio ¥(r,t),
joka siséltédéd kaiken tiedon hiukkasesta. Miké on todennékdisin paikkavektorin,
liikem#daran tai muun dynaamisen muuttujan arvo? Todennikoisyyslaskennan
mukaan tdma on ns. odotusarvo, joka saadaan suorittamalla esim. paikan mit-
tauksia identtisille systeemeille ja laskemalla keskiarvo.

Koska [1|? on tiheysfunktio ja normitettu siten, ettd [ [¢)[*dV = 1, niin paik-
kavektorin odotusarvo on:

<r>= /r [ (r, t)[2dV

Edelld postuloimme, ettd paikkavektori r on operaattori r , joka operoi aalto-
funktioon, joten yo yhtélo tdytyy kirjoittaa muotoon

<i>= /w(r,t)* & (e, t)dV
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eli

Paikkavektorin odotusarvo on ajan funktio ja edustaa hiukkasen to-
denn#koisintd “rataa”.

Yleisesti voimme mééritelld operaattorin odotusarvon seuraavasti:
Masritelma

< Ofr,t) >= / W (r,8) O(r, 1) d(r, )V . (32)
Liikeméiirin odotusarvo:
<p>= /w* p vdV = /w*(—ihV)de.

Taméin muodostamiseksi on laskettava funktion v gradientti, joka komponent-
timuodossa on

< Pp >= —z‘h/w*%’dv

. oY
<Py >= fzh/d)*—dv
<o >= —m/w*iﬂdv.
0z
Energian odotusarvo:
< E>= m/wiﬁdv
B ot '

Kineettisen energian odotusarvo:

~D h2
<P ——/w*v%dv.
2m 2m

Potentiaalienergian odotusarvo:
<V> = /w*V(r,t)de.

Koska aaltofunktio toteuttaa Scrodingerin yht#lon, niin

. ik .
<E> = <—>4+<V>.
2m
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Tamén voi todistaa kertomalla Schrodingerin yhtdlo puolittain funktiolla ¥* ja
integroimalla yli koko avaruuden:

2
/w* [_hv2¢+ W] dv = /w*Ede
w + w*vw} dv

<2p S+ <Vs=<FE>.

Huomautus:
Kaikissa tdmén luvun kaavoissa on oletettu aaltofunktio i) normitetuksi ts.

/|¢|2dv =1.

Mikéli néin ei ole, on kaikki odotusarvot jaettava normitusintegraalilla:
N = / [[2dV .

Esimerkki
Laske positiivisen z-akselin suuntaan eteneville tasoaallolle

. - Bt
w _ ezkzefzf

todenn#koisyysvirta ja odotusarvot < p > sekid < E>.
e Todennékoisyysvirta S

h
S = vy
m
Sy = EIm *81/)}20
m " Oz
R [ 0
= —I L =
Sy —Im _ 3y}
h [ —ikz iEt ikz —i Lt
S, = —Imle "' n (ik)e' e ' n
m

m_ m  m
Tasoaaltoon liittyvé todennékdisyysvirta on sama kuin hiukkasen klassinen no-
peus: S = vy

e Odotusarvo < p >

<pe> = <p,>= 0
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—ih [y v g odV
Jy [9Rav

Valitsemme ensin dérellisen tilavuuden V' ja otamme raja-arvon V — oo

<Py >

0 Bt . b
/ P —ydV = / e~k B (ik)e e R dV
v 0z %
= zk/ Y*PdV = ikN,
\%
missé
N [ Jufav
1%
on normitusintegraali tilavuudessa V. Saamme
<p,>= (—Zh) -tk = hk = p;

kuten materia-aalto-periaatteestakin saatu tulos.

e Odotusarvo < F >

. 1 0
E = = *ih—1d
<E> N/V@/}zatz/JV
_[(—iE\ 1 .
= zh( " )N/wadv
k2 p,
=E = S T
= Iy

2.7 Odotusarvot ja klassiset litkeyhtalGt

Ehrenfestin teoreema:
Odotusarvot noudattavat liikeyht&loitéa.

d <p
—<r> = P>
dt m
i<‘> = <F>
at P B

Operaattorimerkinté on jétetty pois paikkavektorin ylédpuolelta, mutta sen luon-
ne on tarked pitdd mielessé.

Todistus
Oletamme, ettd v (r,t) on Schrédingerin yhtilon ratkaisu
oo L Ov
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ja

N:/ |9|?dV = 1.
1%
Jotta normitusintegraali suppenisi, on valttdmétta oltava
‘ 1|im P(r,t) =0.
Osoitamme ensin, etti
d <p>
il = 34
7 <r> - (34)
vastaten klassista yhtdloa
p
= I, 35
=L (3)
Tarkastellaan z-komponenttia yhtélod (33) hyviksi kiyttden
d<z> d
= — * dV 36
x oo (36)

_ - o
= /w T ath—F 5 x PdV

- J/zp* z [f%v2w+vw}dv

h
7; h2 2 % *
ik
= o | [ a (V) — v (V)] dV
Lasketaan divergenssien
V- WaVy*] = o ViV + ¢ & - Vi* + YaV3y*
V-WraVy] = o VY'YV 9t e - VY + eV

erotus. Suure é, on z-akselin suuntainen yksikkévektori,

V- [pzVet = PraVi
= & [PVYT =TV
+ PaVIT — eV

Nain yhtélon (36) viimeiselld rivilli oleva integrandi voidaan kirjoittaa muotoon

'(/)*-’Eva _ wxv2w*
= = V-[faVy" — ¢ Vi)
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Integroitaessa yli koko avaruuden ensimméinen termi havidid Gaussin lauseen
perusteella

/ [YeVy* — Y V] - dA =0
A
Samoin toinen termi hévida,

/ V|y?dvV = 0,

edellyttden, ettd aaltofunktio hdvida riittdvan nopeasti ddreton siteisen pallon
pinnalla.

lim [paVy* — ¢ VY] = 0
7—>00
. 2
Al =0
Jéljelle jaa siten
d —ih
o> = —’éx-/w*wdv
dt m
1 R < Pz >
= o [y -
m
Vastaavasti harjoituksissa osoitetaan, etta
—i< > = —<QZ>47<F>
dt Pz ) = x

Huomautus:
Ehrenfestin teoreema liittd4 toisiinsa kahden eri operaattorin odotusarvot.

d

4rs = P2

dt m

d

%<p> = —<VV(r)> (37)

Jotta hiukkasen paikan odotusarvo noudattaisi klassista Newtonin litkeyht&dloé,
niin silloin
d?<r>
BT
Sijoittamalla odotusarvo < p > yht#loon (37) saadaan yhtélon (38) vasen puoli,
mutta yleisesti ottaen

=Fu=-VV(r)|r=<r> (38)

<VV >7é VV(I')|1»:<1->

Kehittamaélla potentiaali Taylorin sarjaksi voidaan todeta, etté
_ov__ov
oxr = Ox

x=<z>
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pitda tarkasti paikkansa vain potentiaaleille, jotka ovat korkeintaan neli6llisia
muuttujan x suhteen,

Vi) = V(@)le=co> + (= <z >)V"(2)]la=<a>
1
+ = <z )V (@)amcas +

Kun kehitelmén odotusarvo lasketaan, niin sen ensimmaéinen termi on klassinen
voima, joka kohdistuu paikan odotusarvoon. Toinen termi hévida odotusarvoa
laskettaessa, mutta kolmas termi ja siitd korkeammat termit eivét yleisesti ot-
taen hévid, vaan antavat klassiseen tulokseen korjauksen. Ne héavidvéat vain, jos
potentiaali on korkeintaan nelidllinen muuttujan = funktio.

2.8 Energian ominaisfunktiot ja stationaariset tilat

Jos potentiaalifunktio on ajasta riippumaton, V' = V(r), niin klassisen meka-
niikan mukaan kokonaisenergia FE on vakio. Tésséd tapauksessa Schrédingerin
yhtalossa

R o

- —V%+ V(r)p =ih—- 39

VR V() = ih (39)
voidaan aika- ja paikkamuuttujat erottaa kirjoittamalla aaltofunktio tulomuo-
toon

Y = ¢(r7t)EU(f)f(t)
V() = f(t)VZu(r)

a(r, 1) iG]
ot dt

Jaetaan Schrodingerin yhtélo aaltofunktiolla, jolloin muuttujat erottuvat
yhtélon eri puolille, kuten vapaankin hiukkasen tapauksessa.

ihodft) 1 g
It (g s v
= vakio=E
eli
df(t) iEt

B
LD -5 5 s =eF
dt h (40)

—:—mv%(r) + V(r)u(r) = Eu(r)

Saatu aaltofunktio on siis muotoa

iEt

P(r,t) = u(r)e” &

26



Jos ainoastaan aaltofunktion vaihe riippuu ajasta, niin tila on stationaarinen
tila. Silloin todennékoisyystiheys

p(r,t) = [(r)]* = Ju(r)]®

on ajasta riippumaton ja sen aikaderivaatta héividi. Kontinuiteettiyht&losté (31)
seuraa, ettd todenn#koisyysvirran divergenssin tdytyy myos havitda, V- S = 0.

Tarkastellaan yhtdlsisté (40) jalkimméistd ja kirjoitetaan se operaattorimuotoon

[132 n V(r)] u(r) = Bu(r); p=—ihV (41)

2m

Vasemmalla puolella oleva operaattori on Hamiltonin operaattori

joten yhtélo (41) on muotoa
Hu(r) = Eu(r)

Yleisesti ottaen se on muotoa
operaattori x ominaisfunktio = ominaisarvo x ominaisfunktio
Ratkaisuja u(r) kutsutaan siis ominaisfunktioiksi ja energiaa F ominaisarvoksi.

Koska yht#lo (41) on toisen kertaluvun differentiaaliyhtils,

— 5, V2u(r) + V(r)u(r) = Eu(r),

on funktion wu(r) ja sen ensimméiisen derivaatan oltava jatkuvia. To-
dennikoisyystiheyden p(r,t) = |u(r)]> ja todennikdisyysvirran S =
L Im[u*Vu] médritelmists (16) ja (28) néhdéén, etté myds ko. suureet tule-
vat olemaan jatkuvia.

Reunaehdot:

Ominaisarvoprobleemaan liittyvét oleellisesti ominaisfunktion reunaehdot tar-
kastelualueen rajoilla. Vaaditaan esimerkiksi, etté aaltofunktiolla on &érellinen
arvo origossa tai etté se suppenee eksponentiaalisesti, kun |r| 1dhenee diretonta.

Ominaisarvoprobleeman ratkaisuna saadaan energian ominaisarvot F =
Ey, Es...E, ja niitd vastaavat ominaisfunktiot wu;(r),ua(r),. .., uy(r). Omi-
naisarvojen joukkoa kutsutaan Hamiltonin operaattorin H spektriksi. Ylei-
simméssd tapauksessa Hamiltonin operaattorin spektri koostuu diskreetisté
osasta ja jatkuvasta osasta, josta puhutaan mychemmin. Diskreetit tilat ovat
sidottuja tiloja. Niissd hiukkasen vapaata liikettd rajoittaa potentiaalifunktion
aiheuttama vetovoimakenttd. Jatkumotiloissa hiukkasen kineettinen energia

on riittdvan suuri irroittamaan hiukkasen tistd vetovoimakentéasta.
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Nimitykset jatkuva ja diskreetti spektri ovat 1dhtoisin atomin ldhettdmén valon
laadusta systeemin siirtyesséi energiatilasta toiseen. Emittoituvan valokvantin

frekvenssi on
AFE

h b
missé AE = E; — E; on energiatilojen erotus. Diskreettien tilojen véliset trasi-
tiot muodostavat viivaspektrin.

v

(42)

EA

jatkuva spektri (jatkumo)
(hyperboliset radat)

S/ S ns, sirontatilat

»
>

T

E3 diskreetti spektri
E (elliptiset radat)
2 = sidotut tilat

Kuva 9: Hiukkasen energiaspektri

Klassisessa mekaniikassa sidottuja tiloja ovat esimerkiksi planeettojen elliptiset
radat tai jousivoiman sitomat tilat, mutta ne eivit muodosta diskreetteji tiloja,
silld jos potentiaalienergia V' (r) paikassa r ja kokonaisenergia F ovat annettuja,
niin hiukkasen liikemé&éra saadaan aina laskettua yhtalosta.

~_ = FE-V(r). (43)

Sen sijaan aaltoliikeopissa diskreetit tilat ovat yleisid. Siithenhén perustuu esi-
merkiksi musiikki.
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Kuva 10: Aiiretén potentiaalikuoppa

3 Yksiulotteisia ongelmia

Tasséd luvussa ratkaistaan Schrodingerin yhtélo tapauksissa, joissa potentiaali-
funktio on yksinkertainen.

3.1 Adretdn potentiaalikuoppa

Schrodingerin yhtélon (40) ajasta riippumaton osa voidaan yksiulotteisessa
tapauksessa kirjoittaa muodossa
h? dPu(x)
2m  dz?

+ V(z)u(z) = Fu(x),

Differentiaaliyht&lo yksinkertaistuu, kun otetaan kdyttoéon merkinnét

2mE

K h?
2mV (x
v(xz) = —hz( )

ja kootaan kaikki termit vasemmalle puolelle,

u'(z) + [k* — v(z)] u(z) = 0. (44)

29



Kun potentiaalifunktioksi valitaan déreton potentiaalikuoppa

_J0, O<z<a .
Viw) = {oo, muulloin (45)

niin aaltofunktion taytyy olla nolla niissé alueissa, missd potentiaali on déreton.
Tasté saadaan aaltofunktion reunaehdot

u(0) =u(a) =0
Ehdot vastaavat paistddn kiinnitetyn vérdhtelevén kielen reunaehtoja.

Sisdalueessa 0 < x < a potentiaali on nolla, jolloin yhtélo kuvaa vapaata hiuk-
kasta,

v +kPu=0.
Tamén yleinen ratkaisu, kun £ on reaalinen, on muotoa
u(z) = Csin(kz) + D cos(kx) ,
tai toisin kirjoitettuna
u(z) = Asin(kx +9)
kuten differentiaaliyhtéloiden teoriasta tiedetdéan.

Reunaehdot mairdavit mahdolliset parametrin k arvot ja siten myos ener-
gian arvot

w(0) = Asind=0 = 6=0

u(a) = Asinka=0 = ka=nm, n=123..
joten kutakin kvanttiluvun n arvoa kohti saadaan aaltoluvulle k,,, energialle
E,, ja aaltofunktiolle u, (z) seuraavat lausekkeet.

nmw
o=y
> K2 9 K2 n2x?
n P — = —-—
2m " 2m a2
. nmx
up(z) = AnsmT

Vakio A,, méaratiain normitusehdosta

/ \un(a:)|2d1::|An\2/O (sin ki) 2d

— 00

1

‘1
Apl? —(1 — cos 2k, z)dx
2
0
|A, |2 ‘ sin 2k,
2|, TS
AR sin 2k,a
- YT ok,
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A, 2 2
= | |a:1 = A, =/-
2 a

Edelld on huomioitu rajaehto

2nma

sin(2k,a) = sin( )=0

Normitettu aaltofunktio kokonaisuudessaan:

Kuva 11: Normitetut aaltofunktiot

3.2 Porraspotentiaali

Toinen yksinkertainen esimerkki on kuvan 12 mukainen porraspotentiaali

0, x<0; alue I
V(x)_{%, 0<uz; alue II

Klassisessa mekaniikassa tdm# kuvaa tilannetta, jossa hiukkanen tormé#a es-
teeseen ja kimpoaa takaisin, jos energiaa ei ole riittdvésti esteen ylittdmiseen,
E < Vy. Jos taas E > V|, niin hiukkanen ylittd4 esteen ja jatkaa matkaansa
pienemmélld nopeudella.

Valo-opista tilanne on tuttu, silld porraspotentiaali on kahden eri taitekertoi-
men omaavan aineen rajapinta. Rajapinnalla osa aallosta ldpéiseen rajapinnan
ja osa heijastuu takaisin, jos E > Vj. Mutta, jos E < Vj, niin tapahtuu koko-
naisheijastus.
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Kuva 12: Porraspotentiaali

Tarkastelemme hiukkasta, joka ldhestyy kuvan 12 porraspotentiaalia darettomén

kaukaa alueelta I nopeudella v = bk Hiykkasen kineettinen energia on Ty, =

m
272 . . . . . . .
%. Oletetaan, ettd hiukkanen on stationaarisessa tilassa eli sen energia ja

kulmafrekvenssi, £ = hw = Tg;n + Vo, ovat tdsmilleen méarattyja. Muistetaan,
ettd alueessa I potentiaalienergia on nolla ja alueessa IT Vj.

Positiiviseen z-akselin suuntaan vaihenopeudella nopeudella

v=—

k

etenevid vapaata hiukkasta kuvataan aaltofunktiolla
’(b(.’l?,t) _ ei(kz—wt)

ja negatiiviseen suuntaan etenevan hiukkasen aaltofunktio on
w(:v,t) — e—i(kx+wt)

Stationaarisessa tilassa olevan hiukkasen aaltofunktioon aikariippuvuus antaa
vain vaihetekijéin, silld aika- ja paikkariippuvuudet voidaan erottaa toisistaan,
kuten luvussa 2.8 esitettiin.

() = u(w)e™™"

Alue I (x<0)
Schrédingerin yhtéls, kun Vo =0

W+ Eu=0
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missé

2mE
2
k* = 2

Koska E > 0, niin my6s k on reaalinen. Differentiaaliyhtélon ratkaisu on

(47)

u(x) = Ae™™ 4 Be=
Ensimméinen ratkaisuista (+-merkki) kuvaa aaltoa, joka etenee positiivisen z-
akselin ja toinen (—merkki) negatiivisen z-akselin suuntaan etenevii aaltoa.

Alue II, (0 < x)
Schrodingerin yhtélo on

u” + k*u =0 (48)
kun merkitédan, etté
2m (£ — Vo)
K= 2 (49)

Yhtélon ratkaisu on jilleen muotoa
u(z) = Ce™™™ 4 D™

Jos E > V), niin  on reaalinen. Jos taas E < Vj, niin x on imaginaarinen.
Koko ratkaisuksi saadaan siten
Aet* 4 BemkT - alue 1
u(x) = . — 50
(@) {C’e“mc + De™ ™ alue II (50)
Tama sisdltaé nelji tuntematonta vakiota A, B, C ja D, jotka tdytyy m#dratéd
rajaehdoista ja normituksesta.

Jos oletetaan, ettd aalto tulee vasemmalta (z < 0) ja etenee oikealle (z >
0) niin portaan jialkeen vain positiiviseen z-akselin suuntaan etenevi aalto on
mahdollinen, joten kerroin D = 0. Valitaan normitus télld kertaa siten, ettéd
vasemmalta tulevan aallon kerroin A = 1.

Jaljelle jaa kaksi kerrointa B ja C, jotka maérataén siten, ettd aaltofunktio ja
sen derivaatta ovat jatkuvia rajapisteessd x = 0. Niistd ehdoista saadaan
yhtaloryhmé,

1+B = C
ik(l1—B) = ikC
Kertoimiksi saadaan
k—k 2k
= N ) C =
kv ¢ k+k

Kertoimet riippuvat energiasta ja potentiaalista, koska

[\

2mE . m
2 ja K= ?(Efvo)

k=
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3.2.1 Todennikédisyysvirrat, kun E > Vj

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa E2 > V{. Tulevat ja sironneet hiukkaset havai-
taan kaukana potentiaaliportaan vaikutuksen ulkopuolella ns. asymptoottisilla
alueilla T ja II. Mittaustulokseksi saadaan todennikdisyysvirrat

h
S = —Imu"Vuy]
m
naissa alueissa.
Alue I (x <0)
Sr = —Im{ [A*e_“” + B*e””] ik [Ae”” - Be"’”}}
m

hk , ,
_ 7Re{|A|2 _ |B|2 _’_B*Ae2zkx _ BA*e—Qzlcac }
m

f—f* = imagin.
hk 2 2
= (P - 1BI")
m
joten positiivisen ja negatiivisen z-akselin suuntaan kulkevat virrat ovat
Sf =2k |AP = v |4
S; =~ |BP = ~v|BP
Samalla tavalla saadaan sironneen hiukkasen virrat alueessa II.
hk 9 9
Sy = —(C"=[DF)
m

Todennikoisyysvirrat eivét riipu paikasta ja sironnassa, jossa ei tapahdu absop-
tiota todennékdisyysvirta siilyy.

Sp=S11

Niin ollen
hk hr
—(A? = |Bl*) = —(|C)* — |D|?
(A= 1BF) = —(IC]" — |DF)

Edella valitsimme, ettd A =1 ja D = 0, joten virran siilymisesté seuraa ehto

hk

m

hk
(1-1BP) = "Zjep

Sijoitetaan kertoimien lausekkeet ja todetaan, ettd yo yhtélo pitdd paikkansa

4kr

B = 1- ———

1Bl (k+ r)?
op =
(k+ k)2
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ja edelleen itse todennékoisyysvirrat ovat,

h 4k2k
S1 ==

johtuen kiytetystd normituksen valinnasta (A = 1).

3.2.2 Heijastus ja lapiisykertoimet

Tavallisesti mittauksissa ei havannoida yhté hiukkasta kerrallaan, vaan intensi-
teettid. Hiukkassuihkun intensiteetti saadaan kertomalla todennékoéisyysvirran
itseisarvo hiukkastiheydelld N [kpl/cm].

If =NI|SF| ;5 I =NI|S;| 5 I = NI|SH|

Jos absoluuttisia intensiteettejé ei voida mitata, niin mitataan heijastumisker-
roin R, joka on heijastuneen ja tulevan intensiteetin suhde, ja lap&isykerroin
T, joka on lapédisseen ja tulevan intensiteetin suhde.

r oo L _|Bf
7|4
2
r _ Wi_=x|C
7 kA

Todennékoisyysvirran sidilymisestid seuraa, etté
R+T=1.

Mittaamalla R tai T saadaan tietoa heijastusta aiheuttavasta potentiaalikuo-
pasta eli siitd, miten R ja T riippuvat suureista V| ja E.

Koska edelld asetimme, A = 1, niin heijastus- ja lapéisykertoimiksi energian
avulla lausuttuna saadaan

B 2 AEE-V)
R o= 1BF=1 (VE +VE = V,)?

ke AEE-W) .
T = 3l  (WVE+VE—V,)? (51

3.2.3 Tunkeutuminen porraspotentiaaliin, kun F < 1}

Kun E < Vj, niin virta ei pifse eteneméiin porraspotentiaalin sisélla, silld
aaltofunktio alueessa II on

u(z) = Ce ™
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misséd h on reaalinen ja positiivinen

2
ih=r=i h—ZL(VOfE)
Virraksi saadaan yksinkertaisesti
h . du(x
Sir = %Im [u (x) d(x )} =0

Tapahtuu siis kokonaisheijastus.

Aaltofunktion ja sen derivaatan tiytyy kuitenkin olla jatkuvia rajapinnalla (x =
0), joten ehdot

1+B = C
ik(1-B) = -—hC
maaraavat kertoimet

k—1ih
B — — —2i0

ktrih ¢

2k )

Cc = Teih = 2cosfe "

Ne ovat kompleksisia ja voidaan kirjoittaa vaiheen 6 avulla,

h Vo — F T
tan @ B 1/ T 07072

Aaltofunktioksi saadaan silloin

u(z) = e 4 e ko201 glue I

u(z) = 2cosfe e alue II

Aaltofunktion tunkeutuminen alueeseen II aiheuttaa siis alueessa I vaihesiirron
tulevan ja heijastuneen aallon viilille. Toisaalta rajapinnan ldheisyydessid alu-
eessa II pitéisi olla sisddnmenevé ja palaava virta, mutta yksiulotteisessa sys-
teemissd ne kumoavat toisensa, joten kokonaisvirta alueessa II on nolla. Ilmi6
on tuttu sdhkémagneettisen aallon tunkeutumisesta metalliin.

2,

Kuvassa 13 on esitetty todenniikoisyystiheys |u(x)|?, kun energia F < Vj eiki

aalto pédse eteneméi portaan sisalla.

Tunkeutumissyvyys on paikan odotusarvo alueessa IT

1 oo
<zr> = N/o x|u(z)|*dx
4cos?0 [, 1
= —2hx g
N, xe =5

O N
- 2\ 2m(Vo - E)
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Kuva 13: Todennakoisyystiheys porraspotentaalissa.

missé
N = /oo |u(x)|*dx = 4 cos® Hi
0 2h

on normitusintegraali alueessa II.

3.3 Symmetrinen potentiaalikuoppa, sidotut tilat

_J0 |zl <a
v {3 15 (52
Schrodingerin yhtilon
n? d?u(x)
BT + V(2)u(z) = Eu(z) (53)

ratkaisemisessa voimme hyodyntédd potentiaalin symmetriaominaisuuksia
Merkitddn

Sidotuille tiloille on voimassa ehto Vo > E > 0.
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Kuva 14: Symmetrinen kuoppapotentiaali

Schrodingerin yhtélot ja niiden ratkaisut eri alueissa ovat
Alve I, z < —a

uf — Pup=0; up = Ce’
Alue Il, —a <z < a
UII’I +a?ur; =0; urr = Asinax + Bcos ax
Alue 111, > a
17 2 o A o _ﬁm
urrr — B urrr = 0; urrr = De
Edelld on huomioitu, ettd vain eksponentiaalisesti hividvit ratkaisut rajoilla

ovat fysikaalisesti mielekk&ité.

3.3.1 Pariteetti

Potentiaalifunktio on valittu siten, ettd se on symmetrinen funktio

V(—z)=V(x)
Olkoon u(x) yhtdlén
h? dPu(x) B
- %W + V(I)U(I) = E’U,(I) (55)
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energian arvoon E kuuluva ainoa ratkaisu. Vaihtamalla z:n merkkié todetaan,
ettd myds u(—x) on saman yhtilon ratkaisu

12 d*u(—x)

o da? + V(z)u(—z) = Bu(—x)

Koska u(z) ja u(—z) ovat saman homogeenisen lineaarisen differentiaaliyhtilon
ainoita ratkaisuja, niin toinen ratkaisu saadaan toisesta kertomalla mielivaltai-
sella vakiolla ¢,

u(—z) = eu(x)
ja vaihtamalla x:n merkkié
u(z) = eu(—x).
Vakio ¢ saadaan mééréttyé, kun yo yhtalot kerrotaan puolittain.

e2=1 eli e==+1

Energiaan E kuuluva aaltofunktio voi siis olla joko symmetrinen
e=+1; u(—z)=u(x)

tai antisymmetrinen

Symmetrisen tapauksen pariteetti on plus eli tila on parillinen ja antisymmet-
risen tapauksen pariteetti on miinus eli tila on pariton.

Olemme saaneet térkeén tuloksen:

Jos yksiulotteisessa Schrodingerin yhtdlossd potentiaali on symmetrinen ja omi-
naistila degeneroitumaton, niin ratkaisuna saatava aaltofunktio on joko sym-
metrinen tai antisymmetrinen.

Degeneroitumaton ominaistila on sellainen, ettd sen ominaisarvo saadaan
vain yhdelld aaltofunktiolla.

Symmetrisessi tapauksessa Schrodingerin yhtélén (53) ratkaisu on
ur(z) = Ce™; wuir=+Ce P wy = Beosax

ja antisymmetrisessd tapauksessa
ur(z) = CeP®: wupp=—Ce P wy = Asinaz

Jos normitetaan ratkaisut siten, ettd C' = 1, niin silloin

ul(x):eﬁ””; urry = e P®: wp = Beosax
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tai
€T

ur(z) = P wurr = —e P u = Asinax

Symmetrisen aaltofunktion ja sen derivaatan jatkuvuudesta pisteissd z =
+a seuraa, ettid

e P = Becosaa

—fBe P* = _Basinaa
Kun yhtélot jaetaan puolittain, niin kerroin B hévidi ja jaljelle jaa yhtilo
atanaa =3, (56)

joka maéaardad mahdolliset energian arvot E,,, kun potentiaalikuopan leveys ja
syvyys ovat annettuja. Tilat numeroidaan kvanttiluvun n =1, 2..., avulla.
Kutakin ominaisarvoa FE,, vastaa kertoimen B arvo
—Bna
e
B,=— (57)
COS (@

joka méiridd symmetrisen aaltofunktion u, (z). Normitettuna siis siten, etté
C=1.

Vastaavasti antisymmetriselle aaltofunktiolle saadaan energian ominaisar-
vot yhtalosté

acotaa = -0, (58)

ja kutakin ominaisarvoa F,, vastaa kertoimen A arvo

e~ Bna

A, = (59)

sin o a

joka m#drad antisymmetrisen aaltofunktion w,(z).

3.3.2 Logaritminen derivaatta
Jos u(z) ja u/(x) ovat jatkuvia, myos logaritminen derivaatta

w(z) _ d log u(x)

D(z) = u(z)  de

on jatkuva. Lisdksi se on riippumaton médrddméattoméasté kertoimesta aalto-
funktion edessa.

Esimerkiksi edelld esitetysséd symmetrisessé tapauksessa saamme logaritmisen
derivaatan jatkuvuudesta pisteessid r = a

/
_ Yrnr
UrIr

!
Urg
(159,

r=a
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suoraan ehdon
atanaa = 3

riippumatta siité, onko valittu C' =1 vai ei.

3.3.3 Energian ominaisarvot

Yhtélot (56) ja (58) voidaan ratkaista graafisesti merkitsemilld £ = aa ja n =
Ba, jolloin a:n ja B:n mééritelmisté (54) seuraa, ettd

2
£2+772 :az(ozz—&—BQ) _ ??anOsz

Huomataan, ettd & ja n ovat ympyran kehén pisteitd. Toisaalta niiden taytyy
toteuttaa ominaisarvot madraava yhtalo.
Symmetrisessi tapauksessa

Etang = 1)

ja antiymmetrisessid tapauksessa

Ecoté = —n
Tamé yhtilo voidaan ratkaista graafisesti piirtamalld kdyrit €2 + 2 = R2,
Etané = n ja Ecoté = —n sekd etsimilld nédiden kéyrien leikkauspisteet.
Leikkauspisteistd saadaan mahdolliset £:n arvot ja edelleen a:n arvot
_§
=2
a

Aaltofunktioksi alueessa II saadaan

sSymin e_ﬁnsa
upp (x) = p— COS Q5T (60)
anti eiﬁnaa
S, 61
uit () I inay,,x (61)

jotka yhtyvéat alueiden I ja III exponenttiratkaisuihin pisteissd —a ja a.
Jos numeroidaan ratkaisut siten, ettd ns = 1,3,5,... ja na = 2,4,6,..., niin
ominaistilojen energiat

h2a?
En — n
2m
voidaan numeroida jérjestyksessdan kvanttiluvun n = 1,2, ... avulla.
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Kuva 15: Graafinen ratkaisu

Alin energiatila tulee olemaan symmetrinen eli + pariteettitila. Alimman tilan
aaltofunktiolla ei ole nollakohtia, koska alueen II ratkaisun (60) aallonpituus Ay
on suurempi kuin potentiaalikuopan leveys, silla

n=2"
aq
ja toisaalta yhtéloparin
E4nt = R (62)
gtang = 7 (63)

ratkaisuna saadaan

Vs
& =ara= arccos%1 < 5
joten
™ .
a; < % Ja
)\1 2 4a

Funktiolla cos(3%x) ei siis ole nollakohtaa vélilli (—a,a). Témén alueen ulko-
puolella ratkaisut ovat exponenttifunktioita, joilla ei ole nollakohtia.

Alin antisymmetrinen eli pariton tila saadaan, kun

m
R > 5 (64)
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eli kun s s bo
o 7=h
2
Vi RN . 65
TV om T T Bm (65)

Samoin kuin edelld voidaan osoittaa, ettd tilalla on yksi nollakohta.

3.3.4 Sidotun tilan degeneraatio

Degeneraatiolla tarkoitetaan sitd, ettd kahdella tai useammalla eri tilalla on
sama energia. Todistetaan, etté

Lause:

Yksiulotteinen sidottu tila on degeneroitumaton.

Todistus:

Olkoot ¥y ja ¥, kaksi samaan ominaisarvoon F kuuluvaa Schréodingerin yht&lon
ratkaisua.

R 420,

_%7d1’2 V(l‘)\Ill = E\I/1
K2 d2v,

- VU, = EU
2m dx? +V(2)¥s 2

eli oletetaan, ettéd tila, jonka ominaisarvo on F on kaksinkertaisesti degeneroi-
tunut.

Kerrotaan ensimméinen yhtalo Wq:ll4 ja toinen Ws:lla ja vdhennetddn yhtalot
toisistaan.

d>0, >,
\I’ _— _—
Vg2 2 dx? 0
tai
d d¥sy d¥q
2w, 222 g, 21 =
dx ( Yda > dx ) 0
joten
d¥s d¥q
U,— —V¥yo— =(
Ydx *d

missé C on vakio, joka voidaan médriti, kun |z| — oco. Sidotun tilan aaltofunk-
tiot havidvit talloin, ¥y (oo) = ¥a(oo) = 0, joten vakio C' = 0.

Differentiaaliyht&lo
dWUs d¥y
U,—= —0y,—— =0
Vda > dx
voidaan helposti ratkaista
log¥; = logW¥s+d ja
Ui(z) = elWy(x)
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Kuva 16: Kolmen alimman tilan aaltofunktiot



Kuva 17: Symmetrisen potentiaalikuopan kolme alinta tilaa

missd d on integrointivakio. Ratkaisu ¥; saadaan ratkaisusta Uy kertomalla
vakiolla, joten ne edustavat samaa tilaa vain eri tavalla normitettuna. Né&in
ollen ei 16ydy kahta eri tilaa, joilla on sama energia. Siten yksiulotteinen sidottu
tila on degeneroitumaton, m.o.t.

3.3.5 Tunneloituminen

Klassisessa mekaniikassa, jos hiukkasen energia E < Vj, niin se liikkuu
vilillaA —a < = < a torméten seindmistd kimmoisesti. Liikkeen klassiset
kadnnepisteet, jossa liikesuunta vaihtuu, ovat 1 = —a ja zo = +a. Valilld
(—a, a) hiukkanen kiyttiytyy, kuten vapaan hiukkanen noudattaen yht#loita

2
p
E = —
2m

p = V2mE=mv

V2mE ¢
m

r = o+

Kvanttimekaniikan mukaan hiukkanen tunkeutuu osittain potentiaalivallin
sisdéin. Todennidkdisyys sille, ettd hiukkanen on vallin sisélléd, on

2 oo
P(ja| > a) = N/ furer(2)Pdo

- - 1/a s (o) 2dz
- N Y 11
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missd N on koko aaltofunktion u(x) normitusintegraali

N = /_ Z lu(z) 2

3.4 Symmetrinen potentiaalikuoppa, jatkuva spektri

Kuva 18: Jatkuva spektri potentiaalikuopassa muodostuu, kun hiukkasen ener-
gia on suurempi kuin potentiaalikuopan syvyys (E > Vp).

Edella kisittelimme sidottuja tiloja ja diskreettid spektrid, mutta useimmissa
tapauksissa systeemilld on myos jatkuva spektri, ns. sirontatilat. Voimme aja-
tella, ettd hiukkanen, jonka massa on m tulee potentiaalikuoppaan vasemmal-
ta. Oletetaan, ettd sen energia F > V), joten se ei putoa potentiaalin sidot-
tuun tilaan. Kun hiukkasta késitellasn aaltona, niin osa siitd heijastuu takai-
sin potentiaalin seindmisté ja osa jatkaa matkaansa potentiaalikuopan toisel-
le puolelle. Samoin kuin porraspotentiaalin tapauksessa tapahtuu heijastusta ja
lapaisyé, mutta tésséd tapauksessa kahdesta rajapinnasta. Kokeellisesti heijastus-
ja lapéisykertoimet voidaan mitata ja siten saada tietoa potentiaalin ominai-
suuksista.

Systeemin tilaa kuvaava aaltofunktio ratkaistaan Schrodingerin yhtélostéa

)
2m  dx?

+V(x)u(z) = Bu(z)
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Otetaan jélleen kayttoon merkinnét

k2 == F(E - VO)
2mE
K = PERE (66)
joten Schrodingerin yhtélot alueissa I, 11T ja II ovat
U/II7II[+I€2UI,III = 0
ufp+K*u;r = 0
Aaltofunktioille saadaan ratkaisut
ur(z) = Ae?’” + Be*i‘]”
urr(r) = Ce™" 4 De™ "™
urrr(z) = Felt (67)

Funktio Fe*** edustaa kuopan ohi mennyttd positiiviseen z-akselin suuntaan
etenevid ratkaisua, mikid on ainoa ratkaisu alueessa III. Sen sijaan aluees-
sa I on kaksi ratkaisua, joilla on sama energia. Positiiviseen suuntaan ete-
nevi ratkaisu Ae’*® seki kuopan reunoista heijastunut negatiiviseen suuntaan

etenevi ratkaisu Be~ .
Aaltofunktion ja sen derivaatan jatkuvuudesta pisteissi © = —a ja x = a saa-
daan nelja yhtélod, joista saadaan kertoimet A, B, C ja D ratkaistua.
Ae—ika +Beika _ Ce—ifca +Deiﬁa
k[Ae—ika _ Beika] _ K[Ce—ina o Deina]
eika _ Cei/{a +D67im1
keika _ K[C«eirm _ Defimz]

Kerroin F' voidaan sitten vapaasti kdyttdaa normituksen valintaan, olkoon F' = 1.
Ratkaisuna saadaan kompleksiset kertoimet

A = —ﬁe%(k*“)“[—(k + /@)2 + (k- /{)264““]
B = 2;7 sin(2ka)(k? — k?)

c = iei(k_”)a(kc +k)

D - iei(k+n)a(ﬁ — k)

Namé toteuttavat rajachdot kaikilla energian arvoilla, joten energia ei ole
kvantittunut.

Aaltofunktio eri alueissa saadaan sijoittamalla kertoimet A, B, C' ja D yhtaloon
(67). Havaitaan, ettidi alueessa II, jolloin hiukkanen on potentiaalikuopassa,
vérdhtelyn aallonpituus lyhenee.
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Kuva 19: Sironnan aaltofunktion reaaliosa, kun a = 10 ja £ = 1 sekd Vjp = 0.9
yksikoissi 7% /2m.

3.4.1 Todennikdisyysvirrat

Tulevat ja sironneet hiukkaset havaitaan kaukana potentiaalivallin vaikutuksen
ulkopuolella ns. asymptoottisilla alueilla I ja ITI. Mittaustulokseksi saadaan to-
dennékoisyysvirrat

S = EIm [u*Vu]
m

néissd alueissa. Yksiulotteisessa tapauksessa virta on

S = %Im [u*(a:)ag(x)].

T

Alueessa I virraksi saadaan

h

Spo= —Im{[ATe™™" 4 Bre ik [Ae™ — BeT ]}
_ %Re{|A|2 _ |B|2 + B* A2k _ B A*e—2ike }
¥f - f* e imagin.
= 2 (1ap - 1BP)
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joten positiivisen ja negatiivisen x-akselin suuntaan kulkevat virrat ovat
2 2
S =2 AP =v|A]
S; =2 |Bf = —v|B[’
Samalla tavalla saadaan sironneen hiukkasen virrat alueissa II ja III.
hr 9 9
S = —(C]"=|Df)
m
hk
Sir = —|FP
m

Todennékoisyysvirrat eivit riipu paikasta ja sironnassa, jossa ei tapahdu absop-
tiota todennékdisyysvirta siilyy.

St =511 = Sr1

Niin ollen

hk hr hk
_ A2_BQ _ v 2_D2 :7F2
a2 - 1) = M2 - 1y = 2

Todetaan virran siilyminen laskemalla kertoimien itseisarvojen nelitt

1
|A]? = m[k4 + & 4 6k%k% — (k2 — K2)% cos(4ka))
1
|B|2 = W(l — COS(4I€(I))(H2 — k2)2
K
1
c? = 47,12(14 +k)?
1
DI = 47‘%2(“" —k)?
|FI? = 1, normituksen valinta

ja edelleen itse todennékdoisyysvirrat,

hk
Sy =811=81=—=v
m

3.4.2 Heijastus ja ldpiisykertoimet

Kuten luvussa 3.2.2 esitettiin mittauksissa ei havainnoida yhté hiukkasta ker-
rallaan, vaan intensiteettii. Hiukkassuihkun intensiteetti saadaan kertomalla
todenniikéisyysvirran itseisarvo hiukkastiheydelld N [kpl/cm].

If =N|SF| 5 I; =N|S;| 5 Irr=N|S{,|
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Edelleen heijastus- ja ldpiisykertoimet ovat

— 2
wo_ _|B
I A

2
ro_ Lo _|F
A

ja todenn#koisyysvirran sdilymisesta seuraa, etta

R+T=1.

Sijoitetaan lasketut kertoimet A ja B heijastus- ja lapéiisykertoimien lausekkei-
siin
1V sin®(2ka)
E(E — Vp) + 1V sin®(2ka)
E(E-W)

T = 68
E(E —Vp) + 1V sin®(2ka) (68)

R =

Edelld on kiytetty k:n ja k:n mééritelmié (66) muodossa

Heijastus- ja ldpéaisykertoimet ovat oskilloivia energian funktioita. Kun energian
sijasta kiytetddn muuttujaa v = E/Vp, niin ka = r,/7 ja r on edelld esiintynyt
ympyréan séde,

r=y et

Naiilld merkinnoillé

sin®(2r,/7)

4y(y — 1) + sin®(2r,/7)
dy(v—1)

4y(y — 1) + sin®(2r,/7)

3.4.3 Resonanssitilat

Yhtéloista (69) voi todeta, ettéd heijastusta ei tapahdu lainkaan, jos 2k,a = nw
eli, kun tulevan hiukkasen energia

B2 72n?
= 9 A2 >V, n="neNc+1,...
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Kuva 20: Heijastus-ja lapéisykertoimet

missé n. on pienin kokonaisluku, jolle

8ma?Vj
M2\ ThEar

Namé ovat potentiaalikuopan resonanssitiloja. Ne ovat samoja kuin energiati-
lat ddrettoméssa potentiaalikuopassa, kun muistetaan, ettd potentiaalikuopan
leveys on 2a.

Resonanssitilan aaltofunktion itseisarvo on
lur(z)| = |urrr ()] =1,

koska heijastuskertoimen hévidmisestéd seuraa, ettd kerroin B = 0. Potentiaali-
kuopassa aaltofunktio on

1 . .
ur(z) = ﬁezka |:(Hn+k)emn(m—a)
n

)

Téstéd on helppo todeta, ettd potentiaalin reunoilla pisteisséd —a ja a aaltofunk-
dlurr(z)] -0
dx -

tion itseisarvo |usr(+a)| =1 ja sen derivaatta N
r=xIa
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4 Kvanttimekaniikan peruskisitteet ja Hilber-
tin avaruus

4.1 Yleistetyt postulaatit

Edelld olemme tutustuneet Hamiltonin operaattorin H ominaisarvoihin FE,,,
ja niitd vastaaviin ominaisfunktioihin 1, (r), jotka midrdytyvit Schrodingerin
yhtalosta

H¢n(r) = Enwn(r) .

Olemme my6s ottaneet kiyttoon aaltofunktion v, (r) todenniksisyystulkinnan
ja maéritelleet operaattorin odotusarvon késitteen.

Edelld olevat ajatukset voidaan postuloida seuraavasti:

e Fysikaalisen systeemin jokaista tilaa vastaa Hilbert-avaruuden funk-
tio ¥, (r,t), aaltofunktio, ja jokainen aaltofunktio systeemin Hilbert-
avaruudessa vastaa jotain systeemin fysikaalista tilaa.

e Aaltofunktion aikariippuvuus méirdytyy Schrodingerin yhtilosté.

d
Hi,(r,t) = ihawn(r,t) , (70)
missd H on Hamiltonin operaattori.

Hamiltonin operaattorin esitys paikka-avaruudessa

-
H=-——
2mV +V(r)

saatiin aikaiseksi vaatimalla vastaavuus klassisen mekaniikan Hamiltonin funk-
tion kanssa, H = T + V, ja olettamalla, ettd liikeméa#raoperaattorin esitys on
p — —ihV.

Seuraavassa laajennamme todennédkéisyystulkinnan koskemaan mielivaltaisen
operaattorin ominaisfunktioita ja yleistimme asetetut postulaatit.
Yleistetyt postulaatit:

e Systeemin jokaiseen mitattavaan ominaisuuteen « liittyy lineaarinen
hermiittinen operaattori A.

A(&¢1 + b¢2) = aA¢1 + bAwg
Operaattori A toteuttaa ominaisarvoyhtilon
Auy, = apty, (71)

joka méérittelee reaaliset ominaisarvot a, ja ortogonaaliset ominais-
tilat u,,.
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e Mitattaessa suuretta o mittaustuloksina voivat esiintyd vain sitd vas-
taavaan operaattorin A ominaisarvot a,,. Mittauksessa systeemi siirtyy
operaattorin A ominaistilaan.

e Superpositioperiaate: Systeemin mikéd tahansa tila ¢ voidaan esittds
jonkin dynaamisen operaattorin A ominaistilojen u,, superpositiona.

Y(r) = Bpbpu,(r) (72)

Todenn&koisyys sille, ettd mitattaessa suuretta o mittaustuloksena saa-
daan sité vastaavan operaattorin A ominaisarvo a,,, on

Pl = an) = |bm|? (73)
kun

At (1) = a4t (1)

4.2 Hilbertin avaruuden ominaisuudet

Ennen néiden postulaattien tarkempaa késittelyd on syytd mééritelld niiden
funktioiden ja operaattoreiden joukko, joiden avulla kvanttimekaniikka esi-
tetddn, seka niihin liittyvét késitteet bra- ja ket-vektorit, skalaaritulo ja matrii-
sielementti.

Olkoot %, (r) kompleksifunktio, jonka neli6 |1, (r)|? kuvaa hiukkasen todenni-
koisyysjakautumaa. Ndiden aaltofunktioiden joukon muodostavat neliollisesti
integroitavissa olevat funktiot, joille integraali

/ &rln(r)?
5

on olemassa. Matemaattisesti t#ti funktioiden joukkoa kutsutaan L2-joukoksi.

Niiden avulla voidaan virittdé lineaarinen vektoriavaruus, silla jos esimerkiksi
funktiot ¥y (r) ja Wy(r) ovat nelivllisesti integroituvia, niin niiden lineaarikom-
binaatio

U(r) =a¥(r) + bTs(r)

on myos nelidllisesti integroituva, kuten alla esitetyn Schwarzin epéayhtélén pe-
rusteella helposti todetaan. Néille funktioille on siis méaritelty skalaaritulo.
Lisdksi kiaytannossa vaaditaan, ettéd aaltofunktiot ovat jatkuvia ja derivoituvia.

Téydellinen aaltofunktioiden joukko muodostaa ortogonaalisen kannan, joka
virittdd lineaarisen vektoriavaruuden, Hilbertin avaruuden. Yleisesti voidaan
osoittaa (Matriisilaskenta), ettd jos operaattori toteuttaa ehdon

AAT = ATA,
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niin sen ominaisfunktiot muodostavat téillaisen tédydellisen kannan. Kvanttime-
kaniikan kannalta tdrkeimpié ovat hermiittiset ja unitaariset operaattorit, jotka
toteuttavat edelld esitetyn ehdon. Esimerkiksi Hamiltonin operaattori on aina
tallainen operaattori.

Seuraavassa tutustaan ldhemmin Hilbertin avaruuden funktioiden ja hermiittis-
ten matriisien ominaisuuksiin.

4.2.1 Schwarzin epiyhtilo

Olkoot f(z) ja g(x) kaksi nelidllisesti integroituvaa kompleksiarvoista funktiota.
Schwarzin epiyhtild sanoo, etti

1= [ e >2dx/°;| () 2
‘/ [ (z dm

Todistus: Otetaan kdyttoon toinen muuttuja ja kirjoitetaan integraalit kaksin-
kertaisiksi integraaleiksi.

/ / z)g" (y)9(y)

I (@)g(@) f )" (v >] dz dy

>0

1

I/ T P @ ) @) — f@)e(@)] de dy

Muuttamalla integrointimuuttujat keskendéin saadaan

I= //_O:O g™ (@) f(y)g(x) = f(x)g(y)] dz dy

Koska integraalit ovat yhté suuria, niin otetaan kummastakin puolikas ja laske-
taan ne yhteen. Tuloksena saadaan

- ;//_Z |f(y)g(x) — f(x)g(y)Pdady > 0

Schwarzin epdyhtdlon perusteella integraali

’/Z P ot < / O:O f (@) Pde / O; 0(2) 2de

joten, jos f(z) ja g(x) ovat nelivllisesti integroituvia, niin silloin integraalit

[ et s [ s

o4

m.o.t.




ovat olemassa.
Harjoituksissa osoitetaan, ettéd lineaarikombinaatio

Y(x) =a f(x) +bg(z)

on silloin my6skin neli6llisesti integroituva.

4.2.2 bra- ja ket-tilavektorit

Systeemin jokaiseen ominaistilaan n (kvanttitila) liittyy tilavektori |¢,,), joka
on yksi tila-avaruuden vektori. Tilavektori on yleisempi késite kuin paikkakoor-
dinaatista riippuva aaltofunktio, koska aina ei ominaistilaa voida esittdd téissi
muodossa. Esimerkiksi spin-tiloja, joista kurssin lopulla puhutaan, ei voi esittai
paikka-avaruudessa. Merkitadn kvanttitilojen muodostamaa avaruutta nimelld
E.

Merkinti4 | ) kutsutaan ket-vektoriksi.

Toisaalta jokaiseen ket-vektoriin liittyy ns dualiavaruuden £* vektori (1,|, jota
kutsutaan bra-vektoriksi.

Ket- ja bra-vektorit muodostavat kaksi hiukan erilaista vektoriavaruutta, silla
jos A on kompleksiluku, niin silloin

(M) = Aly)
Ml = A"yl

Sanotaan, ettd ndiden avaruuksien vilinen relaatio on antilineaarinen, silld
ket-avaruuden lineaarikombinaatiosta saadaan bra-avaruuden lineaarikombinaa-
tio seuraavasti

A1) + Aalthe) = AT (1] + A5 (e

4.2.3 Skalaaritulo
Bra- ja ket-vektoreiden skalaaritulolla on seuraavat ominaisuudet
(GlY) = (Wl

(| Mth + Aaha) = Ai(@|Yh1) + A2(@[th2)
(A1 + Xadpa | ) = A[(d1[Y) + A5(d2|v))

Lisdksi (1[1) on reaalinen ja positiivinen. Se on nolla vain siinéd tapauksessa,
etti [¢) = 0.

Skalaaritulo paikka-avaruudessa:
Olkoot 11 (r) ja o(r) kaksi aaltofunktiota. Mésirittelemme niiden skalaaritulon
tilavektoreiden avulla paikka-avaruuden integraalina

(nlihe) = / 7 () (x)dPr
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Suure (t)1]12) on siis kompleksiluku, jonka kompleksikonjugaatti on

(1 [2)* = (alfn) = / 3 () () P

Jos (11 |tb2) = 0 niin sanotaan, ettd 1 ja 1)y ovat ortogonaalisia funktioita.

4.2.4 Matriisielementti

Olkoot 11 (r) ja 1o(r) kaksi aaltofunktiota ja A jokin operaattori. Operaattorin
A matriisielementti tilojen [¢1) ja |¢9) vililld on paikka-avaruuden integraali

(V1|AYg) = (1] Alp)

— [ iwAmaas

Taméi méaidritelmé voidaan ymméirtii seuraavasti: Kun operaattori A vaikuttaa
tilaan |¢9), saadaaan jokin toinen tila |¢2)

|¢2) = |A¢2)
tai paikka-avaruudessa
pa(r) = A(r)ih(r)

Matriisielementti on siten sama kuin skalaaritulo

(V1] Atpg) = (Y1]|h2)

4.2.5 Adjungoitu operaattori

Kun lineaarinen operaattori A operoi tilaan |¢) niin saadaan uusi tila-avaruuden

£ tila |¢).
|¢) = [Av)

Duaali-avarudessa £* operaattoria A vastaa adjungoitu operaattori Af, joka
suorittaa muunnoksen tilasta (i| tilaan (¢|.

(¢ = (p|AT

Operaattorin A" matriisielementiksi saadaan siten

WIAT|Y) = (o') = (@'|g)* = (/| Ay)* .
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Paikka-avaruudessa sama matriisielementti on integraali
WlAlly) = ('|Ay)”
[ wor awuees

*

Usein kaytetdédn merkintoja

|Ay) = Ajw);  (Y]AT = (AY|

4.2.6 Hermiittinen operaattori

Hermiittiselle operaattorille on voimassa yhtélo

At = A
= <1/11|AT¢2> = (¢1|Aeo)

Toisaalta matriisielementin ominaisuuksista seuraa, etté

(V1|Ape) = (Pa| Arp1)”

Kirjoitetaan tdméa ominaisuus paikka-avaruuden integraalina,

[uiw aemier = | v a0 7|

/[A¢1(r)]* ¢2(r)d37“.

4.3 Ominaisarvojen reaalisuus ja ominaisfunktioiden or-
togonaalisuus

Yleistetyn postulaatin 2 perusteella operaattorien ominaisarvot ovat ainoita
mahdollisia mittaustuloksia. Tadméan vuoksi ominaisarvojen on oltava reaalisia
ja mitattavia suureita kuvaavien operaattoreiden hermiittisié, silla niille on voi-
massa seuraava lause

Lause:

Hermiittisen operaattorin A ominaisarvot ovat reaalisia ja ominaisfunktiot or-
togonaalisia.

Todistus
Olkoot v, ja 1, kaksi operaattorin A ominaisfunktiota. Silloin
Alpi) = axltpe)
Altpr) = adtpe) (74)

<¢e|AT = a" (Y| = (Y| A
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Viimeinen yht#l on saatu kiyttamélld hyviksi hermiittisyytta AT = A. Ker-
rotaan ensimméiinen yhtdlo vasemmalta (1,|:114 ja viimeinen yht#ld oikealta
[1x):114,
{ <’l/)f|AW}k> = ak<¢/|¢k> (75)
(el A[or) = ac™ (heltpi)

Viahennetadn yhtalot toisistaan
(@ — a*) (bulipe) = 0 (76)

Jos k = ¢, niin silloin (e|tvr) = (Weltpe) > 0 ja a. = a,* eli ominaisarvot
reaalisia.

Jos taas k # € ja tila on degeneroitumaton eli a, # a, = a,*, niin (.|¢,) = 0,
joten ominaisvektorit ovat ortogonaalisia.

m.o.t.

Todistus esitettiin degeneroitumattomalle tapaukselle, mutta sama voidaan to-
distaa my6s degeneroituneelle tapaukselle yleisesti.
Aaltofunktioille, jotka on normitettu

nltrm) = [ ome) s =1
ortonormaalisuus voidaan kirjoittaa muodossa

1, kunn=m

Wnlt) = O = {3 o™ "

missé d,,, on ns. Kroneckerin 4.

Esimerkki: Lasketaan ddrettomén potentiaalikuopan aaltofunktioiden normi-

tus.
2
() \/7 sin g
a a

2 a
Wnlbm) = */ sin = sin —~ pdx
0 a a

21/“ n—m
= —= cos T
a2/ a




— 2 g
x Inn S
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5 Energian ominaisfunktiot

Koska Hamiltonin operaattori on hermiittinen, saamme Schrodingerin yhtilon
ratkaisuna tdydellisen jirjestelmén ortonormitettuja funktioita: ug, (r), ug,(r)

—;—mVQuE()+V(r)UE(I‘) = PEug(r)

Normitetaan ne seuraavasti

<UE|UE'>E/“E(Y)UE'(F)d37“ = Opp
|4

5.1 Mielivaltaisen funktion kehittdminen sarjaksi

Ortonormaalien ominaisfunktioiden joukko muodostaa kannan, joten mielival-
tainen aaltofunktio ¥ (r) voidaan esittdd ndiden funktioiden lineaarikombinaa-
tiona

ZAEUE(r)
E

Kerrotaan yhtilo uf, (r):114 ja integroidaan puolittain eli muodostetaan skalaa-
ritulo,

(wele) = 3 s | v wus s

5EE'

= AE’

Saamme siten kertoimelle Ag lausekkeen

Ap = (ugld) = /V“*E(r)w(r)dBT

5.2 Closure-ominaisuus

Edellisen perusteella mielivaltaisen funktion ¢ (r) ortogonaalikehitelm4 :

Y(r) = ZAEUE Z/UE d3r'ug(r)
= /d?’r’z/} r ZUE rug(r)
E
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Valitsemalla v (r) vakioksi saamme
/ &1y " up(r)up(r) =1
B

Suure Y ul(r')ug(r) tdyttdd Diracin -funktion perusominaisuudet.
E

= Y up(rup(r) =6(r—r),
E

joka on closure-ominaisuus.

5.3 Dirac’in delta-funktio

o MAiritelmé:
Jos f(x) on jatkuva ja #iéirellinen pisteessd x’, niin d-funktio toteuttaa
ehdon

e ¢-funktion integraali,
/ oz —a)dx =1,
saadaan médritelméstd asettamalla f(x) = 1.

e J-funktion esityksii

%, kuin— S <z <

(N1
[Nl

6(x) =
0, kun [z| > §

missd € on niin pieni, ettd f(x) voidaan olettaa vakioksi vililld —§ <z <
5. 0-funktiolla on myds useita muita esityksié

1 (9 .
0(z) = lim = lim — eVdy
g—oo T X g—oo 2m J_,

1 sin gz

Raja-arvo otetaan vasta sitten, kun tarvittavat integraalit on laskettu.
Harjoituksissa osoitetaan, ettd

°° sin gz
de=m
o T
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Kuva 21: Diracin delta-funktio

5.4 Dirac’in delta-funktion ominaisuuksia
e §(z) =6(—x)
e §(ax) = ﬁ(?(a:)

e §(22—a?) = L£[0(xr—a)+5(x+a)] a>0

— 2a
Tulos voidaan osoittaa suoraan maidritelmasti
. 1sing(a? — a?
) iy L9 )
gooom x%2—a

kehittamalla

1 1 1
22—a? 2alz—a z4a
ja laskemalla raja-arvot pisteissd x = +a.

° 5(1, _ I'/) — (271T)3 feik.(r—,-’)d?:k

=6z — 2"y —y)é(z - )

Esimerkki: Osoitetaan closure-ominaisuus dérettoméan potentiaalikuopan kan-
tafunktioille

Un(x) = zsinm:/v' 0<z<a; n=12,...
n a a b b) )<~



Osoitettava, etté,

= 2 = nmw nmw
(1 . /.
Zun(x Y (x) . Zsm —usin—ug
n=1 n=1
= §(xz—2a). (77)
Muutetaan summaus integraaliksi ja valitaan integrointimuuttujaksi k,, = nw/a.

Koska k,,:n arvot ovat tasavélein, niin

2 .. nw o, . nw
— g sin —z' sin —x
a a a

2 o0
_ ,g/ dk,, sin k,x sin ka2’

am J,
1 o0

= = / dky, [cos kp(x — x') — cos ky(x + 2'))
™ Jo

1 lim sinK(z —2')  sinK(z+2')
. T K- (x — ') (x + ')

= Slx—2")=d(x+2")

Jélkimméinen §-funktio on nolla, koska x ja x’ ovat samanmerkkisii, joten yhtalo
(77) pitdd paikkansa.

5.5 Todennikoisyysfunktio ja odotusarvot

Kolmas yleistetyistd postulaateista (73) antaa menetelmén laskea mielivaltai-
sen suureen mittaustuloksen todennékoisyyden. Tarkastelkaamme esimerkking
energian mittausta. Kehitetééin tilafunktio ¢(r) ominaisfunktioiden avulla sar-
jaksi.

b(r) = 3 Apup(r)

Kolmas postulaatti sanoo, ettd mittaustuloksen F todennédkoisyys on
Pp =|Ag|*.

Edellé osoitettiin, ettd Ag = (ug|Y) .

Todennikoisyys sille, ettd hiukkanen on jossakin energiatilassa, on yksi. Ta4mé&
seuraa automaattisesti ¢(r):n normituksesta.

P =) |Asf = (@ly) =1
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Todennékoisyyslaskennan mukaan energian E odotusarvoksi jakautumafunk-
tiolle Pg silloin, kun E on diskreetti, saadaan

(E) = ZEPE
3

Toisaalta energian odotusarvo on Hamiltonin operaattorin odotusarvo

(E) = (WlHY) = (¥|9)

Kehitetdéin funktio ¢ ominaisfunktioden avulla,
p(r) = HZAEUE(I') = ZAEHUE(I‘)
E E

Edelleen:

(¥]o) > AgE@l|ug); (Ylug) = Ay

E
= Y AgEAyp = Y E|Ag)
E E

= Y EPg = (E),

joten tdméa todennékoisyyslaskennan tulos pétee myos kvanttimekaniikassa. Sa-
ma voidaan todistaa mielivaltaiselle hermiittiselle operaattorille.
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6 Liikemadran ominaisarvot ja ominaisfunktiot

Tarkastellaan tilannetta, jossa potentiaali V(r) = 0. Systeemin Hamiltonin ope-
raattorin ominaisfunktiot ovat tasoaaltoja, kuten luvussa 2.3 on osoitettu, mutta
samalla ne ovat litkemédardoperaattorin

p = —ihV

ominaisfunktioita. Tamé& johtuu siité, ettd avaruus on homogeeninen ja silloin
liikemé&dra on sdilyva suure ja systeemin mahdolliset tilat voidaan indeksoida
liikemé&aran avulla.

Postulaatin 1 (71) perusteella saamme ominaisarvoyhtilon

— ihVip(r) = p ¢p(r) (78)
(Harjoituksissa osoitetaan, ettd p = —ihV on hermiittinen operaattori.)
Merkitaan
p
k = =
h

Komponenteittain yhtils (78) on

o
or = e
oy
oy = T
o,
o, = ket

Ratkaisu niille yhtéloille saadaan muuttujat erottamalla ¢, (r) = u(z)v(y)w(z)

= J'(z) = ikyu(z)
V{y) = ikyo(y)
w'(z) = ik,w(z),
joten
u(z) = Aetka
oy) = Belw
w(z) = Ce=*,

Liikemadran ominaisfunktio on siis tasoaalto

Uylr) = D ik
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6.1 Periodiset reunaehdot ja normitus L-sdrmaéisessid kuu-
tiossa

Kuten aikaisemmin on kiynyt ilmi tasoaallon normitus ei onnistu samalla tavalla
kuin sidotun tilan aaltofunktion normitus, silld integrointi yli koko avaruuden ei
suppene, vaan tuloksena on Dirac’n §-funktio. Voimme kuitenkin menetell seu-
raavasti: suljetaan hiukkanen kuutioon, jonka keskipiste on origossa ja sdarmén
pituus on L. Kuution reunoilla aaltofunktion taytyy toteuttaa ns. periodiset
reunaehdot. Eli ajatellaan, ettd samanlaisia kuutioita ladotaan rinnakkain ja
rajapinnoilla aaltofunktioiden ja niiden derivaattojen taytyy olla jatkuvia.

Toisin sanoen kuution vastakkaisilla sivuilla aaltofunktiot ja niiden derivaatat

ovat yhtdsuuret:
L L
7/) (Qayaz) = 1/} (2,y,Z) jne.

dy(z,y,z) dy(z,y, 2)

dx v——1)2 dz e

x=L/2

Niista aaltofunktion periodisista reunaehdoista seuraa kvanttiehdot aal-
toluvulle k;, k, ja k.. Alunperin jatkuva ominaisarvojen k joukko muuttuu
diskreetiksi. Ominaisarvojen véli voidaan tehdd mielivaltaisen pieneksi kasvat-
tamalla kuution sdrmé&é ja rajalla L— > co saadaan jatkuva spektri.
Lasketaan kvanttiehto x-komponentille

L L
u(—g) = u(g)
du(x) ~ du(x)
dr |,—_p )9 dx z=L/2

Aaltoluvun k, téytyy siis toteuttaa ehto
= e.

Eulerin kaavan avulla ehto voidaan kirjoittaa erikseen reaali- ja imaginaariosille.
L . L .. L
coskwi — zsmka:§ = coskw§ + zsmkz§
Yhtalo toteutuu, jos

sink,— = 0

joten
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Vastaavasti saadaan muut kvanttiehdot

2

k, = nm% ng = 0,41, 42, ...
2

ky = ny% ny =0,41, 2, ...
2

k, = n% n, =0,+1,+2, ...

kuitenkin niin, ettéd kaikkien kvanttilukujen arvo ei voi olla yhtédaikaa nolla.
Aaltofunktio on normitusta vaille laskettu

¢(r) :Neikza:eikyyeikzz — Neik~r
Normitus lasketaan L-sdrméisessi kuutiossa V7,
[ rvmp =1
VL

Integraali lasketaan komponenttimuodossaan

+% +% +% _
\./\/|2/ d:c/ dy/ dz|le®T? = |N]PL®=1

L L L
2 2 2

L3

Liikemaéran ominaisfunktiot ovat siis

1 .
Unynyn. (¥) = —==€7, (79)

missé
27 2 2

T e ky =y ke = s

ke =
L

Néma tasoaallot ovat myoskin vapaata hiukkasta kuvaavan Hamiltonin operaat-
torin ominaisfunktioita
R,
S (1) = Foyn Y. ()
ja energian ominaisarvoiksi saadaan tuttu lauseke.
52

—m(ki + k2 4+ k2)

Enznynz

Mutta on térked huomata, ettd kukin tiloista FE,_ n,n, on kaksinkertaisesti de-
generoitunut, silld ominaisarvo

n? [27\? 9 9 9

ei riipu kvanttilukujen (ng, ny, n.) merkista.
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6.2 Metallien Fermi-kaasumalli

Edelld késitellyt periodiset reunaehdot tulevat kéyttcon, kun tarkastellaan
darettomid systeemeji. Esimerkiksi metallien johde-elektronit esiintyvét kvant-
tikaasuna ionien muodostamassa positiivisesti varatussa taustassa. Yksinker-
taisin tatd systeemifi kuvaava malli on ns. vapaa Fermi-kaasumalli. Siind
huomioidaan se, etté elektronit ovat fermioneja, mutta positiivisten ionien ai-
heuttama monimutkainen potentiaali korvataan keskimééraiselld vakiokentall4,
joka asetetaan nollaksi. Fermionit ovat hiukkasia, jotka toteuttavat ns. Paulin
kieltosdannon.

Paulin kieltosdénto sanoo, ettd kussakin monen samanlaisen hiukkasen (elekt-
ronin) muodostamassa systeemissi yksittdisten hiukkasten tilat miehitetdén si-
ten, ettd yhdessé kvantitilassa voi olla vain yksi hiukkanen.

Tarkastellaan vuorovaikuttamatonta elektronikaasua, jonka tilavuus on V' =
L? ja jossa elektronien lukuméird on N. Tallaista systeemis voidaan kuvata
klassisesti Hamiltonin funktiolla

2

iz_

Kvanttimekaaniikassa Hamiltonin funktiota vastaa Schrodingerin yhtélo, jo-
ka saadaan siten, ettd p; korvataan operaattorilla —ihV,;. Aaltofunktio,
®(ry,ra, -, ry), johon operointi kohdistuu riippuu kaikkien hiukkasten pai-
koista.

fZ—V &(ry,ro,...,ry) = E®(ri,ro,...,ry).

Koska V7 riippuu vain yhdestd koordinaatista, niin yhtils voidaan ratkaista
muuttujat erottamalla

<I>(r1,r2, N 7I‘N) = (]51(1‘1) (252(1‘2) N ¢N(rN)

Yksihiukkastilat ja niiden aaltofunktiot saadaan yhtdlosté

hQ

“om v2¢nmnymz (r;) = Enm,ny,nz ¢nm7ny7nz (ri).

Paikkaan viittaava indeksi ¢ saa arvot ¢ = 1,2, ..., N, koska hiukkasia on N-kpl.
Tilat indeksoidaan kvanttilukujen n., n, ja n, avulla

Mgz = 0,41, 42, ..

Koska jokainen hiukkanen on jossakin tilassa, niin tilaan viittaavia indeksejéi
taytyy olla myo6skin N-kpl.
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Kirjoitetaan yksihiukkasenergia aaltovektorin avulla

27.2
_ h kjnw:nyynz
Mg, My, Nz - om
2
2
2 _ 2 2 2
knm,ny,nz - <L (nm + ny + nz)

jolloin saadaan tuttu yhtélo kullekin hiukkaselle i.

v?d’nz,ny,nz (ri) + k?zznynz d’nz,ny,nz (r;) =0.

Edelld johdettiin télle yhtalolle normitetut ratkaisut periodisilla reunaehdoilla,

I
¢nwany7nz (I') = eZk ’

missé siis

Kokonaisenergiaksi saadaan yksihiukkasenergioiden summa,
E = E,+E.,+..+FE,,.

Kokonaisenergia on sitd pienempi mité alhaisemmille yksihiukkastasoille hiuk-
kaset pannaan. Elektronikaasun alin tila eli ns. perustila saadaan, kun kaikki
2 2
yksihiukkastilat arvosta E,i, = 2%% arvoon
h2
Enax = Ep = —k}
ma F 2m F

taytetddn. Koska elektronit ovat siis fermioneja ja ne noudattavat Paulin kiel-
tosddntod, niin niitd kaikkia ei voi panna alinpaan F = E;, tilaan. Toisaalta
elektronin spinkvanttiluku voi saada kaksi eri arvoa (ylos ja alas), joten kuhun-
kin litkemé&#rdn ominaistilaan (n,,n,,n,) voi sijoittaa kaksi elektronia.

Kolmiulotteisessa k-avaruudessa kp on sen pallon (Fermi-pallon) side, joka
sulkee sisdénséd hiukkasten miehittdmien tilojen aaltovektorit.

k> kD = k2 + k] + kZ

- Mg, My, Nz

o\ ? 2 2 2

Koska kiytinnossi elektroneja on hyvin paljon, esimerkiksi 102 kpl/cm?® me-

talleissa, niin Fermi-pallon sddettd ei méidrata kvanttilukujen n,,ny,n. avulla
vaan hiukkastiheyden

p:

<|=

N
A
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avulla.
Hiukkasten lukumé#éard on sama kuin miehitettyjen tilojen lukumé&éra.

N=2 > 1,

kn<kp

missé kerroin 2 seuraa spinista.

Summa voidaan muuttaa integraaliksi, kun muistetaan, ettd karteesisessa

kg, ky, k. -avaruudessa sallitut aaltoluvun arvot ovat tasavilein, k, = nm%”,

ky = ny%” jak, = nz%’r Kullekin koordinaatille erikseen

kre 2
/ dkw:%g:l

—kFz

Summausindeksi saa arvot n, = +1,+2... vililta —% <ng < kg;L.
Kolmiulotteisessa systeemissi saadaan

3k = (2%)3 oL

Mgy Ny, Nz

Ve

Koska energiltaan ylin tila Er, mihin hiukkanen voidaan asettaa, maarittas
Fermi-pallon siteen neliéon k% = QmEF/hz7 niin integrointirajat sulkevat
sisdéansa kp-siteisen pallon, jonka tilavuus on

4

Tédmén pallon sisdénsé sulkemien tilojen n,,n,,n, lukumééréd on siten

— — 14 3
N =2 ) 12(27r)3/dek

Mgy, My, Mz
V 4 VE3

= 99— “gkd = I 80
@m)33"F T gp2 o (80)

missd V = L3 on systeemin tilavuus.
Elektronitiheydeksi saadaan silloin

_N_N_kf’,

PV T I8 3a2
ja edelleen Fermi-pallon séteeksi tiheyden avulla lausuttuna,

ke = (37%p)3.
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6.2.1 Tilatiheys g(E)

Tilatiheys on tilojen lukuméard AN annetulla energiavililla AE ja annetussa
tilavuudessa V.

AN dN
)=V AE T VaE
Yhtélossda (80) hiukkasten lukumédrd on laskettu aaltoluvun avulla, mutta se
voidaan laskea myos energian avulla, koska
h’k?
2m

EF =

= Pk = kzdde:% @m) VEIE dS) .

Energiaan F saakka tédytettyjen tilojen lukumé&ara on

N(E) = 27r ] 2;‘ // VE'dE' d9
B :T (fﬂ)Em

Niin tilatiheydelle saadaan lauseke

AN 1 2m \ *
o8 = = 5| () VP

6.2.2 Kokonaisenergia

Yksihiukkasenergia riippuu ainoastaan aaltovektorin itseisarvosta. Téll6in
Fermi-pallon ts. kp-séteisen pallon pinnalla hiukkasen energia on Fermi-
energia,

2

R k%

2m

Ep =

Vapaan Fermi-kaasun kokonaisenergia saadaan summana yksihiukkasener-
gioista:

h2 h2 v kr
E = 2— Z k2 =2 / K2d3k
n 3
2m il 2m (27)3 J,
3 VkL B, 3
= 2 = k2 =°2NEp.
5 372 om F 50 °F

Todellisilla metalleilla Fermi-pinnat ovat pallon pintoja monimutkaisempia io-
nien periodisen kentén vuoksi. Myos yksihiukkasaaltofunktiot muuttuvat taso-
aalloista ns. Blochin aalloiksi.
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6.3 Tasoaallon normitus Dirac’in delta-funktion avulla

Tarkastelemme, mitd tapahtuu liikem#dardn ominaisfunktioille, kun L — oo.
Yhtédlon (79) normituksesta seuraa, ettd u(r) — 0, kun L — oo. Sen vuoksi
tilat normitetaan uudelleen,

missé
L L ilke—kl)a
/2 dyeihe—Fkz)z ? e :
,% —é Z(km - k;)
1 eilka—ky) % _ o—ilka—ki)% sin %(kz — kL)
] ke — K, - ky — k.,

Raja-arvona, kun L — oo

. 2sinZ(k, — k) ,

saadaan Diracin J-funktio.

Valitaan normitustekijaksi
N = (27)3,

jolloin liikkemé&#ran ominaisfunktioiksi saadaan

ja niiden skalaaritulo on

(uger |ux)

]‘ / / !
= (@m0 (ky — K,)6(k, — K| )d(k: — k)
—5(k — K).

Yhteenveto:
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e Liikemadran ominaisfunktiot normitettuina L-sarméiisesss kuutiossa ovat

1

iky-r
U”I’Lz7ny7nz(r) = \/—e ™,
L3
27
knm Ty y 1 = Ngy,z
3Ty Tz sY, L

normitusehto
<unz,ny,nz |un’L,n’y,n’z> = 6/%1{:; 5kyk£} 6kzk’z
Periodisista reunaehdoista johtuen energiaspektri on diskreetti.
e (-funktion avulla normitettuna,
1 .
ezk r

(2m)?
(uluw) = ok —K)

u(r) =
Kaikki k:n arvot ovat mahdollisia, joten energiaspektri on jatkuva.

6.4 Aaltopaketti

Luvussa 2.3 tarkastelimme vapaan hiukkasen kéyttdytymistd kvanttimekanii-
kassa. Vapaa hiukkanen on sellainen, jonka tuntema potentiaali on nolla tai
vakio, V(r)=vakio. Osoitimme, ettd téllaisen tilan aaltofunktio on tasoaalto

1 i(kr—w
Yi(r,t) = 7W6 (er—w(®)D),

joka etenee suuntaan k. Normituskertoimeksi on valittu Dirac’in delta-funktion
mukainen normitus.

Tama aaltofunktio on myos litkemééran p = —ihV ominaisfunktio, kuten edelld
todettiin. Tilan 1)y liikem&d&ran ja energian ominaisarvoiksi saatiin

px = hk
h2k2
:2m

Ek = hw(k})

Aaltofunktion aikariippuvuus saatiin  ratkaisemalla ajasta riippuva
Schrédingerin yhtilo,

Hiy(r,t) = ih%w(n t),

joka yleistettyjen postulaattiemme mukaan méaras systeemin aikakehityksen.

Mikéa tahansa Hilbertin avaruuden aaltofunktio voidaan esittdd tasoaaltojen
muodostamassa kannassa. Téllainen kanta on onnistunut valinta silloin, kun
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potentiaalifunktio on lihes vakio ja systeemilli ei ole sidottuja tiloja. Superpo-
sitioperiaatteen mukaan jokainen aaltofunktio voidaan esittdd muodossa

rf) = 1 3 pilkr—w(k)t)
v = o / @k g(k) . (1)

Summaus yli kaikkien tilojen on muutettu integraaliksi, koska mahdolliset k:n
arvot muodostavat jatkumon eli spektri on jatkuva k:n funktio. Kukin tila
esiintyy painokertoimella g(k). On térked huomata, ettd painokertoimet eivit
riipu ajasta.

6.4.1 Yksiulotteinen Gaussin aaltopaketti

Aaltopaketti muodostuu silloin, kun systeemin tila muodostetaan liikem#drin
ominaistiloista siten, ettd tuloksena saadaan paikallisesti rajoitettu funktio. Esi-
merkkind téllaisesta systeemisté tarkastellaan yksiulotteista Gaussin aaltopa-
kettia,

w(.ﬁ,t) — \/(127) /_oo dk g(kﬁ)el(k z—w(k)t) , (82)

jolloin oletetaan, etté painofunktio g(k) on Gaussin funktio,

L gy = YO ko
ez (2m)3/4 ’

jonka maksimi on pisteessi kg. Hetkelld ¢ = 0 aaltofunktioksi saadaan

(x,0) = (2¢);/ di e~ % (h=ko)? ik @
a — 00

Téaydentamalld eksponentti

a2
— Z(k—ko)2+ilm

a i 17 . x?
= — i(kiko)igq} +Zk0x7a72

nelioksi, suorittamalla muuttujan vaihto k — k' +2ix/a? ja kiyttamalld hyviksi

Gaussin integraalia
/ o=’ (k—ko)? g1 _ g (83)

aaltofunktioksi saadaan myo6skin Gaussin funktio, jonka keskus on pisteessa x =

0.
1/4
R

ma?
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Tilan todennikoisyysjakautuma hetkelld ¢ = 0 on siten Gaussin jakautuma

2\ L,
o (a, )2 = () /et

Ta

Aaltofunktion normitus on helpointa laskea suoraan yhtilosté (82) integroimalla
ensin x-koordinaatti,

/ de ¢*F =K% — on5(k — k'),

— 00

joten

[ astvtap

— 00

1 . /
= 27//dkdk;' g(k)g(k’) efl(w(k)fw(k )t
Y3

X /OO d e (F=F)x
= / dk g*(k) =1.

Aaltofunktion normi on selvistikin ajasta riippumaton, koska g(k) on ajasta
riippumaton.

6.4.2 Gaussin aaltopaketin aikakehitys

Palataan takaisin ajasta riippuvaan aaltofunktioon (81), joka on yhdessi ulot-
tuvuudessa muotoa

vlot) = o= [[dk g(@) e, (1)

Sijoitetaan w(k) = % ja lasketaan integraali kuten edelld nelitksi

tdydentamalld (harjoitus). Tuloksena saadaan

1/4 2
Pz, t) = (2;12> <a4+421;2)

2
w  eilkor+) exp { [3: - %t] }

—1/4

2iht
a? + =
missé,
hk?2
¢ = —0-— 2 ja
2m
P 1 ; 2ht
= —arctan [ —=
2 ma?

()



Aaltofunktion todennékéisyysjakautuma,

[2 an2z\
[(z, t)> = W(l‘i‘w)
2 [z — Lot
X exp{ —

a? (1 + ‘,ﬁ?ﬁji)

on ajasta riippuva funktio. Jakautumafunktion maksimi

hko
Tmax = ——1
etenee nopeudella
hko
Vo= —,
m
joka on tasoaallon ryhménopeus.
Gaussin jakautumafunktion leveys,
Az(t) = +/(2?) —(x)?

saadaan laskemalla integraali

2 o0 9 _ —232 a2
— e o dr= —.
mat J_ o 4

Néin ollen aaltopaketti levida ajan funktiona rajatta. Samalla jakautuman kor-
keus pienenee

1

2 —
|’L/J((E,t) max ~ 27TA.’L‘(t) .

Minimileveyden ja maksimikorkeuden aaltopaketti saavuttaa silloin, kun ¢ = 0.
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7 Kahden suureen yhtidaikainen mittaus ja epéi-
tarkkuusperiaate

Téssé luvussa tutkitaan, milld ehdolla kaksi suuretta « ja 3 voidaan mitata sa-
manaikaisesti halutulla tarkkuudella ja toisaalta, milloin mittauksien tarkkuutta
rajoittaa Heisenbergin epétarkkuusperiaate,

AaAj > g .

Mitattaviin suureisiin « ja (§ liittyy kvanttimekaniikassa hermiittiset operaat-
torit A ja B. Mitattaessa suuretta « systeemi siirtyy operaattorin A johonkin
ominaistilaan wu, ja tulokseksi saadaan tarkka ominaisarvo a, jonka epédtarkkuus
Aa = 0. Mikili haluamme samassa mittauksessa tarkan tuloksen myos suureel-
le B, niin A:n ominaistilan, johon systeemi on siirtynyt, tdytyy olla myods B:n
ominaistila. Mittaustuloksena (:lle saadaan silloin B:n ominaisarvo b.

{ Au = au (85)

Bu = bu

7.1 Kommutoivat operaattorit

Lause 1:

Kahdella operaattorilla A ja B on yhteiset ominaisfunktiot silloin ja vain silloin,
kun ne kommutoivat [A, B] = AB — BA =0, eli AB = BA.

Todistetaan silloin vaihtoehto:

Oletetaan, etti

AB = BA ja

Au, = anu, -
Ominaisfunktiot w, ovat ortogonaalisia (u,|un/) = 0, ., ja ominaisarvot a,
reaalisia.
Viite:
Bu,, = byu,
Todistus:
BAv,, = a,Bu, = ABu,

= A(Buy,) = an(Buy)

Suure Bu,, on siis A:n ominaisfunktio, johon liittyy ominaisarvo a,,,
Jos a, ei ole degeneroitunut, niin jokaiseen ominaisarvoon kuuluu vain yksi
ominaisfunktio, joten

Bu,, = vakio X u,, . (86)
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misséd vakio on operaattorin B ominaisarvo b, tilassa u,, joten
Bu, = byu, (87)

m.o.t.

Todistetaan vain silloin vaihtoehto.
Oletetaan, etti operaattoreilla A ja B on samat ominaisfunktiot

Au,, = anuy,
Bu,, = byu,

Viitetdin, ettd operaattorit kommutoivat,

AB = BA. (88)
Todistus:
BAu, = a,Bu, = a,byu,
ABu, = b,Au, = bya,u,
= BAu, = ABu,
m.o.t.

Kvanttimekaniikka IT kurssissa osoitetaan, ettd myts degeneroituneessa ta-
pauksessa kommutoivien operaattoreiden ominaistiloista voidaan muodostaa
sellaiset lineaariset kombinaatiot, jotka ovat yhteisid ominaistiloja molemmille
operaattoreille.

7.2 Epéatarkkuusperiaate

Tarkastellaan Heisenbergin epétarkkuusperiaatetta aluksi yhdessd dimensiossa
paikan x ja liikkemé&érén p yhtdaikaisessa mittauksessa. Koska p on derivaattao-
peraattori, niin x ja p eivit kommutoi

[x,p] = xp — px = ik
Taméi voidaan todistaa operoimalla kommutaattorilla aaltofunktioon
. 0 9] .
0] 0(0) = —in (3~ 3-2) wlo) = (o)
T&lloin sanotaan, ettd x ja p ovat komplementaarisia suureita tai kanonisesti

konjugoituja suureita ja niiden yhtédaikaisen mittauksen tarkkuutta rajoittaa
Heisenbergin epétarkkuusperiaate,

AzAp > (89)
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Schrodingerin yhtélon ratkaisuna saadaan hiukkasen aaltofunktio ¥(z) ja to-
dennikoisyystiheys eli paikan jakautumafunktio p(x) = |[1(x)|?. Oletetaan, etti

() el ole liikeméérin ominaistila.
Paikan odotusarvo (32) lasketaan yhtélosta

Normitus on valittu siten, etté

/Oo pla)de =1

— 00

Paikan epitarkkuuden nelid (Ax)? méiiritelldsin jakautumafunktion avulla

neliollisenéd keskipoikkeamana odotusarvosta,

—00

/00 p(x)x?dr + (x)? /OO plx)dx
N

@af = [ sl - @
= [ s+ ) = 2ele)is
(22)
— o) / ple)ade
%
S
Ar = B~ (@)

Liikem#irin epatarkkuus méairitelldin vastaavasti

(Ap)?* = - {»)?*,

Odotusarvoja laskettaessa p:n paikalle sijoitetaan sen operaattoriesitys,

W = / 0 (2)(—ihV )z da
W) = / U (&) (~h2V2) () de
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7.2.1 Epiatarkkuusperiaatteen todistus

Merkitaan
& = z —(z)
R d d
= p—(p) = —ih | — — (=
b= -t =-in (g )
Koska [z,p] = ik ja odotusarvot ovat lukuja, jotka kommutoivat z:n, p:n ja

toistensa kanssa, [(z), (p)] = 0, niin
(6, 8] = 63 — Ba = ih

Listiksi & ja 8 ovat hermiittisii operaattoreita, & = &' ja 3 = 31, koska z ja p
ovat hermiittisid operaattoreita.

Talloin
(Ap)? = / W (p — (p)20de

= ([B%Y) = W|B(BY))
W|BT(BY)) = (By|Bw)

/ Z(Bw)*éwdx -/ O; 1By Pda

Vastaavasti saadaan
(Ba)? = (916%0) = (@vlav) = [ |avfds
Paikan ja liitkemé#ran epatarkkuuksien neliiden tuloksi saadaan

(Az)*(Ap)? = [ h Y& pd [ h V*BPapdx

[ tavkas [~ 1vpas

Hilbertin avaruuden funktioille f(z) = di(z) ja g(z) = Bi(z) on voimassa
sivulla 54 esitetty Schwarzin epayhtilo:

o (o9} o
[ irtas [ lgdez| [ prgdsp
— 00 — o0 — 00

Schwarzin epayhtilod kdyttiden yhtilosta (90) saadaan

(90)

2

(Az)*(Ap) > ] / " (@)* (B da
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(6| BY)[* = |(v]al By)[?
(Wlap)? = ‘ [ VP

2

[ v [5ah = e+ 5(ad+ fa)| wadP

=af
Kommutaattori laskettiin edellé,
(&, B¢ = (a5 — ba)y = ihy .
Oletetaan, ettd aaltofunktio on normitettu ffooo |¢|2dx = 1, joten

(Az)*(Ap)* > 2

%m + % /_OO Vv (af + Ba)pde

2

2 oo
= Z+H/mw*(@ﬁ+ﬁawdm

+ X (91)

Ristitermi X haviéda, koska operaattori dﬁ + Bd on hermiittinen,
O

4 )
— 6 (a5 + payul” fdo

X= = {v* @6+ Bayy)

— o (6B + Bay) — (B + Bayl)]

— 1 (1@ + Bayw) — (I(ah + pa)'v))
= 0

Koska integraalitermi on aina positiivinen, niin epéyhtilslle (91) saadaan ala-
raja:

2

(Az)*(Ap)?

Y

2 oo
il s b

Vv

4

81



Ottamalla puolittain neligjuuri saadaan Heisenbergin epétarkkuusperiaate:
h
AxAp > 5

m.o.t.

Lausekkeen (Ax)%(Ap)? arvo voidaan laskea tarkasti, jos aaltofunktio on koh-
tuullisen yksinkertainen. Sellainen on esimerkiksi ns. Gaussin aaltopaketti
) )
U(a) = —— i

Jrd

(z) = 0
o @
(%) = D)
(p) = hk
h? )
(0°) = o+

Naista tuloksista seuraa, etté

2 _ 2 2_d2
Bo = @)=
B = 07— = 5

ja Heisenbergin epétarkkuudeksi Gaussin jakautumalle saadaan

AxAp = g

Epéatarkkuusperiaatteen yleinen muoto
Olkoot A, B ja C kolme hermiittisti operaattoria siten, ettd

[A,B] = AB — BA =iC

Télloin jokaiselle tilalle v on voimassa

AAAB > %|<c>| = %IWICW
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8 Energiaan liittyva epitarkkuus ja aikakésite

Edella Heisenbergin epatarkkuusrelaatio johdettiin mitattaville suureille, joita
vastaavat hermiittiset operaattorit eivit kommutoi. Aika ei ole tdsséd mielessé
mitattava suure. Se on systeemiin liittyvd parametri, jonka funktiona mitat-
tavat suureet voidaan esittdi. Aikaa vastaavaa hermiittisté operaattoria ei ole
olemassa.

Kuitenkin tiedetdén, ettd mitd suurempi energian epatarkkuus on sitd nopeam-
min systeemissé tapahtuu muutoksia eli systeemin “aika kuluu”. Toisin sanoen,
jos At on aikavili, jona systeemi on muuttunut huomattavasti ja jos AFE on
enegian epétarkkuus, niin

AtAE >

B | SF

8.1 Kahden tilan systeemi

Olkoon systeemi aluksi Hamiltonin operaattorin H ominaistilassa, jolloin sen
energia on tarkasti médratty, AE = 0. Tila on stationaarinen eikd se muutu
ajan funktiona. Ajan epatarkkuus on silloin &éreton.

Seuraavaksi oletetaan, ettéd systeemin tila t)(tg) on kahden H:n ominaistilan |¢;)
ja |¢2) lineaarinen superpositio. Tiloilla on eri energiat Fq = hw; ja Ea = hwa:

[h(to)) = c11d1) + ca|d2) ,
ja ajasta riippuva aaltofunktio on
[B(0) = e gy) + pem 0] g,

ajasta riippuvan Schrodingerin yhtélon ratkaisu,
0
HIp(0) = it [9(2)

Jos mitataan energiaa, niin tuloksena saadaan joko FEj tai Es ja energian
epéatarkkuus on silloin

AFE ~ |E1 —E2|

Tarkastallaan mitattavaa suuretta B, joka ei kommutoi H:n kanssa. To-
dennékoisyys saada B:n mittauksessa hetkelld ¢ ominaisarvo b, joka liittyy
ominaisvektoriin |u,,) on

Plom:t) = [(umlt())”

leal* (1) 1% + lea? | (um] 62)
+ 2Refciere @I ) (unm|61)]

83



Viimeinen termi oskilloi ajan funktiona dériarvojensa vélissd taajuudella
W2 — w1
27

joka méarad systeemin tyypillisen aikakehityksen. Télloin voidaan sanoa, etté
ajan epétarkkuus on

Vo1 =

1 h

At~y — = ————
vo1  |Ea — Ei|

Epitarkkuusrelaatioksi saadaan siten AEAt ~ h.

8.2 Jatkuva spektri

Jos toisaalta oletamme, ettd H:n spektri on jatkuva ja degeneroitumaton, niin
yleisimméssé tapauksessa

(to)) = / dF o(E)|op),

missé |¢g) on H:n ominaisarvoon E kuuluva ominaistila. Oletetaan liséiksi, etta
energian arvojen jakautumalla |c(E)|? on leveys AE arvon Ey ympiristossi.
Esimerkkin téllaisesta on tuttu Gaussin jakautuma.

Ajasta riippuva aaltofunktio on

(t)) = / 0E ¢(E)e B0/

Edelld tutkimme todennékoisyyttd P (b, t) saada mitattavalle suurelle B omi-
naisarvo b,,, kun systeemi on tilassa [1)(t))

Plbm:t) = |{umlt(t)?

= ‘/dE c(E)e_iE(t_tO)/h<um|¢E>

2

Yleensé skalaaritulot (u,,|¢g) eivit riipu paljon energiasta, jos AFE on riittdvin
pieni, joten ne voidaan ottaa integroinnin ulkopuolelle. Jéljelle ja&

2
Pl t) = |(tml i) ] [ epye e

missd Ey on energiajakautuman ¢(F) maksimi hetkelld ¢o.

Jakautumafunktion P(b,,, t) aikariippuvuus saadaan siten energian jakautuman
¢(E) Fourier muunnoksesta. Tulos riippuu siis jakautumien muodosta, mutta
kuten edelld osoitimme Gaussin jakautumalle saadaan tulos

AEAt > g
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8.3 Tilojen elinika

Kvanttimekaanisen systeemin stationaaristen tilojen elinikd 7 on &déreton. Nain
ei kuitenkaan ole, silld jos huomioimme systeemin tilan ja sidhkomagneettisen
kentén vélisen vuorovaikutuksen, niin vain alin energiatila on stabiili ja muil-
la tiloilla on &érellinen elinik&d. Viritystilojen purkautuessa systeemi siirtyy
ylemmalta tilalta alemmalle emittoiden samalla valokvantin hv, jonka energia
on yhtd suuri kuin tilojen energiaerotus. Tilan eliniin 7 asemesta puhutaan
usein spektriviivan leveydestd I'. Naméi suureet liittd4 toisiinsa edellé esi-
tetty epatarkkuusrelaatio

AEAt >

)

| S

>

At =171,

= 7' > h.

E =

3

r
2

Luonnolliseksi viivaleveydeksi spontaanissa emissiossa mééritellian

I'=—
T

Transitiotodenniko6isyys aikayksikk6id kohden, W = %, voidaan siten

maédritelld myo6s I''n avulla

r
W=—.
h
8.4 Hajoavan systeemin kvanttimekaaninen kisittely
Olkoon hiukkasten lukuméiiré viritystilassa |¢,) ajan funktiona
N(t) = Npe /7
Ajan dt kuluttua viritystilasta on purkautunut perustilaan d/N hiukkasta.

an
dt

1 1
= —ZNpe¥/7T=-2N
T T

Hajoamistodennékoisyydeksi aikayksikossa saadaan siten

dN 1
W =|— P —
‘th’ T

Kvanttimekaanisessa kisittelyssi lasketaan todenniikoisyystiheys P, (r, t) loytda
hiukkanen viritystilasta ¢,,. Viritystilan energia ei ole enéé reaalinen vaan siiné

on imaginaariosa, £ = FEy — ig, joka liittyy transition todennékdoisyyteen.

85



Olkoon systeemin aaltofunktio

Un(r,t) = e "t/ (r)
_ zEOt/he 2h§0 ( )
Talloin
P(r,t) = |pa(x)]Pe™ 7
P TP
dt A

ja transitiotodennikoisyys aikayksikosséd on

‘ Pdt

kuten edelli esitettiin.
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9 Korrespondenssiperiaate ja peruskommutaa-
tiosdannot

Aiemmin postuloimme, ettd kvanttimekaniikassa mittauksen tuloksena saadaan
hermiittisen operaattorin ominaisarvo. Itse hermiittisen operaattorin esitys saa-
daan korrespondenssiperiaatteesta:

Lihestyttiessd klassista rajaa kvanttimekaaninen systeemi palautuu klassiseksi
systeemaksi.

Olemme toistaiseksi tutustuneet vain sellaisiin operaattoreihin, kuten Hamil-
tonin operaattori, kineettinen- ja potentiaalienergia, jotka ovat liikemé&éarin ja
paikan funktioita. Olemme osoittaneet, ettd valitsemalla perusmuuttujille ope-
raattoriesitykset

r—r1r ; p— —thV

klassiset Newtonin liikeyhtalot

. _ ®
at =
d . ~
) = ()

pitavét paikkansa operaattoreiden odotusarvoille.

Dirac yleisti korrespondenssiperiaatetta klassisen mekaniikan Poissonin sul-
kusuureiden avulla ja postuloi, ettd klassisen mekaniikan fysikaaliset suureet
korvataan kvanttimekaniikassa operaattoreilla siten, ettd sulkusuureet korva-
taan vastaavien operaattoreiden kommutaattoreilla,

i

9.1 Sulkusuureet klassisessa mekaniikassa

Olkoot f(x,p) ja g(x, p) kaksi dynaamista muuttujaa. Kolmedimensioiselle sys-
teemille sulkusuure mééritellddn seuraavasti

3

_ of 09 _ Of 9g
{fah = ; Oxy, Opy, apkafﬂk}

Vastaavasti yksidimensioinen sulkusuure on

df 9g  Of Og

{f,9y = 92 0p  Opox

Esim. Olkoon hiukkasen Hamiltonin funktio muotoa

p2
H = —+V
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{z,H} = —:Wzi ja
Hiukkasen liikeyht&l6t voidaan siis esittdd muodossa:
&= {z, H} p=A{p,H},
Yleisesti dynaamisen muuttujan « liikeyhtélo on
a={o,H}

Lisdksi todetaan, etti

{z,p} =1
Kerétdan tulokset yhteen
&; = {x;, H}
bi = {pia H}

{zi,z;} = {pi,p;} = 0

{zi,pj} = 0ij

9.2 Kommutaattorit kvanttimekaniikassa

Yhtiloiden (93) ja korrespondenssiperiaatteen (92) perusteella saadaan suoraan
tutut paikan ja liikem&aran kommutaatiosddnnot kvanttimekaniikassa.

[, 2] = [_piypj]z 0
[zi,p;] = ihdy;

Kuten edelld mainittiin operaattorit, jotka eivit kommutoi, ovat komplemen-
taarisia (z ja p), ja noudattavat epitarkkuusperiaatetta.

Kommutaattoreiden yleisid ominaisuuksia:

o [4,B]=-[B, 4]

o [A,(B+C)] =[A,B] +[A,C]

e [4,BC] = [A, BIC + B[A,C]

o [A,[B,C]| +[B,[C, A +[C,[A,B]] = 0
o [4,B]l =B, AT]

Harjoituksissa osoitetaan, ettd ndma samat sdannot pitdvat paikkansa, jos kom-
mutaattorin paikalle kirjoitetaan Poissonin sulut.
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9.3 Ehrenfestin teoreema

Klassisessa mekaniikassa paikka ja litkemé#éaréd riipuvat ajasta. N&itd suureita
vastaavat kvanttimekaaniset operaattorit ovat kuitenkin ajasta riippumattomia,
joten klassisessa mekaniikassa dynaamisen suureen « liikeyht#lossa

da
— = a={uo,H}. 94
= fo, H} (94
esiintyvé aikaderivaatta vaatii oman tulkintansa.

Postuloimme aiemmin, ettd tilan aikakehityksen kvanttimekaniikassa ma#raé
Schrédingerin yht#lo

0
ey
ot
Operaattorin A odotusarvo tilassa v on
(A) = (Y] Alp)

Operaattorin odotusarvon aikaderivaataksi saadaan

d{A)

dt

Tésséd ns. Schrodingerin kuvauksessa operaattori A muodostetaan siten, etté

se el riipu explisiittisesti ajasta, jolloin viimeinen termi hivida. Aaltofunktion
aikaderivaatta saadaan Schrodingerin yhtélosté, joten

d(A)

S = L [(HylAY) — (W AHY)] .

HY =1

oY oY dA
<§|Aw> + <w|Aa> + <w|5w>

Koska H on hermiittinen operaattori, niin

dA) i
e ﬁ<¢|HA — AHY)
joten
dA) i
el ﬁ<[H, Al).

Néin on todistettu, Ehrenfestin teoreema: Operaattoreiden odotusarvot nou-
dattavat liskeyhtdloitd

7

Cay=1

— H, A]).

y ([, )
Jos operaattorin A odotusarvo on ajasta riippumaton, niin siitd muodostuu
systeemin liikevakio. Téllainen operaattori kommutoi Hamiltonin operaattorin

kanssa,
[A,H|=0. (95)
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Operaattoreilla A ja H on tilloin yhteiset ominaistilat ja A:n ominaisarvot ovat
ajasta riippumattomia vakiota, jotka ovat systeemin hyviad kvanttilukuja.
Luvussa 2.7 jo totesimme, ettd Ehrenfestin teoreemassa liitetédéin toisiinsa kah-
den eri operaattorin odotusarvot, joten yleisesti ottaen kvanttimekaanisen hiuk-
kasen paikan odotusarvo ei noudata klassista litheyht&loa.

Esimerkki:
Klassista liikeyhtélod, p = F = —VV, vastaa odotusarvoille kirjoitettu lii-
keyhtélo
d
— =—(VV
(o) = —(VV)
kvanttimekaniikassa.

Todistetaan tulos z-komponentille ja ldhdetdén liikkeelle kommutaattorista

d

o) =+ {(Hopa])

Hamiltonin funktio ja sen kommutaattori p,:n kanssa ovat

p2
[H7 px] = %LPQﬂpz] + [‘/7 p:z:} = [‘/7 px]

Odotusarvo tilassa |¢) on
_ « Loy 0
(Hopa)) = [6V(-in52) +ih s (V))ds
=i furfvEE+ Sl vl
_ LoV
= Zh/l/) %wdl‘,
joten

ov
Gl = = [ Sua=—( 30,

Esimerkki: Kulmaliikema#ra kvanttimekaniikassa.
Klassisen mekaniikan mukaan hiukkaseen liittyvéi kulmaliikemééra on

L = rxp=|ux Yy z
Pz Dy Pz
L, = =YPr — ZPy
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L., Ly, ja L, komponenttien Poissonin sulkusuureet ovat {L,, Ly} = L. (kaksi
muuta saadaan sykliselld permutaatiolla.) Korrespondenssiperiaate antaa vas-
taaville operaattoreille kommutaatiosaainnot

[La, Ly = ihL..
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10 Yhteenveto kvanttimekaniikan postulaateis-
ta ja periaatteista

1. Fysikaalisen systeemin jokaista tilaa vastaa Hilbert-avaruuden funk-
tio ¥, (r,t), aaltofunktio, ja jokainen aaltofunktio systeemin Hilbert-
avaruudessa vastaa jotain systeemin fysikaalista tilaa. Aaltofunktion it-
seisarvon neli |1, (r,t)|> on systeemin todennikoisyystiheys, eli kertoo
sen, kuinka tila on jakautunut paikka-avaruudessa hetkells t.

2. Aaltofunktion aikariippuvuus méardytyy Schrodingerin yhtalosta.

. d
Hip,(r,t) = zh%wn(r, t), (96)
missd H on Hamiltonin operaattori.

3. Systeemin jokaiseen mitattavaan ominaisuuteen « liittyy lineaarinen
hermiittinen operaattori A. Operaattori A toteuttaa ominaisarvo-
yhtélsn

Auy, = apuy, (97)

joka méirittelee reaaliset ominaisarvot a,, ja ortogonaaliset ominais-
tilat u,,.

4. Mitattaessa suuretta o mittaustuloksina voivat esiintyd vain sitd vas-
taavaan operaattorin A ominaisarvot a,,. Mittauksessa systeemi siirtyy
operaattorin A ominaistilaan.

5. Superpositioperiaate: Systeemin miki tahansa tila ¢ voidaan esittdéd
jonkin dynaamisen operaattorin A ominaistilojen w,, superpositiona.

P(r) = Epbpun(r) (98)

Todennakéisyys sille, ettd mitattaessa suuretta a mittaustuloksena saa-
daan sité vastaavan operaattorin A ominaisarvo a,,, on

Pla=ap)= |bm|2 (99)
6. Korrespondenssiperiaate: Dynaamisiin muuttujiin «, 3,7, ... liittyvét

lineaariset, hermiittiset operaattorit saadaan siten, ettd Poisonin sul-
kusuuretta vastaa kommutaattori, esimerkiksi

[A, B] = ih{a, B}.
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11 Harmoninen oskillaattori ja kvanttirengas

Seuraavaksi perehdymme vield yhteen tédrkeddn yksidimensioiseen systeemiin,
lineaariseen harmoniseen oskillaattoriin, jolla on térked merkitys kvanttimeka-
niikan sovellutuksissa. Sitd kédytetddn mm. sdhkomagneetisen kentdn kvantti-
teoriassa sekéd kuvaamaan atomien vibraatiota molekyylissd, nukleonien liiketté
atomiytimessé ja elektronien liikettd ns. kvanttipisteissd. Toisena esimerkking
otamme kaksiulotteisen kvanttirenkaan, joita nykyéén voidaan valmistaa keino-
tekoisesti.

11.1 Harmoninen oskillaattori

Harmonisen oskillaattorin Hamiltonin funktio klassisessa mekaniikassa:

2
p L, o
H =—+kz*=F
(px) = 5~ + gka ,
missé k on jousivakio. Oskillaattoripotentiaali kirjoitetaan usein my6s muodos-

sa:

1 1
V(z) = 5]61'2 = §mw2x2

Klassisen liikeyhtélon ratkaisuna on siniaalto x = Asin(wt + §), missd A =
1/ nffz, = % ja ka#dnnepisteet ovat x = +A. Vakio d méaraytyy alkuehdoista.

11.1.1 Hamiltonin operaattori

Kvanttimekaniikassa Hamiltonin funktiota vastaa Hamiltonin operaattori

jonka energiaominaisarvot ratkaistaan Schréodingerin yht#losta

R d?

 2mdx?

Valitaan z:n ja E:n tilalle uudet dimensiottomat muuttujat £ ja A siten, ettd
T = %5 ja E = )\%hw ja merkitddn u(§) = w(\/zﬁ).

v+ %mw%?w = Ey (100)

mw

Yhtéls (100) uusien muuttujien avulla lausuttuna

h? d? 1 5 1
—%@d)—l—imwde = /\ihwﬂJ
n? d* mw?
 mhw da? hw TY = A
= @+(A—g2) = 0 (101)
e? v
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Tarkoituksemme on médrita tdmén yhtdlon ominaisarvot ja ominaisfunktiot.

Suurilla &:n arvoilla || > A saamme asymptoottisen yhti#lon
v — &% =0,

jonka approksimatiivinen ratkaisu on

1

u=e 3E

Aaltofunktion toiseksi derivaataksi saadaan
W= (2= 1)e 38 m2e 38

u ja u” toteuttavat asymptoottisen yhtélon

T TR~ e3¢ —¢ 38 = .

11.1.2 Frobeniuksen sarjamenetelmé

Schrodingerin yhtélon tarkan ratkaisun 16ytdmiseksi kirjoitetaan aaltofunktio
muotoon

u(€) = H(&)e 3¢, (102)

missd H (&) on toistaiseksi tuntematon funktio.
Frobeniuksen menetelmiissi H (&) korvataan sarjakehitelmé&lli

HE) = €(ap+mé +are? +..)

= &) att (103)
k=0

Koska aaltofunktion tédytyy olla sd&nnollinen origossa, niin s > 0 ja ag # 0,
joten

H(§) — ao€®, kun £—0

Lasketaan H:n ensimmaéinen ja toinen derivaatta.

H'(€) = ) ap(k+s)grt!
k=0

H'(&) = Y arlk+s)(k+s—1)ghts2
k=0
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Suoritetaan summausindeksin vaihto k — k + 2, jolloin uusi indeksi saa arvot

k= -2,-1,0,.... Niin H":n kehitelmé voidaan kirjoittaa muotoon
H'(&) = Y apsa(k+s+2)(k+s+1)¢"
k=—2

aps(s —1)E572 +aps(s + 1)1

+ ) apsalk + s +2)(k + s+ 1R
k=0

Sijoitetaan aaltofunktio (102) Schrodingerin yht&loon (101), jolloin tuloksena
saadaan differentiaaliyht#lo funktiolle H (&)

H'—2tH +(A—1)H = 0 (104)

Sijoitetaan tdhén funktion H(§) ja sen derivaattojen summalausekkeet ja yh-
distetdan samaa kertalukua olevat termit,

Z{(A —1)ay (105)

k=0

= 2ay(k+8) + apsa(k+ s+ 2k + s+ 1) et
+ aps(s— 1)5372 +ays(s+ 1){571 =0,

Yhtélo toteutuu kaikilla &:n arvoilla, jos kunkin kertaluvun kerroin on nolla.
Téstd ehdosta saadaan kertoimien palautuskaava

A—1—-2k—2s
k+s+1)(k+s+2

ak+2:_( )a;g ; k=0,1,... (106)

Ensimméiset kaksi kerrointa saadaan yhtélén (105) kahdesta viimeisesté ter-
mista,

aps(s—1)=0 = s=0,1 (107)
a1s(s+1)=0 = s=0 ja/tai a; =0

Ratkaisulla on siis kaksi vaihtoehtoa, kun huomioidaan, ettd ag # 0 ja s > 0.

1. s=1jaa; =0;
jolloin yhtélostd (107) seuraa, ettd myds ag = as = ... = 0. Tuloksena
saadaan pariton polynomi H(£) = agé + a3 + ...

2. s=0;
valitaan liséksi a; = a3 = ... =0 jne.
= parillinen funktio H = ag+ a2&?+ ... .
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Ratkaisuna saamme siis joko parillisen tai parittoman funktion samoin kuin
symmetrisen potentiaalikuopan tapauksessa, sillid harmonisen oskillaattorin po-
tentiaali on symmetrinen funktio ja tilat ovat degeneroitumattomia, koska ne
ovat yksiulotteisen potentiaalin sidottuja tiloja.

Tarkastellaan funktion H(£) kehitelmén (103) kiyttdytymistd silloin, kun &
on suuri ja summausindeksi k& on suuri. Osoitamme, ettd aaltofunktio u(§) =
H(£)e ¢ on normittuva vain, kun H(¢) on polynomi.

Suurilla k:n arvoilla palautuskaava on muotoa

Ak+2 2
e -

istas=0,1
" k (muista s =0,1)

Miké on siis sarjakehitelmé, jonka perdkkéisten termien suhde on %52? Tutki-
taan funktion

2 e 2\n g k

n=0 k=0,2,...

sarjakehitelméi. Siind perdkkiisten termien suhde on
k

(5)!

(552);

Siis, kun ¢ on suuri ja k£ on suuri, niin

2

2 _
€_k+2

£ - 2

H() =Y an(6)" ~ et

n=0

Sarjakehitelmé méaérittelee funktion, joka kasvaa rajatta kuten 652, joten aalto-
funktio

ei ole normittuva.

Jotta aaltofunktiosta saataisiin normittuva, on sarjan (103) katkettava, mika
tapahtuu silloin, kun aj12 = 0. Palautuskaavan (106) perusteella aj42 = 0, kun

2k+2s+1-X = 0
eli
A=2k+2s+1
1. s=0
Ae = 2k+1 k=0,2,4,...
A = 1,5,9,...
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2. s=1

A = 2k+3 k=0,2,4,... tai
A = 2n+1 n=1235,.
Ay = 3,7,11,...
Yhdesséd molemmat tapaukset antavat
An = 2n+1 eli
1
E, = (n+§)hw kun n=0,1,2,...

joka on energian kvantisointiehto.

Funktiot H,,(£) ovat siis n:nnen asteen parillisia tai parittomia polynomeja

Ho(&) = aop; Hi(§) =aof
Hy(€) =ag+asl? H3(&) = aof+ ast?
jne.

Sijoittamalla ominaisarvo \,, = 2n + 1 potenssisarjan kertoimien palautuskaa-
vaan todetaan, ettd parillisen potenssisarjan kertoimet aj; saadaan palautuskaa-
vasta

2(k —n)
== 4, k=0,2,...,
G2 e+ DE+2)™
kun taas parittoman potenssisarjan kertoimet noudattavat palautuskaavaa

. 2(k—n+1)@
M2 Tk 2)(k+3)

k=0,2,....
11.1.3 Hermitén polynomit

Sijoitetaan ominaisarvo A, = 2n + 1 differentiaaliyhtdléon (104) ja tuloksena
saadaan yhtalo,

H'(&) —2¢H] (&) +2nH, (&) =0, n=0,1,2,...

jonka ratkaisut ovat Hermitén polynomeja. Nami polynomit ovat ns. or-
togonaalipolynomeja, joiden ominaisuudet matemaatikot ovat luokitelleet. Alla
muutamia tdmén kurssin kannalta tdrkeimpid ominaisuuksia.

Hermitén polynomien perusominaisuuksia

1. Ortonormaalisuus
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2. Rodriquesin kaava

HA§) = (-1 e

3. Palautuskaavat
H\(&) =2nH,_1 ; Hypr =26H, — 2nH, 4

4. Muodostaja- eli generoiva funktio

6752+2s§ _ i Hn(f) n

s
n!

n=0

Polynomit ovat laskettavissa esimerkiksi kaavojen 2 ja 3 avulla.

Ho(§) = 1 Hi(§) = 2¢
Hy(6) = 4 -2 H(6) =8¢ —12¢

11.1.4 Normitetut aaltofunktiot

Edellisen perusteella aaltofunktioksi oikeissa yksikoissé

) [mw
E=ax, ja a= o

2

saadaan

U (x) = Nan(om)e*%azz

1
E, = <n+ 2) hw

Laskemme vield normitustekijan IV, Hermiten polynomien ortogonaalisuuskaa-
vaa kayttien:

ja energian ominaisarvoksi

L= [ i@
= N,QL/ HZ(ax)e_o‘Z‘Tde
N2 [ > 1
= —"/ H?(€)e ™S d¢ = —N22"nly/m
a J_ o «
o mw 1

= Ny,=,/—m—= = {

2nnly/m n\ 2nnly/m
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Kuva 22: Harmonisen oskillaattorin normitetut aaltofunktiot, kun n =0,1,2 ja
3




11.1.5 Viriaaliteoreema

Klassiselle oskillaattorille voidaan osoittaa, etté kineettisen energian ja potenti-
aalienergian aikakeskiarvot 1" ja V ovat yhtdsuuret, kun muistetaan, ettd radan
yhtils on z(t) = Asin(wt + 9).

_ 1 T 2 1 T
T = —/ p—dt:—/ M 2a

_ 1 [T mw? 1
=V = - 2dt = ~mw? A®
T/o 5 x 4mw

missd 7' = 27 /w on jakson aika.
Kvanttimekaniikassa viriaaliteoreema on voimassa odotusarvoille:

<T> = <V>= ;(n-l-;)hw

Téamén todistamiseksi laskemme potentiaalienergian odotusarvot.

1 i 2
<V> = §mw2N§/ H, (ax)x®H, (ax)e™ @) dy

1

NZ [ 2
= L [ EH () €HL(E) e

Hermitén polynomien palautuskaavan perusteella

1
é-Hn = §Hn+1 +nH,_1.

Siten

oo

¢H,)%e € de

JK

—o0
1 2

/ (1H72L+1 + n2H72L—1 +nHp1Hy )675 dg§

~—_———
=0

1
- Z2”+1(n + DIr+n?2" " (n - )7

oo
— 00

= 2" Ymnl(n+1+n)=2""tn!2n+ 1)V

Potentiaalienergian odotusarvoksi saamme

1 1 o
V> = -—mwP—
V= 2" 3 /m2mn!

2" Inl(2n + 1)/
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1 11 1 1
imuﬂ?i@n—l— 1) = B (n+ ) hw

Toisaalta kineettisen energian ja potentiaalienergian summa on kokonaise-
nergia.

Ey
<T>+<V>=E, = <T>= —=<V>

Edellisen perusteella saadaan my6s tulokset

B,
mw?
<p2> = mEn

Harjoituksissa osoitetaan lisdksi, ettd

(z)=(p) =0,
joten epétarkkuuksien Az ja Ap tuloksi saadaan lauseke

AxAp:&: <n+1)h
w 2

Oskillaattorin alimmassa tilassa on
1
AxAp = =h
2
Tulos on sama kuin edelld Gaussin aaltopakettia kdyttden saatu tulos, koska

alinta tilaa vastaava aaltofunktio

Yo = [z
Nz

on Gaussin funktio.

11.1.6 Klassinen ja kvanttimekaaninen todennikéisyysjakautuma

Jaksollista liiketté suorittavan hiukkasen klassisen paikan todenn&kéisyysjakau-
tuma saadaan laskemalla vililla x, x + dx kuluvan ajan, dt, ja jakson ajan T
suhde.

2dt . 2 1 2

Todenn&koisyystiheys on kddntden verrannollinen nopeuteen



Varahtelevan hiukkasen radan ja nopeuden yhtaloiksi saadaan

. X .
r = Asinwt = — =sinwt

A

2
v(t) = Awcoswt = Aw 1_E’

kun alkuehdoiksi on valittu z(¢ = 0) = 0. Yhteen vérdhdysjaksoon, periodiin,
kuluu aikaa T = %”, joten todennikoisyydeksi 16ytdd hiukkanen paikasta x
saadaan

2 1 1
Pl@) = — - —

27rAw /1_;%22 TA 1_%22

Hiukkanen viridhtelee vililld (—A < z < A). Rajoilla jakautumafunktio me-
nee ddrettomyyteen, koska sielld hiukkanen pyséhtyy ja vaihtaa suuntaa, mutta
siitd huolimatta jakautumafunktion integraali yli vélin (—A, A) on &4rellinen ja
todennékoisyydeksi 16ytédéd hiukkanen télta valiltd saadaan yksi.

A A
1 dx
/ P(x)dx —/ _—
_ TA J_ T2
4 A=
/2

11

—7/2

Integraali on laskettu tekemélld sijoitus x = Asin g,

Kvanttimekaaninen todennékéisyysjakautuma on
Pu(w) = [¢u(@)]” = Nie™**" H}(ax)

Tilan n klassinen k#dnnepiste x = A, saadaan asettamalla potentiaalienergia
yhtésuureksi kuin kokonaisenergia

1
imwQAi =F,,

joten

2F 1 h 2 1
s 7;:\/2(n+)\/:v”+
mw 27V mw @
Dimensiottomalle suureelle ¢ = ax klassiset kddnnepisteet ovat

57:,:OzAn:\/2n+1

Kvanttimekaniikan mukaan hiukkanen voi esiintys myos vilin (—A4,, A,) ulko-
puolella, mutta sielld jakautumafunktio on eksponentiaalisesti laskeva funktion.
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Koska H,(£) on n:nnen asteen polynomi, niin silli on n nollakohtaa ja kaikki
nidmé nollakohdat sijaitsevat vélilla (—A,,, A,,). Nollakohtien keskimiiiriiseksi
etéisyydeksi saadaan siten

24, 22n+1 22
= —
n an ay/n’

kunn >>1

joten

24,
lim =0
n—oo n

Kvanttimekaaninen systeemi ldhestyy klassista rajaa silloin, kun tilaa kuvaava
kvanttiluku kasvaa suureksi. Jos ajatellaan, ettd mitataan oskillaattorin paikkaa
ja nopeutta yhtéaikaa ja halutaan tarkkuudet dx ja dp, niin paikan mittauksessa
véliin Az mahtuu useita nollakohtia, kun n on riittdvin suuri. Aaltofunktion
nelidlle voidaan t&lloin johtaa asymptoottinen lauseke,

2« 9 (2n+ 1) ax nmw
——————cos n+-)—-—-——|,
T/ 2n — (ax)? V2n o 2

2
jonka nollakohdat saadaan kosini toiseen termistd. Jos paikan mittauksessa on
tarkkuus Az, niin silloin tuloksena saadaan keskiarvo kosini termin yhden jakson
yli, joka on 1/2, kuten edelld osoitettiin.

[t (@)]* ~

Tamén keskiarvosuureen todennikoisyysjakautumaksi saadaan

1 1
2
X ~ =
[¥n (@), T A
«

joten se lahestyy klassista rajaa.

11.2 Kvanttirengas
11.2.1 Klassinen Hamilton funktio

Tarkastellaan m massaista kappaletta, joka kiertdéd ry-sdteistd ympyrérataa.
Kappaleen hitausmomentti on
I=mr?.

Oletetaan, etté rataliikkeeseen ei vaikuta muita voimia, joten kulmaliikem#ari
L ja kulmanopeus w; ovat vakioita,

|| = mriwr = Twr.

Kappaleen kokonaisenergia on ympyriliikkeen liike-energia

1
H: 5]&)%,
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Kuva 23: Klassinen ja kvanttimekaaninen todennékoéisyysjakautuma, kun n = 22

joka my6s voidaan kirjoittaa muotoon
L2 L?
or — 2mr?’

11.2.2 Kvanttimekaaninen kisittely

Korrespondenssiperiaatteen mukaan systeemin Hamiltonin operaattori muodos-
tuu pelkéstidn kineettisen energian operaattorista

h?
H==V"

ja lisdksi liike rajoitetaan ympyriradalle. Sen seurauksena aaltofunktio ¢ =
1(¢) on vain napakulman ¢ funktio ja Schrodingerin yhtéloksi saadaan,

Hy(¢) = EY(9) -

Kirjoitetaan V? napakoordinaateissa

0? n 10 n 1 0%

or2  ror  r20¢?°

Koska liike on rajoitettu rj-siteiselle ympyraradalle, niin kaksi ensimmaéisté

termid havidvat ja Schrodingerin yhtaloksi jad

2 92
St 8752@&(@ = E ¢(¢)

v?=
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Valitaan uusi dimensioton ominaisarvo

2mr?E  2IE
PR

m? =

(108)

jolloin ratkaistavaksi ja&d yhtélo

H? 9
@ (@) = —m7 ()

Koska kineettinen energia on positiivinen, niin my on reaalinen, ja yhtélén (108)
ratkaisut ovat

B(6) = Ac™i? 4 Bemimid

Kun ympyrarengasta kierretdén, niin aina kun napakulma kasvaa 27 verran
palataan takaisin samaan paikkaan. Jotta aaltofunktio ja sen derivaatta olisivat
yksiarvoisia paikan suhteen, niin niiden tdytyy toteuttaa ehtot

Y(p+2m) = P(¢)

0 0
@ +m = Fou(9) (109)

Edelld saadulle ratkaisulle tAmé tarkoittaa, etté
Aeimjd)eQimIﬂ' _|_ Be—imI¢e—2imIﬂ'
— Aeim1¢ +Be—im1¢
ja
Aeim1¢e2im17r o Befim1¢672im1ﬂ'

_ Aeimjd) _Befimjri)

Yhtélsiden tédytyy toteutua kaikille ¢:n arvoille. Jos ¢ = 0 niin

Ae2im1w+Be—2im1w _ A+B
AeQimIﬂ' _ Be—QimI-rr — A-RB

joten eT2™Mi™ — 1 ja m; = 0,+1,+2,.... Ympyriliikkeen jaksollisuudesta joh-
tuen olemme saaneet néin kvanttiehdon energialle

2
E—mzh— my = +1, +2
= 121_, I— 3 PECICIR

Verrataan tulosta klassiseen energian lausekkeeseen

£2
E=—=
21
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ja todetaan, ettd kvanttimekaniikkaan siirryttiessd kulmaliikemé&éra kvantittuu.
Koska ympyréiradan taso voidaan valita z, y-tasoksi, niin rataliikkeen kulmalii-
kemadra on kohtisuorassa tété tasoa vastaan ja siten se osoittaa z-akselin suun-
taan. Néin saadaan kvanttiehto

L] =L, — mh.

11.2.3 L.-operaattori ja sen ominaisarvot ja -funktiot

Lause:
Hiukkasen kulmaliikemé#ran z-komponenttiin liittyva operaattori on

h 0 R .

jonka ominaisarvoyht#lé on muotoa
L. = mhe™¥

Ominaisfunktiot f(p) = e ovat jaksollisia funktioita f(¢) = f(p+27), joten

m=0,+1,42..., ja niitd vastaavat ominaisarvot ovat mh.
Todistus
Lahdetaan klassisesta kulmaliikem&arian méaaritelmésta
i j k
L = rxp=|z y =z
Pz Dy Pz
= l%[xpy —ypa] o = Lok+ ...

Korrespondenssiperiaatteen mukaan kulmaliikemé&éran z-komponenttiin liittyva

operaattori on
R . . 0 0
L. = xpy — Ypu :—zh<way—yax> .

Lausutaan koordinaatit = ja y seké niiden derivaatat napakoordinaateissa.

r = 7rcos¢
y = rsing
ox .
a—(b —rsing = —y
oy B
6—¢ = rcos¢g==x
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Tarkastellaan operaattoria D = 35

0 oY 0x Oy dy
D - 2 R el Wt diad. 4
U(z,y) 96 (z,y) = o 26 " 9y 90

B oY oy 0 0

B _8wy+8ym_<x8y_y8m)w
Kerrotaan operaattori D tekijalld —ih ja tulokseksi saadaan operaattorin L,
esitys

L, =—ihD = —ih% = XDy — YDx
Suoraan derivoimalla todetaan, ettd £, toteuttaa ominaisarvoyhtilon
L.e™? = mhe™® m=0,+1,+2,... .
m.o.t.

Edelld saimme tuloksen, ettd ympyraradalle rajoitettua muuten vapaan hiuk-
kasen liikettd voidaan kuvata Hamiltonin operaattorilla,
R 02 L2
2 02 21
Liséksi £,-operaattorin ominaisfunktiot ovat Hamiltonin operaattorin ominais-
funktioita, joten

(110)

[H,L:] =0,

ja kvanttiluku m on hyvé kvanttiluku.

Jokainen energiatila on kaksinkertaisesti degeneroitunut, sillé tilan energia on
verrannollinen kvanttilukuun m? eiki riipu sen merkistd. Klassisesti tamé tar-
koittaa sité, ettd kullekin energiatilalle kulmaliikem&&ré voi osoittaa joko posi-
tiiviseen tai negatiiviseen z-akselin suuntaan. Toisin sanoen kiertosuunta radalla
voi olla joko my&té- tai vastapaivadn.

11.2.4 Aaltofunktion normitus

Aaltofunktiot Ae™™? muodostavat ortonormaalin kannan vililld 0 < ¢ < 2.
Valitaan normituskerroin A siten, etté

2 27
/ A2emimeeiméqg — A2 / dp =2mA? =1
0 0
joten

1
A=—

Vor

Ortogonaalisuus todetaan laskemalla integraali,

2
/ e meeMmldh =0, m#£m' .
0
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11.2.5 Todenndkoisyystiheys ja degeneraatio

Jos oletetaan, ettd kvanttirengasta kiertdvé hiukkanen on kulmalitkem&éran z-

komponentin £, ominaistilassa m, niin sen aaltofunktio on ,,(¢) = \/%e”w.

Téllaisen tilan todennikodisyystiheys on aina vakio,

Ym(@) = - = vakio,

joten hiukkanen ei ole paikantunut mihink&#én renkaalla.

Toisaalta hiukkasen energia on kaksinkertaisesti degeneroitunut, sillé tiloilla +=m
on sama energia, joten Hamiltonin operaattorin energiaan

h2m?2
21

liittyvé aaltofunktio on lineaarikombinaatio

wm(¢) _ AelmdS +Be—im¢

By =

Jos kertoimet valitaan siten, ettéa
1
2T

niin normitetuksi aaltofunktioksi saadaan

Ui (d) = \% cos meo

Kuvassa 24 on piirretty # cos(me) tiloissa m = 1 ja m = 2. Selvistikin jakau-

A:B:

tuma on oskilloiva.

Toinen tapa kuvata tiloja on molekyylifyysikoiden kéyttdmé parametriku-
vaus, jossa napakoordinaatiston sdde on aaltofunktion reaaliosan itseisarvo
r = |cos(m )|, joten karteesisiksi koordinaateiksi (z,y) saadaan

= |cos(m ¢)|cosd
| cos(m ¢)| sin ¢

Esimerkiksi tilan m = +1 aaltofunktion 1 (¢) = ﬁ cos ¢ kuvaajaksi saadaan
tésséd parametriesityksessa kaksi ympyraé, silld
1

ﬁ|cos¢\.

T =

1
7 cos ¢ = —= cos? ¢

LS
1

Yy = rsing=——=sin¢gcose,
VT

8
I
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ZhS

Kuva 24: Tilojen +=m = 1 ja +m = 2 aaltofunktiot \/— cos(mg) kvanttirenkaas-

Sa.

Kuva 25: Tilojen m = 1 ja m = 2 parametrikuvaus = = |cos(m ¢)|cos(¢) ja
y = |cos(m ¢)|sin(¢). Plus ja miinus merkit kuvassa viittaavat aaltofunktion
merkkiin.
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Talléin

1
22+’ =—cos’p = —zx
T

1
2 2
= +(x— —F= = —
y (-3 \/7?)
kuvaaja on ympyré, jonka sdde on ﬁ ja keskipiste on pisteessd (x = ﬁ, Y=
0).
Toinen ympyri, jonka keskipiste on (z = *ﬁv y = 0), saadaan, kun piirretdin
kuvaaja vililla § < ¢ < 37”, jolloin | cos ¢| = — cos ¢ on negatiivinen.

Yhteys nédiden kahden kuvaustavan vélilld tulee havainnollisemmaksi, jos ole-
tetaan, ettd hiukkanen ei kuljekaan tarkasti rj-séteistd rengasta pitkin, vaan
ettd renkaalla on jonkin verran leveyttd. Silloin aaltofunktioon tulee myos riip-
puvuutta radiaalisesta koordinaatista r. Oletetaan, ettd radiaaliosa on Gaussin
funktio R(r) = e=o(r=rD)” ja tilan £m koko aaltofunktio on silloin

Vi (r, @) = Ne—alr=r)? cos(ma)

missd N on normitustekijia. Kuvissa 26 on piirretty tilojen m = 1 ja m = 2
tasa-arvokayristot todennikdsisyystiheydelle, kun r; = 1.

11.2.6 Yhteenveto

Yhteenvetona voidaan todeta, etté jos vaaditaan, ettd systeemin tila kvanttiren-
kaalla on yhtéaikaa sekd kulmalitkemédrin ettd Hamiltonin operaattorin (110)
ominaistila, niin hiukkasen todennékdisyysjakautuma kvanttirenkaalla on vakio,
eli systeemi on symmetrinen rotaatiossa. Degeneraatiosta johtuen Hamiltonin
operaattorin ominaistilat voidaan muodostaa lineaarikombinaationa kahdesta
L, ominaistilasta +=m. Téllaisten tilojen tiheysjakautuma ei olekaan enda vakio
vaan oskilloiva funktio, kuten esimerkiksi edelléd esitetty cos me.

Tilanne on samanlainen kuin suoraviivaisessa liikkeessd. Jos hiukkanen on lii-
kemé&dran ominaistilassa, niin sitd ei voi paikantaa mihink&d&n. Jos vapaa hiuk-
kanen tormés esimerkiksi potentiaalikuoppaan ja heijastuu takaisin, niin sil-
loin muodostuu kahden tilan superpositio, joka on edelleen kineettisen ener-
gian ominaistila, mutta ei endd liikem&#rdn ominaistila ja sen seurauksena to-
dennékoisyystiheys oskilloi, kuten kuvassa 13 ndhdéén.
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Tod. nak. tih. leveassa renkaassa

2
1
y O
-1
-2
-2 -1 0 1 2
X

Tod. nak. tih. levedssa renkaassa

2

Kuva 26: Tilojen m = 1 ja m = 2 todennékoisyystiheyden tasa-arvokdyristot,
kun kvanttirenkaan side r; = 1.
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12 Pallosymmetriset potentiaalit Schrédingerin
yhtilossia

Tarkastelemme Schrodingerin yhtéloa, kun potentiaali on pallosymmetrinen.
2
V%W+éQW—Wdﬂw&):0 (111)

Kirjoitetaan V? pallokoordinaateissa

109 (00 | 1] 1 9 [ 400
2or \" or 2 | smeos \" o0

(112)

ja jaetaan se puolittain R(r)Y (0, ¢):1l4, niin saadaan radiaali- ja kulmaosa ero-

tetuiksi toisistaan.
1d dR 2
(ﬁ >+’ﬁE—wmﬁ

Rdr \' dr h
— l 1 2 3 Qal + 1 82Y
B Y |singa0 \>" 99 sin? § Op?
= (C = vakio

Néin muodostuu kaksi yhtéloa:
Radiaaliyhtélo eli energian ominaisarvoyhtélo,

1d [ ,dR
r2 dr dr

ja kulmayhtélo, joka on riippumaton potentiaalista

1 0 1904 1 9%Y
26 \Snfog 2,92 114
sin 6 90 (Sme o0 ) + sinZ § 02 CY(0,¢) (114)
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12.1 Kulmayhtilon ratkaiseminen

Kulmista riipuva yht#lo voidaan edelleen jakaa kahteen osaan sijoituksella

Y(0,9) = P(0)2(v)

Tallsin

sinf d (.  dP 9, 1 d?®(p)

P() o (sm9d9> + Csin“0 = 3 dp

= m? = vakio.

Téstd saadaan yhtédlopari

O +m2® =0

1 d P m? (115)
J— 1 _ — P =
sin 6 df (Sme do) + (C sin? 9) (6)=0

Ensimmaéisen yhtdlon ratkaisu on vanhaa tuttua muotoa:
D(p) = Ae'™¥ 4 BeTime,
Vaaditaan, ettd ® ja ' ovat periodisia funktioita, joiden periodi on 2, eli

B0) = (2n)
'0) = @'(2n)

joten

A+B _ Aeim27r +B67im27r
im(A — B) = im(Ae"™?™ — Be~'™T)

Nailld yhtalsilla on ratkaisu vain silloin, kun

1= eimZTr

joten m on kokonaisluku

m=0,=£1,%2, ...

Tavallisesti normitetuksi ratkaisuksi valitaan

D, (p) = —=€" m=0,+1,42, ...
Talloin
27
| 1erae=1.
0
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Jéalkimmaéinen yhtéloista (115) voidaan ratkaista sijoituksella

z = cosb

G wdd

49~ dzdf  dz\ O T

N 1 d_d
sinfdf  dz’

jolloin yht&lo sievenee muotoon:

(o) (e ) - o

Tapauksessa m = 0 saamme Legendren yhtilon

(1—2%)P"—22P' +CP =0,

jonka ominaisarvo on C' = {(£+1) ja ratkaisufunktiot ovat astetta £ =0,1,2,...

olevia Legendren polynomeja Py(z). Ne siis toteuttavat yhtidlon

(1 —23)P/(2) —22P)(2) + L({+1)P, = 0

Legendren polynomien perusominaisuuksia:
1. Ortogonaalisuus

1 ™

/Pg(z)Pk(z)dz = /Pg(cose)Pk(cosﬁ)sinedﬁ
1 0
2
= ™
2. Rodriguesin kaava
1 d o,
Pre) = g e & — 1)

3. Symmetria
Py(—2) = (=1)*Py(2)
4. Arvo pisteessd z = 1
P(1)=1
5. Palautuskaava

(f + 1)Pg+1 - Z(2£ + 1)Pz +/lPp_1 =0
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Kuva 27: Legendren polynomi, Pjo(z)

6. Alimman kertaluvun polynomeja

Po(z) =1, Pi(2) ==, Pg(z):%(3z2—1), jne.

Kun m # 0, samme yhtélon, jolla on pisteissd z = +1 sdannollisid ratkaisuja
vain, jos C' = £(£ + 1) ja |m| < £. Néin ollen mahdolliset kvanttiluvun m ar-
vot ovat m = —¢,—¢ + 1,...,¢ — 1,¢. Ratkaisufunktiot ovat ns. assosioituja
Legendren funktioita, P;"(z), ja ne toteuttavat yhtilon

d? d

e P (z) — 2Z£le(z)

(1-2%
+ (e<e+ 1) — %) PM(z) =0

Assosioidut Legendren polynomit saadaan tavallisista Legendren polynomeista
derivoimalla.

P(z)=(1- 22)% (im Pi(z); (m>0)
1 gym A ¢
Zzg—e!(l—z)ZW(z -0 (Im| <)

Assosioitujen Legendren funktioiden ominaisuuksia:
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1. Ortogonaalisuus

1
wpipe) = [ PreIRpe):
-1
2

3. Symmetria
Pl (=z) = (=1)"" P (2)
4. Arvo pisteessd z = 1
Pi"(1) = dmo
5. Palautuskaava
(204+1) z P"(2) = (L +m) P4 (%)

H(l—m+1)P7 () (116)

12.1.1 Pallofunktioiden ominaisuuksia

Assosioituneiden Legendren fuktioiden avulla mé#ritelliin kutakin £:n arvoa
kohti (2¢ + 1) kappaletta lineaarisesti riippumatonta ortogonaalista pallofunk-
tiota, joille

m —l,—0+1,....,0—1¢

Funktiot ovat ortogonaalisia, koska eri m:n arvoihin liittyvit funktiot e?™# ovat
ortogonaalisia.

Pallofunktioiden tirkeimméit ominaisuudet:

1. Kompleksikonjugaatti

YT#(& @) = (_1)mY£m(9’ 90)
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2. Ortogonaalisuus

(VI Ve = / Y (FYYE(F) = Spur By

T 27
= / df sin 6 / doY; (6, 0)Y,E (6, ©)
0 0

[20+1
Y'rfb(o7<p) = ?(Lno

4. Summakaava: merkinté 7 viittaa vektorin r suuntaiseen yksikkovektoriin.

3. Arvo pisteessid 6 =0

4
POREAGHEAG

m=—/{

47

P )=
o) = 5

Pallofunktioiden avulla esitetéén esimerkiksi elektronin eri tilojen tiheysjakau-
tuma vetyatomissa. Tdmén kuvaamisessa tarvitaan pallofunktion itseisarvoa,
joka on riippumaton koordinaatista (. Tilojen m = 1 ja m = 2 kulmariippu-

vuudeksi saadaan
1
ool = 5y kot

1 /5
[YZ(0,9)] 4\/;}1+3cos29|

Toinen tapa kuvata pallofunktion itseisarvoa on esittié se napakoordinaatistossa
ja muuntaa se sitten (z, z)-tasoon siten, ettd

ro= Y50, 9)
= rcosf
r = rsinf
Esimerkiksi
YO0.0)| = )= = 7.
’ 4

Koska séde on vakio, niin kuvaaja (z, z)-tasossa on ympyra.

Funktion
Yy (6,9) = 1/ 3 |cos(0)] =
’ 47

kuvaajaksi saadaan kaksi ympyrééd, kuten luvussa 11.2.5 osoitettiin.
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Kuva 28: Pallofunktioiden |Yg (6, ¢)| ja |YZ(0, ¢)| itseisarvo.
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5

Kuva 29: Pallofunktion |Y (6, ¢)| parametriesityksen kuvaajat tasossa ja kol-
119

messa ulottuvuudessa.



Kuva 30: Pallofunktion |YZ(6,¢)| parametriesityksen kuvaajat tasossa ja kol-
messa ulottuvuudessa.
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12.2 Radiaalisen yhtidlén ratkaiseminen

Radiaaliyhtélon (113)

ratkaisemisessa kidytetddn yritefunktiota u(r) = rR(r) ja kirjoitetaan radiaa-
liyht&lé muotoon:
d*u

2m
TRV -

Dy = o

r

Havaitaan, ettd yhtdlo muistuttaa yksidimensioista Schrédingerin yhtalod ja se
tulee muodoltaan samanlaiseksi, kun mé#ritellisin uusi efektiivinen potentiaali,
h? dPu(r) -
— + V(r)u(r) = Eu(r
o+ V(r)u(r) = Bu(r)

V()= v+ D

2m  r?

Termié

h? 00 +1)
2m 2

kutsutaan keskipakoisvoimasta aiheutuneeksi poteentiaaliksi. Siiné ¢ on hiuk-
kasen kulmaliikem&iraan liittyva kvanttiluku, kuten myohemmin todetaan
yksityiskohtaisesti.

Radiaaliyht&lon ratkaisuna saadaan energian ominaisarvo E = FE,,, ja vastaavat
ominaisfunktiot u,(r), jotka ovat kullekin potentiaalille erilaiset. Kuten yksidi-
mensioisessa tapauksessakin ominaistilat voivat olla diskreettejé, sidottuja tiloja
tai jatkumon tiloja. Yleisessd muodossa tilan aaltofunktio on

Une\T
wné’m (I‘) = %()Yrﬁ,(97 50)
Kvanttiluku n maardytyy rajaehdoista, jotka asetetaan radiaaliyhtédlon ratkai-

suille. Sitd kutsutaan radiaali- tai padkvanttiluvuksi.

Energia ei keskeisvoimakentéssé lainkaan riipu kvanttiluvusta m, joita kuhunkin
£:n arvoon kuuluu (2¢+1) kappaletta. Energiatila E,,; on siten (2¢+1)-kertaisesti
degeneroitunut. Degeneraatio liittyy aina johonkin symmetriaan, tdssa tapauk-
sessa pallosymmetriaan.

Esim.

(=1 m=-1,0,+1
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Yo,11 = Ro1(r)Y}1 (8, 9)
=114 vo1,0=Ro1(r)Ys (6, )

Yo.1,—1 = Roa(r)Y2,(0,¢)

N#ama kolme aaltofunktiota ovat kesken&én ortogonaalisia ja niilld on sama ener-
gia.
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13 Kulmalitkemiara

13.1 L.-operaattori ja sen ominaisarvot ja -funktiot

Edella luvussa 11.2.3 todistimme, ettd hiukkasen kulmaliikeméaédran z-
komponenttiin liittyvéd operaattori on

L _ho

;% = TPy — YPx ,

jonka ominaisarvoyht#lé on muotoa
L,e"™% = mhe™¥ .

Ominaisfunktiot f(p) = €™ ovat periodisia funktioita f(¢) = f(p+27), joten
m=0,+1,42..., ja niitd vastaavat ominaisarvot ovat mh.

Seuraavaksi todistamme, etté
L. on hermiittinen operaattori

L =1L,
eli

(1| Lijpe) = (o] L|th1)*
= <¢1|Lz|¢2>

Todistetaan, etté

(Ya|Lz|91)* = (1| Lz[th2)

Kirjoitetaan matriisielementti integraalimuodossa ja suoritetaan osittaisin-
tegrointi

(o] L) = 7(@@)?8‘1%(@)«1@)*

0
27
h O
= —/wz(w);%lﬁ(@)d@
0

2

27
o)+ [vi)] galo)de
0 0

= (1|L:|2)

Sijoitus havidd, koska funktiot 7 ja 1o ovat periodisia eli ¥1(0) = ¥1(27) ja
12(0) = ¥2(2m)
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Lause:
Pallosymmetrisen systeemin Hamiltonin operaattori H ja L.-operaattori kom-
mutoivat,

[H,L.]=0.

Todistus:
Olkoon (r,0,¢) Hamiltonin operaattorin H ominaisarvoon E kuuluva omi-
naisfunktio,

Hw(raea<p> =E¢(T,9,@)7 (117)

Kierretéén systeemii z-akselin ympéri pienen kulman € verran ja oletetaan, etté
kierto ei vaikuta ominaisarvoon. Vaaditaan siis, ettd systeemi on symmetrinen
kierron suhteen,

Hi(r,0,0+e) = E¢(r,0,p+¢). (118)
Kehitetddn v (r, 0, ¢ + ) Taylorin sarjaksi € = 0 ympéristossa.

0
1/)(73 97 SO) + E‘%?ﬂ(’/‘, 9, QD)

Y(r,0,¢) +eDy(r, 0, p)

Téssd on kirjoitettu ndkyviin vain kaksi ensimmaéistd termié ja kaytetty mer-
kint&a

Il

Y(r,8,0+¢€)

Saamme siten yht#ilostd (118)

Hi(r,0,0) + eHDY(r,0, )
= EY(r,0,p) +eDEY(r,0, )

Kéytetidin hyviiksi yhtdlod (117), joten jiljelle jadvit termit

eHDY(r,0,¢) = eDH(r, 0, p)
(HD — DH)y(r,0,0) =0

Koska tdmi pitid paikkansa kaikille ominaisfunktioille ¢ (r, 8, ), niin
— HD - DH = [H,D] = 0.

Operaattorit H ja D siis kommutoivat. Koska L, on vakio kertaa D, L, = —ihD,
niin

= [H,L,]=0,

joten niill# on yhteiset ominaisfunktiot Ae?™¥. Vakio A on riipumaton kulmasta
, mutta voi tietysti olla koordinaattien r ja 6 funktio.
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m.o.t.

Kolmiulotteisen avaruuden kulmien valinnasta johtuu, ettd operaattori L, on
infinitesimaalinen generaattori rotaatiossa z-akselin ympéri:

Zflzw(w) - (I + €Z§> U(p),

Plp+e) =v(p) +e

missd I on yksikkdoperaattori. Jos systeemié kierretdén kulman e verran, saa-
daan uusi tila (@ + €) laskettua edellisen yhtdlén perusteella.

Pallosymmetrisessi tapauksessa Hamiltonin operaattorin ominaisfunktion
kulmista riippuvan osan muodostaa pallofunktio Y% (6, ¢). Muistetaan, etti kul-
masta ¢ riippuu vain termi ™% joten operointi L, = —ih% kohdistuu vain
siihen,

L.Y5(0,¢0) = —ih%Yn‘;(@, @) =mhY,;,(0,¢).

Myds koko aaltofunktio W,z (r) = Re(r)Y,% (0, ) on operaattorin L, ominais-
funktio, joten nadméi funktiot ovat L,:n ja Hamiltonin operaattorin H yhteiset
ominaisfunktiot. Edellisessd luvussa totesimme, ettd H:n energiaominaisarvo
FE,p on riippumaton kvanttiluvusta m = —¢,—¢ 4+ 1,....¢ — 1,¢, joten kaikki
ndmé energiatilat ovat (2¢ + 1)-kertaisesti degeneroituneita.

Harjoituksissa osoitetaan korrespondenssiperiaatetta hyvéiksikayttaen, etté
myos

[H7L33] = [Ha Ly] =0,
joten yleisesti
[H,L] =0.

Degeneraatiosta johtuen Hamiltonin operaattorin samaan energiaan liittyvistéd
ominaisfunktioista voidaan siis muodostaa sellaisia lineaarikombinaatioita, jot-
ka ovat my6s Ly:n ja L, ominaisfunktioita. Mutta sellaisia ominaisfunktioita,
jotka olisivat kaikkien L:n komponenttien ja Hamiltonin operaattorin ominais-
funktioita yhtédaikaa ei voida muodostaa, kuten seuraavassa luvussa esitetdan.

13.2 Operaattoreiden L,, L, ja L, sekd L? kommutaattorit

Vaikka [H,L] = 0, niin L:n komponentit eivit kommutoi keskenééin. Harjoituk-
sissa osoitetaan, etté

[Ly,L,] = LyL,— L,L, =ihL,
[L.,L,] = ihL,
(L, L.] = ihL,



tai vektorimuodossa

L xL =+nL.

Kulmaliikemaédran nelio
L*=L-L=L+L)+L2

on tiarkeimpid pallosymmetrisen kvanttimekaniikan operaattoreita.
Se kommutoi L:n komponenttien kanssa

(L2 L]=0 i=ux,9z. (119)

Pallosymmerisen voimakentéin V (r) tapauksessa se kommutoi myés Hamiltonin
operaattorin kanssa,

[H,L*] =0. (120)
Esimerkiksi lasketaan kommutaattori
2 ) 2 2
[L%, Ls] = [L3, La] + [Ly, La] + [LZ, La]

Koska L, kommutoi itsensi kanssa, niin [L2,L,] = 0. Muut kommutaattorit
lasketaan kiayttden kommutaattoreille johdettuja sdéntoja luvusta 9.2,

(L2, L] = LylLy,La] + [Ly, La] Ly
= —ih(LyL,+ L.L,)
[L;Lx] = LZ[LZ7L$]+[LZ7L13]LZ

= +ih(L,L,+ L,L,)
Lasketaan lausekkeet yhteen,
2 2 _
[Ly’ LCE] + [Lz7L£E] - 07
joten tulokseksi saadaan, etté
[L?,L,]=0

Vastaavasti on todistettavissa, ettd myos Ly, ja L. kommutoivat operaattorin
L? kanssa.

Edella todettiin, ettd L:n komponentit kommutoivat keskeisvomakentéin Hamil-
tonin operaattorin kanssa, joten myds L? = L2 + Li + L? tdytyy kommutoida,

[L?, H] =0

Kaikki kolme operaattoria L., L? ja H kommutoivat keskeniin, jolloin niills
on yhteiset ominaisfunktiot. Edelld on osoitettu, ettd operaattoreiden H ja L,
yhteiset ominaisfunktiot ovat

wném(r) = Rné (T)nyl (97 %0) .
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13.3 L?-operaattorin ominaisarvot ja -funktiot

Seuraavaksi osoitamme, etti funktiot ¥y, (r) = Rue(r)Y, (0, ) ovat myos L2
operaattorin ominaisfunktioita,

Lanem (I‘) = 6([ + 1)h2¢n€m (I') )

ja niité vastaavat ominaisarvot ovat £(¢ + 1)h?. Todistus
Liéhdemme kulmaliikeméa#rin méadritelméastda L = r x p = —ihr x V.
Silloin on

L% —h2(rx V) (rx V)
—h2r- [V x (r x V)]
—h2r- [V x (r x V)]
= B [rVZ + (Ve -V)r

(V-r)V — (r- V)V,

Kaytetéddn seuraavia vektorikaavoja,

VxuxV) = uV-V)+(V:-V)u
- V(V-u)—(u-V)V
(A-V)r = A
(r-V)A = T%I:
©v) = 2
Vr = 3
Saamme
L% = —h%r-{r V% + Vo — 3V — r%(vw}

= —h2<r2V21/1—2r-Vz/1
ofow, |1 ow 1o
a r.rarlarer—i—(rsinﬁaw)%—i_(r89)691>

o0 20"
r@r T6r2

0 o
_ 32 l.eo2, O [ 20¢
= h [TV@/J 67‘(r 3r)]

0 o
32, 202 20 [ 209
= her/J—FhaT(r 87‘)

L vy L0 (Tgaw) L,

r2 Or or ) w42
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eli

L2 272 0 2a¢

- 1 g 1 9% + 1 agiw
N sing 09 \""" 99 sin? 6 Op2

Operaattorin O(0, ¢) ominaisfunktiot ja ominaisarvot,

O(0, 9)Y,,(8,9) = —L(E+ 1)Y;,(8, ),

ratkaistiin edelld differentaaliyhtiloistd (114) assosioitujen Legendren polyno-
mien avulla. Ominaisfunktiot ovat pallofunktioita Y% (6, ) ja ominaisarvoiksi
saadaan —¢(¢ 4+ 1), kuten differentiaaliyhtélon ratkaisu osoitti. Myds kvanttilu-
vun m = —¢,—¢+1,...,¢—1,¢ mahdolliset arvot saatiin rotaatiosymmetriasta
ja assosioitujen Legendren polynomien ominaisuuksista.

Néin ollen
L2
= z¥u(0) = W+DY,(0,0) i
LY, (0,0) = L+ DRY,,(0,0),
joten pallofunktiot ovat my6s L2-operaattorin ominaisfunktiota ja sen ominai-
sarvoiksi saadaan £(¢ + 1)7’12, missi £ = 0,1,2,.... Koska L? operoi vain kulmiin
niin myos ¥nem (r) = Rae(r)Y, (6, ) on sen ominaisfunktio. m.o.t.
Koska
0 0 L?
2 _ 1+ 0,20,
Vi= 72 87"( 8r) R2r2
P2
niin
h? L?
H=—-——|P*— 1%
2m |: T h2’["2:| + (T)

Havaitsemme vélittomésti, ettéa
[H, L:] = [H,L?] = 0,
silla
(L, L] =0 ja [L.,P}]=0.

Jalkimméinen ehto saadaan siitéd, ettd operaattori L, sisdltdd vain derivaatan
koordinaatin ¢ suhteen.
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14 Harmoninen oskillaattori kolmessa dimen-
siossa

Pallosymmetrinen potentiaali:

1 1
Vir)= §mw2r2 = 5]67’2 (121)

ja Schrodingerin yhtlo

R e L 2o
—— VY + —mwr Y = EY
2m 2

Otetaan kidyttoon laaduttomat suureet pituudelle ja energialle r — r4/ % =ar
ja B — %hw)\
1, 2mE 1 4,
= OZ2V¢+(52—0[40¢T =0

jolloin Schrédingerin yhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon

V2(r) + A =r)(r) = 0 (122)

14.1 Karteesinen koordinaatisto

Harmoninen oskillaattori voidaan ratkaista seké karteesisessa, ettd pallokoordi-
naatistossa, koska 72 = 22 + y? + 22. Karteesisessa koordinaatistossa yht&lon
(122) aaltofunktio voidaan separoida muotoon

P(r) = X(2)Y (y)Z(2), (123)
jolloin saadaan
X// Y// Z//
Xty tp Aoyt =0

Komponenttimuodossa ratkaistavaksi jaa yhtalot

X// 5

— —x° = —)\; =vakio
X,

— -y = —\y = vakio
Z//

- - 22 = =)\, = vakio,

missd Az + Ay + A, = A Téten

X"x)+ Mo —2H)X () = 0
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Y'(y)+ Ny —y)Y (y) =
Z"(2)+ N\ —22)Z(z) = 0 (124)

Jokainen yhtaloistd (124) on yksidimensioisen harmonisen oskillaattorin diffe-
rentiaaliyhtlo, jonka olemme jo ratkaisseet. Mikéli méadrittelemme A, = 2n,+1
jne, saamme kirjoittamallemme yritteelle (123) ratkaisun:

2
wnznynz (377 Y,2) = Ne_THM (x)Hny (y)an (2), (125)
missé

1
N=,|—-—"—— N=n,+n,+n,.
2NngInyIn, 2

Kun X on saatu, niin energia voidaan laskea

1
Eny = )\ihw: (nm—i—ny—i—nz—}—Z) hw

= (N+;)hw

Koska energia riippuu vain kvanttiluvusta N, niin degeneraatioasteeksi fy
saadaan niiden kombinaatioiden lukumééré, joilla N = n, + n, + n, voidaan
muodostaa kolmesta kokonaisluvusta n;, ny ja n..
Lasketaan degeneraatioaste annetulle N:n arvolle. T&lloin n, voi saada arvot
ng = 0, 1, 2, ...N. Kun ng:n arvo on kiinnitetty, niin n, ja n. saadaan
yhtilosti

Ny +n, =N —ng (126)

Parilla {n,,n.} on N —n, + 1 mahdollisuutta toteuttaa yht&ls (126) kullakin
ng:n arvolla

{ny,n.} ={0,N —nz},{1,N —n, —1},...{N —n,,0}

joten degeneraatioasteeksi saadaan

fy = Z(N—nw—i—l)
n,=0
N N
= (N+1) Y 1= n,

Nnge=0 ny=0

= (N+1)(N+1)f%N(N+1)

%(N—k 1)(N +2).
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Ng Ny n; N
N=0 0 0 0 0
10 0 1
N=1 0 1 0 1 42:3=3
0o o0 1 1
2 0 0 2
0o 2 0 2
N=2 0 0 2 2 13:4=6
11 0 2
1 0 1 2
0o 1 1 2

Samalla tavalla muuttujat erottamalla voidaan ratkaista deformoitunut os-
killaattori

1
Vir)= im(wif + wsyQ + wgzz) ,

jossa frekvenssit w;, wy ja w, voivat kaikki olla erisuuria.
Harj. Laske energiatasot tapauksessa w, = w, ja mééras niiden degeneraatiot.

14.2 Pallokoordinaatisto

Koska potentiaali riippuu vain koordinaatista r, niin voidaan kayttaa myo6s pal-
lokoordinaatistoa. Siiné yritefunktioksi valitaan

U, = R(r)Y,(0,¢),

jolloin radiaalifunktiot toteuttavat yht&lon,

YR A ES) P

r2 dr dr 72

Yksidimensioisen harmonisen oskillaattorin tapaulgsessa jo osoitimme, etté aal-
tofunktio kdyttidytyy asymptoottisesti kuten e~ 2" ja sen vuoksi tehdédin sijoi-
tus

7,_2
R(r)y=e" 7 ¢(r). (127)
Télloin R — 0, kun r — oo edellyttden, etti funktio ¢(r) ei mene télloin
ddrettomyyteen kuten Gaussin funktio tai sitd nopeammin. Funktiolle ¢ saadaan

yhtils
¢ + <22r>¢’+ (A:ag(gil))qs -0
r r

(128)
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14.2.1 Frobeniuksen sarjamenetelmi

Frobeniuksen menetelmiissi oletetaan, etté funktio ¢(r) voidaan esittéié potens-
sisarjana,

N
o(r) = Z apr®
k=0

Vaaditaan, ettd funktio ¢(r) on sdéinnéllinen origon liheisyydessi ja ettd
potenssisarja on korkeintaan astelukua N. Télloin aaltofunktio (127)

R(r) — anrNe /2

kun r — oco.

Tutkitaan lahemmin kéyttaytymistd origon ldhella
gb(r)ocrﬁ ja 8>0
Sijoitetaan yrite ¢(r) = r? yhtdlosn (128)
BB—-1)+28—Ll+D]rP 2+ [-28+1=3]r" =0
Alimman kertaluvun termin r°~2 kertoimen
B(B+1)—Ll+1)=0
tdytyy hévitd identtisesti, jotta ratkaisu olisi olemassa. Saadaan kaksi ratkaisua

G =1~{tai § =—¢—1. Koska £ > 0, niin jalkimméinen arvo ei anna sdinnollistd
ratkaisua origossa. Niinpé vain § = £ on sallittu, ja potenssisarja

o) = S awrt,
k=¢

alkaa termistd k = ¢.

Johdetaan kertoimille ay palautuskaava. sijoittamalla ¢ ja sen derivaatat,

¢/ — Z kak'rk_l
k=t
¢" = Y k(k—1apr*?
k=t
yhtélssn (128),
= Z{k(k — Dagr® 2 + 2kapr™ 2 — 2kagr”

k=t
+ (A=3)apr® — Ll + Dapr" 2} =0
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= > {[k(k+1) — €+ 1)]arpr*
k=~
+ (A=3-2k)apr*} =0

= 0 ((k+2)(k +3) — (0 + D]agor”
k=0—2

+ > (A=3=2k)apr* =0
k=¢

Tarkastellaan ensimmaéistd summalauseketta, kun k = ¢ —2 ja k = £ — 1. Néiden
termien kertoimien tdytyy havita

[({—2+4+2)—2+3)—L{f+1)]ag = 0
(C=142)(l—143)— £+ Dags = 0
2(£ + 1)(1@_;,_1 =0, jos a1 = 0

Termin a, kerroin hévididkin identtisesti ja ay médrdtdin myohemmin normi-
tuksesta. Toisen termin ayy; kerroin ei hévii, joten itse kertoimen taytyy olla
nolla.

Seuraaville kertoimille

S HE+2)(E+3) — L0+ 1)}akse

k=t
+ A=3-=2k)ax)r* =0
saadaan palautuskaava

% — A+ 3
k+2)(k+3) —(+1)

Q42 = ( ag (129)

missd k=0,0+2,...

Ratkaisu siséiltéiéd vain joko parillisia tai parittomia potensseja £:n arvosta riip-
puen

0 042
apr +ag+27“+ + ...

= " (a4 appor?+..) (130)

(r)

parillinen
Jos esimerkiksi ¢ = 1, niin ¢(r) on pariton funktio.

o(r) =r(ay + azr® + ...)

Kiyttdytyminen origossa:
Keskipakoisvalli pyrkii tyéntdméén hiukkasen pois origosta, sitd kauemmaksi
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mitd suurempi £:n arvo, joten kvanttimekaaninen todennédkoisyystiheys origon
ympéristossé pienenee, kuten 2, kulmaliikemésrikvanttiluvun ¢ funktiona.
Kéayttidytyminen didrettémyydessé:
Tarkastellaan sarjan periakkéisten termien ay_or
ldhestyy aédretonta.

k=2 ja apr® suhdetta, kun k

a _ 2(0-F) - 2
s k() - T F
r2
termien suhde :7

Vastaavasti ja samoin perustein kuin lineaarisen harmonisen oskillaattorin ta-
pauksessa ¢ kiyttidytyy asymptoottisesti kuin e’ . Tamé ei johda sédnnolliseen
ratkaisuun aédrettomyydessé, ellei potenssisarja katkea. Katkaistaan sarja si-
ten, ettéd jiljelle jadvéan polynomin asteluku on N, eli vaaditaan, ettd kerroin
aAN42 = 0.

= 2N—-(A—=3) = 0 (ks. kaava(129))
A = 2N +3
3
=~ Ey = <N+2>hw N=0,1,..

Tulos ominaisarvolle on sama kuin karteesisissa koordinaateissa saatu, kun to-
detaan, ettd N =ng +n, +n..

Energiatilojen degeneraatio: Annetulle N:n arvolle energiatilat ovat riippu-
mattomia kvanttiluvuista m ja £. Degeneraatioaste riippuu siité, kuinka monta
eri arvoa kvanttiluvut ¢ ja m voivat saada kutakin N:n arvoa kohti. Jos N on
parillinen, niin ¢ voi saada kaikki parilliset arvot £ = 0,2,..., N, joille N > /.
Vastaavasti parittomalla N:n arvolla vain parittomat £:n arvot ovat mahdollisia.
Lisédksi jokaista £:n arvoa kohti mahdollisia m:n arvoja on 2¢ + 1 kappaletta.

Kullekin N:n arvolle mahdolliset £:n ( N > ¢ ) arvot degeneraatioineen on
annettu seuraavassa taulukossa:

f—tilat
N|O0O 1 2 3 4 5
5 3 7 11
4 |1 5 9
3 3 7
2 |1 5
1 3
011
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Kuva 31: Harmonisen oskillaattorin energiatasokaavio.

Tilojen degeneraation laskemiseksi lasketaan ensin tapaus, jossa N on parilli-
nen. Silloin summataan termit

N

> 241=1,5...,2N+1
=0, 2,...
¥ ¥ ¥
= Y 4k+1=4 ) k+ 1
k=0, 1,... k=0, 1,... k=0, 1,...

%(N+2)(N+1)

Vastaavasti parittomassa tapauksessa saadaan tekemélld summausindeksin
vaihto (I =2k + 1)

I

e
=
+
w
[

K MN
o~
+
w
Ml\)




= %(N +2)(N +1)

Niin ollen samaan energiaan degeneroituneiden tilojen lukumééra harmonisessa
oskillattorissa on

%(N+ 1)(N +2)

Satunnainen degeneraatio:

Pallosymmetriasta seuraa, etti jokainen energiataso on (2¢ + 1)-kertaisesti de-
generoitunut. Energiatasokaaviosta nédhdéddn, ettd degeneraatio on suurempi
kuin 2¢ + 1, miké aiheutuu oskillaattoripotentiaalin lisisymmetriasta ns. SUs-
ryhmésta. Miksli lisitéaan termi kr®, saavat esimerkiksi 2s ja 2d tilat eri energian
ja satunnainen degeneraatio haviaa.

14.2.2 Harmonisen oskillaattorin aaltofunktio

Kutakin energiatilaa vastaava aaltofunktio indeksoidaan kvanttilukujen N,/ ja
m avulla.

r2

wNZm(r) = d)NE(T)Yrﬁ(oa 90)677 )
missé polynomit ¢ne(r) toteuttavat yhtélon
2
Ne Tt <r —27”> Pne

+ <2N— th)>¢m=0
T

Tamé yhtilo palautuu sijoituksella

{¢ = rfu(r?)

t=r?

yhtiloksi

td%(t)—&—(é 3 )dv(t) N—¢

dt2 oo T T

joka on erikoistapaus Laguerren differentiaaliyhtalostéa:
')+ (a+1—=t)0'(t)+nov(t)=0, (131)

kun valitaan, ettéi



1
= {4+ ->—-1.
o +2

Yhtédlon (131) ominaisarvo n voi saada kokonaislukuarvot n = 0,1,... ja sen
ominaisfunktiot ovat Laguerren polynomeja, jotka indeksoidaan ominaisarvon
n ja parametrin « avulla,

e " Fn+a+1)
v(t) = Ln(t) = ”2::0 Fv+a+1)(n—rv)W!

(1)

Saamme siten harmonisen oskillaattorin aaltofunktioiksi
2 o l+3
Unem (1) = Nvee™ TriLy 2 (r?)Y,0 (0, 9)
missé indeksi n = (N — £) on kokonaisluku.

Lasketaan vield normituskerroin Ayy.

oo

2 1 2
(Unem|VNem) = N]%Z /r2d7"efr r2t (Lff"’ (rz))
0
2 1 1 2
ZN]%,@/rdre# r2(0+3) (Lﬁ+2(r2))
0

Integraali voidaan laskea tekemilld sijoitus t = 72 ja kiyttamalld hyviksi alla
olevia Laguerren polynomien ominaisuuksia

1 T _ 1/ pal 2
nemltnen) = 5N [ ate e+ (L1 1)
0
r 0+ 3
— A2, (n+ + 2) 1
2n!
Normituskertoimeksi saadaan
2n!
Nye= | =—/———~
e L'(n+0+3)

Laguerren polynomien ominaisuuksia
1. Differentiaaliyhtilo
2L 4+ (a+1-2)L%4+nL=0 a>-1,
misséd n on kokonaisluku.

2. Rodriguesin kaava

eTr~ d"

n!  dxz™

L3(2) = (e7am+e)
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3. Muodostajafunktio

1 = s
Aot = ;Ln(:v)z

4. Palautuskaavat

m+1)Ly (x)=2n+a+1—x)L(x)
—(n+a)Ly_(z)

n—1

eLyt(z) = (n+ @)Ly 4 (2) — (n — 2) Ly ()

5. Ortogonaalisuus

o0

/ e LY (t) LY, (t)dt = S
0

MNa+n+1)
n!

Alimpien tilojen radiaaliset aaltofunktiot

2 1
Rue(r) = Nwve e T 7t Ly 2 (r2)

2 r2
foo = \TER" 7
fas = N;m(ﬁ<g‘ﬁ>
R = r(;l/z)efé <185_2T2+TQ4)
Ry, = HF(52/2)6_§~7“
Ryy = F(72/2)6_§T2

Alimman tilan aaltofunktio on sama kuin alemmin karteesisissa koordinaateissa
saatu aaltofunktio (125),

v 4 2 1 —de T
0s = —e =mn de .
® Nz VAT
Pallosymmetrinen aaltofunktio e, (r) voidaan aina esittid lineaarikombinaa-
tiona samaan energian kuuluvien karteesisen koordinaatiston ominaisfunktioi-
den ¥y n,n. (z,y,2) avulla, mutta vain pallofunktioiden avulla esitetty ratkaisu
on myos kulmaliikemésirioperaattoreiden L? ja L, ominaisfunktio.

(M

—~
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Kuva 32: Normitetut aaltofunktiot Rye(r) tiloissa Os, 1p ja 2d.

14.3 Oskillaatoripotentiaalin tirkeimmiét sovellutukset

Mbolekyylien vibraatio

V(r) 2 —k(z —2.)* + Vo

N | =

Ensimméisessé approksimaatiossa voidaan soveltaa lineaarista oskillaattoria.

Nukleonit ytimessi
Ydinfysiikassa kéytetdan tavallisesti oskillaattoripotentiaalia.

R = 1.-24Y3107' cm = keskimaarainen sade
Vo =& —50MeV
hw = (41/AY3) MeV

Ytimen voimakenttd V(r) = Vp + 2mw?r? muodostaa lihtokohdan ytimien
kuorimallille. Deformoituneita ytimid kuvaa aksiaalisymmetrinen oskillaattori-
kentté.
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15 Monen kappaleen systeemit

T&hén saakka olemme tarkastelleet yhta hiukkasta ulkoisessa kentéssé. Tavalli-
simmin esiintyvi tapaus on kuitenkin monen hiukkasen systeemi.

15.1 Kaksi vuorovaikuttamatonta hiukkasta
Hiukkaset eivédt vuorovaikuta keskenéén, joten
V(I‘l, I'Q) =0.

Hiukkasten Hamiltonin operaattorit,

h/2

H1 = 727,rnlv%+vl(l‘1)
h?

H2 = _721’)’]‘2 VQ + ‘/2(1'2) y

sisdltdvit hiukkaseen yksi ja kaksi vaikuttavat ulkoiset potentiaalit Vi(rq) ja
Va(ra).

Koska hiukkaset eivéit vuorovaikuta keskenédén, ne voidaan késitelld kvanttime-
kaanisesti erikseen. Saamme niille aaltofunktiot 1, (r1) ja tp(rz) sekd energiat
Ea ja Eb.

{lea(rl) = ana(rl)
Haty(ra) = Eyihp(ra)

Voimme késitelld ne myds yhtené systeemina.

H = H{+H
o= 1/)(1(1‘1)1/117(1‘2)
F = E,+ E

Todistus:

Htpo(r1)p(ra) = Hitha(r1)vp(r2) + b (r1) Hothy(rz)
= Eatba(r1)vs(re) + Eptha(r1)ip(r2)
= (Ea+ Ep)tha(r1)p(r2)

eli HY = FE.

Todennikdisyystulkinta

Todennikoisyys, ettd mj, on dri:ssd on  |¢h,]?dr; ja ettd mo on draissa
on |iy|?dry. Koska némi ovat riippumattomia todenniksisyyksid, niin to-
dennékoisyys sille, ettd my on dry:ssé ja mo on drs:ssa, on tulo:

[al?[0p]?dridry = [Ya(r1)ty(r2)*dridrs
= [¢2dridry
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15.2 Yleinen tapaus

N:n hiukkasen systeemin kvanttimekaaninen kuvaus tapahtuu aaltofunktion

’lﬁ(l‘l, ro,..., I‘N7t)

avulla, joka on hiukkasten paikkakoordinaattien ja ajan funktio. Aaltofunktio
madrdytyy Schrodingerin yhtélostéd

h oy
HY + 50 =0,

missd Hamiltonin operaattori
h h h
H=H (ivl, ?Vg, cers ZVN,I‘L ro,...,I'n; t)
saadaan klassisesta Hamiltonin funktiosta korvaamalla

. h
pi — Di = sz‘,

Suure [¢|?dridrs...dry antaa todenniikdisyyden sille, ettd hetkelld ¢ hiukka-
nen 1 on dry:ssi ja hiukkanen 2 on drs:ssa jne. Stationaarisissa tiloissa, kun
potentiaali on ajasta riippumaton, systeemin aaltofunktio on muotoa

L E
P(r1,ra, ..ty t) = Y(r1,ra, ... TN )E i

ja Schrodingerin yhtéloksi saadaan

Hw(rla ro,..., rN) = Ew(rla ry, "'7rN) .

Esimerkkeja

1. Varatuille hiukkasille Hamiltonin funktio tunnetaan ja se on

q;
H = Z 2m1 Z |r; l—jr]\

2. Ytimissd H on tuntematon, mutta se kirjoitetaan

1
H= Z om; 2 %:Vij(rij) =T+V,
missé potentiaalifunktio on méairittava kokeellisesti.

Peruskisitteita
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1. Skalaaritulo

(¥, ) = (V])
= /W(I‘L wo, IN)P(T1, oy T )dry . dr N

2. Odotusarvo

T
() — WIFW) _ @1FY) _ (Flofy)

(Y1) (V1) (¥ly)

3. Kineettisen energian odotusarvo, kun aaltofunktio on normitettu, (¢|¢) =
1

(T) = WIT|y)

= [¢*(ry,..xN) g: (— 221 V%) Y(ry,..ry)dr

n=1

4. Potentiaalienergian odotusarvo, kun aaltofunktio on normitettu, (y|) =
1

(V) = @VI)
= f7/1*(r17 ~-~7I'N) ; Vij(ri,l‘j)¢(r1, ...,rN)dT

missd dr = dridry...dry
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16 Vetyatomi

Esimerkkin&d monen hiukkasen systeemisté tarkastelemme vetyatomia. Elektro-
ni, jonka massa on my vuorovaikuttaa protonin msy kanssa Coulombin vuorovai-
kutuksen vélityksella,

2 2 2
e 1
P1 + D3

H = — .
2m1 2m2 47T€0 |I‘1 — I‘2|

Varaukset e ovat vastakkaismerkkiset ja €y on permitiivisyysvakio.

16.1 Massakeskusjirjestelméi

r=r; —ro r:(z,y,2)
R = miry + meol'y R:(X,Y,2)
(m1 +m2)
Redusoitu massa
o mimeo
Comy +ma
Kéadnteismuunnos
rr=R+ %r
rp=R—r
Schrédingerin yht#lo:
R h?
- EV§\P(I‘1,I‘2) — vag\l’(rhrg)

€2 1

— VU = FEv
A7eq |r1 — 1o (r1,r2) ¥ (ry, o)

Tarvitsemme vield gradientin muunnoksen massakeskusjarjestelméén. Sitd var-
ten lasketaan gradienttien z-komponentti funktiosta ¥ = ¥(x, X).

oV _ 0V or  OUOX 0V, m 0¥
al’l o ox 8%1 0X 81’1 o ox mi + mo 0X
OU QU dr  OWOX OV my OV

Ory 01 Ors | 0X Omy Oz my +mydX

Téstéd saamme gradienteille yhtélot, kun M = my + meo.
m
V=V, + Mlvg

m
Vo =—-V, + ﬁVR
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Gradienttien nelidille saadaan muunnos

2
V2 =V2 4 %v% + 2%% VY,

2
V3= Vi4 2VE - 22V; -V,

V% V% 1 1 2 mi + mo 2
TR At TR Y AR VR
Vi Vi
m M

Saamme siten Schrodingerin yhtélon uusissa koordinaateissa

nz
2m

1
47‘(’80

2 i e?

Muuttujat r ja R voidaan erottaa kirjoittamalla

U(r,R) = o(R)Y(r)
E, = E+E..

Helposti ndhdéén, ettd funktiot ¥ (r) ja ¢(R) toteuttavat seuraavat relaatiot:

52
*WV?W(R) = E.[R)
K2 V2 1 €2 _ &
o T¢(r)747’(’€0 7¢(r) = Ey(r)

Massakeskipiste liikkuu tasaisella nopeudella ja sen aaltofunktio on taso-
aalto,

$(R) = C-e®
2ME,
|k| = h2 )

missd k:n suunta on mielivaltainen.

16.2 Suhteellisen liikkeen yhtalo

Siirrytdéan luonnolliseen yksikkdjirjestelméin, jossa

r — aqgr

> h? m et
- —— =
2ma? 252 (4meg)?
1 €2 R
— =
4meq ag 2ma?
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missd ag = %24;“% = 0.529A on Bohrin radan side, e = 1.602176462 x 10~1°C
elektronin varaus, g = 8.854187817 x 10712C?/(Nm?) permittiivisyys ja m
redusoitu massa, mc? = 0.510721MeV. Energia saadaan Rydbergeissi eli yk-

sikkoné on vetyatomin ionisaatioenergia %ﬁ = 13.5983eV. Télloin
2
V() + (E + r) P(r) = 0 (132)
- 2 . . L 9
Potentiaali V(r) = —— on pallosymmetrinen, joten kirjoitetaan V* pallokoor-
r

dinaateissa (112). Aaltofunktio separoituu radiaali- ja kulmosaan

b(r) = R(r)Y,,(0,¢).

Kulmista riippuvan osan ratkaisut ovat pallofunktioita.
Radiaaliyht&lon ratkaiseminen aloitetaan sijoituksella

R =
(=",
jolloin sidotuille tiloille £ < 0 saadaan yht&lo,
d*u 2 L+1)
— E+- - =0 133
dr? * ( + T 72 b (133)

Vaaditaan, ettéi R(r) on &irellinen, kun r = 0 ja etté integraali

oo oo

/TQRQ(r)dr = /UQ(T)dT

0 0

on olemassa. Tilloin funktion u(r) reunaehdot ovat

u(0) =0, lim u(r)=0.
Suurilla 7:n arvoilla voidaan yhtélod (133) aproksimoida yhtélolld

v +FEu=0 eli u — \/|E\2u =0,

jolla on ratkaisut

Sijoitetaan yrite
u(r) =w(r)e V-ET,

yhtéloon (133), jolloin w(r):lle saadaan differentiaaliyht&lo

2
Tw G p (2 MHEDN
dr r r2

dr?

ja ratkaistaan tdmé Frobeniuksen menetelmilli.



16.2.1 Frobeniuksen menetelméi

Lihestyttiessi origoa w(r) — r!*1. Tam# misris sarjakehitelmiin ensimmiisen
termin

Sijoitetaan w(r) ja sen derivaatat Schrodingerin yhtdloon (133), jolloin sarjan
kertoimille saadaan palautuskaava,

kv—E -1

Wt = B i 1) (134)

Kun k£ — oo, niin perdkkéisten kertoimien suhde on

Ak+1 - 2\/ -F

Qg k

joten w(r) kiyttiytyy suurilla 7:n arvoilla kuin funktio 2V —# 7. Tallsin u(r) ei
ole rajoitettu, ellei potenssisarjaa katkaista. Valitaan katkaisu siten, etta jiljelle
jéé astetta n oleva polynomi. Silloin kertoimen a1 tdytyy olla nolla (ks. yht&lo
(134)), eli

1
E=—-—
n2
ja paakvanttiluku n voi saada arvot n =¢+ 1,/ + 2, ..., kun £ on annettu.
Tavanomaisissa yksikoisséi
o M1 m et 1
" 2magn?  2n? (4mep)2n?

Vedyn energiatasot ovat siis tdsmélleen samat kuin Bohrin teorian mukaan saa-
dut. Annetulle paikvanttiluvun arvolle n kulmaliikemé#rakvanttiluku £ voi
saada arvot

{<n-1

ja m kvanttiluku 2¢+1 kpl arvoja kutakin ¢ arvoa kohti. Energia on riippumaton
{:n arvoista, joten samaan n:n arvoon kuuluvat £:n arvot ovat degeneroituneita.
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Energiadiagrammi
{:n arvot

n 0 1 2 3 deg.

404s (1) | 4p (3) | 4d (5) | 4f (7) | 42

303 (1) |3p 3)|3d (5 32
2128 (1) | 2p (3) 22
1] 1s (1) 12

Samaan energiaan kuuluvat tilat muodostavat ns. energiakuoren. N&itd ovat:
(18); (2s, 2p); (3s, 3p, 3d) jne. Energiatilan F,, degeneraatio on

n—1

-1 -1
2212+1:2n26+n21
£=0 =0 =0

1
2§(n—1+0)n—|—n:n2.

f"L

Tilat ovat siten n2-kertaisesti degeneroituneita.

16.2.2 Radiaalisen yhtidlén ratkaisu

Radiaaliyht&lon

1 2 Yl +1 1
|-+ - - (1 u = 0; E=-——
n2 72 n2

ratkaisut voidaan palauttaa Laguerren assosioituihin polynomeihin sijoituksella:

u(r) = e VET o ly(r) = e rtlo(r)

t==
n

d?v
= t— 4+ (2042 —t

dv

1=
dt+(n (—1)v=0

Laguerren yht&lo oli
tLY)" 4+ (a+1—t)(LY) + kLY =0

Em. yhtélot ovat identtiset, jos

28+1=a
n—0—1=%k, eli o(t)=L*T} ()
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Radiaalifunktiot suljetussa muodossa ovat

- 2r
41— ro0tl
Une(r) = Npe " emn L2} ( ,

n

missi N,,; on normitustekiji.
Saamme siis vedyn aaltofunktioille 1),,¢, (r) lausekkeen

Yt () = L o(P)VE(0, )

1
Eném = En = T 5

n2

Seuraavassa laskemme vield normitustekijin N,,.

2r
(Huom. sijoitetaan t = —.)
n

o0

2
I = Nfg/r%”e_% {Li@l_l <2T)] dr
n
0
n 2043 7 _ 2
= W (5) [t @) e
0
2043 T
— N2, ( ) /tﬂ“ et LOLY dt,
0
missé
a = 2+1
k = n—4-1
2k+a+1 = 2n—20—-2+4+2(+1+1=2n.

Integraalin laskemiseksi kdytdmme palautuskaavaa:
thy =2k +a+ 1)Ly — (k+ 1)Ly, — (k+oa)Ly_y,

jolloin

2€+3 n
I = 34(3) 2k+a+1/t“e‘tL°‘
0

- /tae’th [(k+ DLwy + (k+ a)L8_,] dt)

=0
B ° Q 20+3 F(a +k+ 1)
= Ve (2) S '
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Sijoitetaan edeltd k:n ja a:n lausekkeet, jolloin aw + k + 1 = £+ n + 1. Normi-
tusintegraaliksi saadaan
n\ 2¢+3 1"([ +n+ 1)
I=N? (—) nm—-—-—=1
nt\3 -1

B (n—0—1)01 [2\*"
= N = \/I‘(£+n+1)2n (H) ‘

Alimmille tiloille saadaan lausekkeet

1 /2\*°
Mo = ﬁ(f) =2
1 1
Mo = V51754
uip(r) = 21e_T1"
ugo(r) = — e 2 r(2—r)
V8
4 _r 9
usi(r) = e~ s ro(6—r)

jne.

Kuva 33: Vetyatomin aaltofunktiot 3s, 3p ja 3d tiloissa. Vasemmassa kuvassa
on R, (r) ja oikeassa kuvassa w,(r).
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Kuva 34: Vetyatomin todennékoisyystiheys tilassa | = 4,m =1

16.3 Fotonin absorptio ja emissio

Elektronin ja ulkoisen sdéhkomagneettisen kentén vilinen vuorovaikutus voidaan
késitellda kvanttimekaanisesti ajasta riippuvan hiiriolaskun avulla, joka varsinai-
sesti opetetaan Kvanttimekaniikan IT osassa. Téssa otetaan kdyttoon lopputulos
sellaisenaan ja lasketaan siitd valintasddnnot spontaanille emissiolle.
Merkitéén alkutilaa 1;:114 ja lopputilaa ;:114 ja lasketaan vain dipolioperaat-
torin D = er aiheuttama transitiotodennakoisyys.

4e’w?
! 12
Wsp.em = 3h6; ‘<f|I'|’L>|
hwif = |Ef — El‘ .
Matriisielementti (f|2]e) on nollasta poikkeava  vain,  jos

kulmaliikem&arakvanttiluvun arvo muuttuu yhdellé,
Al = -l =+%1
Esimerkkiné johdetaan dipolitransitioiden valintasianté A¢ = +1 kiyttiden

vetyatomin aaltofunktiota.
Olkoon vetyatomin alku- ja lopputilojen aaltofunktiot:

v = wnieimi (I‘) = Rni‘ei vazll (135)
0l
wf = wn‘fffmf (I') = Rnfffymff . (136)
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Lasketaan operaattorin z = r cos f matriisielementti

M= (dlele) (137)

/ "3 Ry, R o, dr / Yol (7) cos @ Y (7)dQ
0 fal

=1

Legendren polynomit ratkaisevat kulmaosan:

Yrﬁ(ov 90) = M?n(_l)meimeZn(COS 9)

2t +1 (£ —m)!
N = A \/ (L +m)l

Kulmaosan integraaliksi saadaan

missé,

I = Mfmeimi (71)mi+mf

2 1

" /ei(mi—mf)SDd(p /dtpg;lf(t)Pgi(t) t,
0 —1
N e’

27r5m1.mf = Am=0

kun kdytetddn sijoitusta ¢ = cos 6. Integrointi kulman ¢ yli antaa valintasdénnon
Am=m; —my = 0.

Merkitaan

N = -A/'mef-/v‘[imi

V@G F D)2l + 1) \/(& — m;)! \/(ef — my)!

Assosioitujen Legendren polynomien palautuskaavojen (116) ja ortogonaali-
suusehdon avulla integraali I sievenee muotoon

I = 2aN6mm;

1
X /dtPémf
f

—1

20, + 1 L1t 20, +1 it
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bi—m; +1 ff-i-ml)' 2
2 +1 (L —my)! 205 +1

= 27TN5mimf

Oep0,—1

+ 0e,0,+1

Saamme kaksi termié, jotka vastaavat tapauksia
Al=4;—Lly=+1 ja Al=-1

joten dipolioperaattorin z-komponentin valintasdannot ovat A¢ = +1, Am = 0.
Vastaavasti tarkastelemalla z:n ja y:mn matriisielementtejd saadaan valin-
tasddnnot Al = +1, Am = +1, joka osoitetaan harjoituksissa.

Matriisielementin (s \]5|wz> laskemiseksi tarvitsee vield tuntea alku- ja lopputi-
lojen radiaaliset aaltofunktiot. Vedylld Lyman sarja vastaa siirtymisté p-tilalta
perustilaan 1s, jolloin alku- ja lopputilojen kvanttiluvut ovat

(nplymy) =(100); (nilym;) =(n10)
Lyman sarjalle matriiselementiksi (137) saadaan (harjoitukset),

M = (1olz|tn)

1 1
_ / dr Boa(r)Riolr) 3 V3 3 -2
0
16 7/9 n—5/2 —n—5/2
= —n n—1 n—+1 .
D2 = 12+ )

Spontaanin emission todenn#koisyydeksi tilasta 2p tilaan 1s saadaan

462(.03
Wsp.em = 3hc3 |<¢10|Z|1/’n1|

2\ r%e? 1

N 3/ (mcap)ap’
Edell4 esitetyt valintasddnnot pitédvit paikkansa myos muillekin atomeille ja mo-
lekyyleille. Harvoissa kaasuissa on lisdksi ndhtévissa valintasdéntéjen vastaisia

transitioita, ns. kvadrupolitransitiota, mutta niiden intensiteetti on huomatta-
vasti heikompi.
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17 Ajasta riippumaton hiiriolasku (Rayleigh-
Schrodinger)

T&hén mennessé kisittelemdmme kvanttimekaniikan ongelmat on pystytty rat-
kaisemaan tarkasti. Kéytdnnossid tdmé ei useinkaan ole mahdollista, vaan
meidén tdytyy turvautua approksimaatioihin. Héiriolasku on menetelmé, jota
voidaan soveltaa, kun ratkaistava ongelma riittdvasti muistuttaa tarkan ratkai-
sun omaavaa probleemaa. Téllaisessa tapauksessa Hamiltonin operaattori jae-
taan kahteen osaan, joista toinen karakterisoi systeemis, jonka Schrédingerin
yhtédlo voidaan ratkaista tarkasti, ja toinen, pienempi osa on ns. héiri6. Hairio-
laskun avulla ratkeavia ongelmia on useita.

17.1 Degeneroitumaton tapaus
Oletetaan systeemin Hamiltonin operaattorin olevan muotoa
H=Hy+eH,, (138)

missd e H; on pieni hiirio ja Hy on sellainen, etté sitd vastaava Schrodingerin
yhtélo voidaan ratkaista kaikille ominaistiloille

Hop) = EPY n=1,2,..
<P > = Smn

Oletetaan aluksi, ettd Hp:n ominaistilat ovat degeneroitumattomia.

Mikali h&irio on véhéinen, voidaan aaltofunktiot v, ja energiat F, kehittas
parametrin € potenssisarjoiksi.

Hwn = (HO+5H1)'¢R: nwn
vn = 0 +epl +etpd +
E, = EOW4+eEW+2ED 1 | n=1,23,..

(139)

Parametrin € kunkin potenssin kertoimien téytyy olla yhtésuuria, jolloin ke-
hitelméasta saadaan E,(LZ) ja 1/17(f ). Lisdksi aaltofunktion kehitelméissé vaaditaan,
ettd funktiot 1/153) ovat ortogonaalisia funktiolle 1/),(10):

<P >=1+e < POl > 4% < QD) > 4.

=0 =0

Kun aaltofunktion ja energian kehitelmit yhtdlossd (139) sijoitetaan en-
simmaéiseen yhtédloon, saadaan seuraavat ehtoyhtélot e:in potenseille 0, 1 ja 2:

Howi? = B0y
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Hop(D + Hiy? = Bl + B (140)

b+ Huld = EOUD 4 B + Eu0
(141)

Niistd saadaan ensimmaéisen ja toisen kertaluvun hairiclaskut.

17.1.1 Ensimmaiisen kertaluvun hiiriolasku

Aaltofunktio ja energia

{ wn = r(LO)
E,=EY +eBY

Korjaustermi EY saadaan kertomalla yhtilo (140) puolittain 1/17(10):11& ja laske-
malla skalaaritulo.

<O Holp{ > + < O H [ >= ED

koska < wﬁf)wﬁf) >=0.
Toisaalta Hy:n hermiittisyyden nojalla saamme

<QOHolpM) > = <y [Hf[p® >*

B < pPlyd >=0

5 ED =<0 >

Ensimmaisen kertaluvun hairiglaskussa aaltofunktio ei muutu ja energiakorjaus
saadaan laskemalla hiirion e H; odotusarvo tilassa @/}ﬁlo):

wn == 1/17(L0) (142)
{ En=E9¢ <@ H v >

Parametri € asetetaan lopuksi ykkoseksi.

17.1.2 Toisen kertaluvun héiiridlasku

Aaltofunktio ja energia
n =0 + e

E,=EY +e <y H [ > +e2E
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Kehitetéén korjausfunktio w,(f) sarjaksi funktioiden w}(co) mukaan.
%(11) — Z Ck%(cO)
k#n

Kun termi £ = n jétetddn pois summauksesta, niin sarjakehitelmé toteuttaa
ortogonaalisuusehdon (1/;7(10) W;g)> =0.

Sijoitetaan kehitelma yhtdloon (140),
Hig® + Y CBOw” = EQ S Gyl + BNy
k#n k#n

Muodostetaan puolittain skalaaritulo kertomalla vasemmalta funktiolla

o m#£mn .

<O H O > + C,EQ =EOC,

< | Hy [0 >

= Cm E,(lo) ~ E,(,?)

Saamme siten aaltofunktiokorjaukselle kehitelméan

y < S| Hy [ >

$© (143)
m#n 'EQ)A“EQ) "

vy =

Havaitsemme, ettéd alussa asetettu ortogonaalisuus ehto
<Pl >=0

on viillttamaton, koska muutoin yhtélossi (143) nimittédjd hividisi. Sama koskee
korkeampia kertalukuja.

Toisen kertaluvun energiakorjaus saadaan muodostamalla skalaaritulo puolit-
tain yhtilossid (141) funktion ) kanssa,

<OV Holp? >+ <oV H [ >= EP,
| —

=0

joten

E® = < O H |y >

= <V Cul) >

m#n
= D Cn <OPVH Y >

m#n



i 143) o~ <ol |[Hy [ >
- EY - B

< V| Hy [ >
m#n

| < W Hi ) > |2

)

missé jélleen on kdytetty hermiittisyytta H I = H;.

Saamme siten 2. kertaluvun hairidlaskulle tuloksen, kun € = 1

Yo = wmzw)'%‘% Pl

0
= E( )

E, = EJ +<w<0 |H1|¢<°
< I H )2

ESP Eﬁr‘?)

m#n
Kaavoista ndemme, ettd kehitelmét suppenevat nopeasti, jos

| <o HY > | < B — EQ).

17.2 Esimerkkeja

Yksidimensioisen harmonisen oskillaattorin Schrédingerin yht#ls on

h? d? 1 o,
gmagl T = B o

Valitaan z:n ja E:n tilalle uudet dimensiottomat muuttujat x ja A siten, etta

r — 1/%x ja E = )\%hw. Néiiden uusien dimensiottomien muuttujien avulla

()

dx?

+(A=2*)y(x) = 0. (146)
Energian ominaisarvo

A =2n+1.

Normitetut aaltofunktiot

1 1,.2
—3x

Pn(z) = W Hy,(z) e )

joten

Hermitén polynomien ominaisuuksia
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1. Ortonormaalisuus

/ Hn(x)Hm(m)efxzda: = mn 2"/ .

2. Palautuskaava,

1
Todetaan, etté
12 1
nt1(z) = N, e 2% ———H, (x
Ynt1(2) D) +1(2)

N, e 3% 2nH,_1(x),

1
Np=/——.
2nnly/m

Palautuskaavaa (147) kdyttden saadaan

1/%-1(56)

kun

P i) = GVERTD Yra(o) + = (@)
= @[5 o),

Né4in on johdettu palautuskaava harmonisen oskillaattorin aaltofunktiolle. Sen
avulla on helppo laskea seuraavissa esimerkeissé tarvittavia matriisielementtejé.

17.2.1 Lineaarinen hiirié; varattu varidhteliji sihkokentéssa

Oletetaan, ettd varattu hiukkanen, jolla on varaus g ja massa m, on sidottu har-
moniseen potentiaaliin (145), joka sitten sijoitetaan sihkokenttdin €. Klassisen
sihkokentén aiheuttama potentiaalienergia on

H1 = —qu.

Kvanttimekaniikassa x ajatellaan operaattoriksi, ja varaus seké sihkokentta va-
kioksi. Hamiltonin operaattori vérahtelijélle sihkokentéassa on siten

21,
= + —mw

2
—_ —qg€x.
2m dxz? = 2 TTaer

Taydennetédédn potentiaalienergian osuus nelicksi

2 202
1 55 1 q€ q &
FTwE —qé'xzimw T ) T
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Valitaan uudeksi muuttujaksi

q€

b
mw?

E=u-

jolloin Schrodingerin yht#loksi saadaan

AL e s = B (148)
2m d€% - 2 N
misséd uusi energia
252
E =B+ 1%
+ 2muw?

Yhtélo (148) on tuttu harmoninen oskillaattori, mutta sen energiatasot ovat
siirtyneet alemmaksi sihkokentédn vaikutuksesta

B q2€2
2mw?

E=n+2)hw

1
2

Edelli esitettiin tarkka ratkaisu ja samaan paidstddn hiiriolaskennalla. Ajatel-
laan, ettd harmonista oskillaattoria héiritdéan lineaarisella h&iriolla

H1 = 7(]539,
joten dimensiottomaksi Schrédingerin yhtéloksi tulee

d*, ()

a2 + (A —x2+ozx) Yn(z) = 0,
missé
1
= 2 _
@ ¢€ hmw3

ja energiaominaisarvo on F, = %hw)\n.
Héirion laskemiseksi tarvitaan matriisielementit

Wnialelpn) = (/0=
(Gooalzln) = /5

Ensimmaisen kertaluvun korjaus energiaan héviai, koska operaattorilla x on
vain ei-diagonaalisia matriisielementtej4,

EM =0.
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Ensimmaéisen kertaluvun korjaus aaltofunktioon on

(0) (0)
1 _ <wm |H1 W’n > 0)
o= > e v
n - m

mzEn

Dimensiottomissa yksikoissd H; = aux, joten

g = W) o WD) o)
" /\n - >‘n+ n+1 >\n - >\n—1

Z( Vel + ¢M”>.

Muistetaan, ettéd hairiintyméattomélle tilalle A,, = 2n 4+ 1, joten A, — A\p11 = F2

Toisen kertaluvun korjaus energiaan

E, = E£°)+<¢£°)IH1Iw§L°) >
| < oW [Hp) > |?
+
m%;n E(O EO
1 n+l n
= A, o - =
o < 2 2)
1 1
= (n+ i)hw — —a’hw
1 q2E?
= — h —
( 2) YT omw?

Tulos on sama kuin tarkassa ratkaisussa saatiin.

17.2.2 Neliollinen hiirio

Olkoon hiirio muotoa
1 2.2
H, = §C’mw .

Talldisella hiiriolla on myos tarkka ratkaisu, silld uudeksi frekvenssiksi voidaan
ajatella w? = (1 + C)w?

1 1
E,=(n+ §)hw’ = (n+ §)hw\/1 +C.

Hairiokehitelmaé varten tarvitaan

a2, (z) = n—2|— 1$wn+1(l‘) + \/Zm/}nl(x)
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- W(Wwww e >>
+ \/ﬁ<\/%1/}n wn 2( >

= \/ (n+2)(n+ )iz + n+2>w
+ ivnn_ wn72~

Niissd kaavoissa on yldindeksi nolla jétetty pois héiriottomén tilan aaltofunk-
tiosta.

Matriisielementeiksi saadaan

<¢n+2|x2|wn> = = (n + 2)(71 + 1)
(Wnle?ln) = nt g
<¢n—2|x2|wn> = % n(n — 1) .

Toisen kertaluvun korjaus energiaan on silloin

1

i %hw [—(n+1)(n +2) +n(n—1)]
C 02]

1
= A
hw(n+2){+2 3

1 1
E, = (n+ §)hw + iC(n +

joka on sama kuin neliGjuuren /1 4+ C kehitelmén kolme ensimmaista termié.

17.2.3 Epidharmoninen hiirié
Olkoon héirié6 muotoa
H1 = 201’3 .

laaduttomissa yksikdissé. Tarvittavat matriisielementit saadaan edelld lasketuis-
ta 21, termeistd kertomalla x:114

(Pnislzdibn) = \/(”+3)(n;2)(n+1)

Wl = 3("5)
<¢n—1|x3|wn> = 3 (

(Yn-sla®ltpn) = \/ 3




Toisen kertaluvun energiaksi saadaan

1 15 1 7
E, = (n+ §)hw — Zcﬁ(n + 5)2hw - onhw
joten energiatasojen vélinen energiaero riippuu kvanttiluvusta n
15
E,—FE, 1 = hw (1 — 202n>

Uudeksi aaltofunktioksi ensimmaisessé kertaluvussa saadaan

v, - wn+a{—3 (”+1>g¢n+1+3(g)gwn1

2
1 [(n+3)(n+2)(n+1)
- 3\/ ) Yn+3
1 /n(n—1)(n—-2)
+ g ] wn—3:|

Tarkastellaan sdhkémagneettisen dipoliséteilyn absorboitumista yksidimen-

sioiseen epdharmoniseen virdhtelijdén. Dipolioperaattori on muotoa
D=n~zx.

Olkoon vérahteliji perustilassaan, jonka aaltofunktio on edelld ensimméisen ker-

taluvun héiriolaskulla saatua muotoa

3 1
Ug=tg+0|——=1p1 — ——=

0 =1%o 5 \@7/}1 5 \/31#3
Dipolioperaattorin matriisielementeiksi saadaan seuraavat lausekkeet, kun o:n
nelislliset ja korkeammat termit jitetdén huomiotta (harj.).

. 1
v, | DWW = —
< 1| | 0> 7\?
Uo|D|Wy) = ~v—
< 2| | 0> ’Y\/ga
<‘I’0|b|‘1’0> = —75 o

Havaitaan, etté térkein transition on tilojen 1 — 0 valilld. My6s transitio 2 — 0
havaitaan, mutta selvisti pienemmalld intensiteetilla. Mittauksissa havaitaan
frekvenssit

15
hwm = E1 — Eo = hw(l — ?0'2)
hu)zl = E2 - E1 = hw(l - 150’2)

45
hUJQO = E2 - EO = hw(2 - ?(72)

Niitd ja korkeampia frekvenssejé vertaamalla voidaan epdharmonisen hairion
kytkentévakio maarata.
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17.2.4 van der Waals voima kahden vetyatomin vililla

Ajatellaan, etté meilld on kaksi vetyatomia A ja B, jotka vuorovaikuttavat kes-
kenéén dipolimomenttiensa vélitykselld.

Dy = gqra
DB = (qrp.

Olkoon atomien ytimien vilinen R etéisyys paljon suurempi kuin kunkin atomin
elektronin etéisyys ytimestd rq jarg (R >>r4, rp).

Séhkoisen dipolimomentin D4 aiheuttama sihkostaattinen potentiaali
etdisyydelld R ytimestd A on

1 Dysu-R

U(R) - 47‘(80 R3

Dipolimomentti synnyttéiéd sdhkokentan

E

_VRU(R)
a1 A — 3(ra - )il
4mey R3 4 ATTm

missé

Dipolin B potentiaalienergiksi saadaan

Waa = _F'DB
e . .
= = [ra-rp—3(ra -n)(rp-n)
missé
e? ¢

- 471’80
Valitaan yksikkovektori 71 z-akselin suuntaiseksi, jolloin
o2
Waa = s [TATB +yays — 22428]

Kvanttimekaniikassa tdméa tulkitaan kahden sdhkoisen dipolin véliseksi poten-
tiaalienergiaoperaattoriksi.

Olkoon kahta vetyatomia ja niiden vélistd vuorovaikutusta kuvaava Hamiltonin
operaattori

H = Hoa+ Hop + Waq
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Hya ja Hyp ovat erillisten vetyatomien A ja B Hamiltonin operaattorit.
(Hoa + Hop) Int;n'l'y = (B, + Ey)|nt;n' ()

Systeemin perustila on |1s;1s) ja sen energia on 2F.

Vetyatomien tilat |nf;n'¢’) muodostavat hiirigttéméin systeemin kantafunktiot
ja termi Wyy aiheuttaa hiirion tdhén systeemiin.
Ensimmaisen kertaluvun korjaus energiaan, kun vetyatomit ovat perustilassaan

EW = (1s; 15|Wya|ls; 1s) = 0,

silla kaikkien koordinaattien odotusarvot perustilassa ovat nollia, kuten esimer-
kiksi

(1s;1s]|zalls;1s) =0

Toisen kertaluvun korjaus energiaan

E® = 3 |(nt;n/0'|[Wya|ls; 1s)|?

2Els - En - En’
neé;n’e’
Koska
1 C
de X ﬁ = E(Q) = _E
ja vakio

C = et Z |(nl;n' 0|z azp + yays — 2242p|1s; 1s)|?
a —2B1, + By, + By

neé;n’e’
Koska energia Ryberg yksikoisséd on
1

n2

E, =

niin energianimittéjassid termi Fps dominoi ja sithen verrattuna termit F, ja
E,, voidaan jattdd pois. Silloin summaus yli viélitilojen

S olenlynlnl | =1
n,;n’ 0’
voidaan suorittaa, koska kyseessd on tdydellinen ortonormaali kanta. T&lloin
laskettavaksi jaa
4

e
C=—
2E15

(1s;1s|(zazp + yays — 2zAzB)2|1s; 1s)
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Kaikki lineaariset termit hiaviavit, mutta neliclliset termit
(1s|x?|1s), (1s|z%|1s), . .., (1s|2%|1s)
jaavét.
Kunkin matriisielementin arvo on kolmasosa matriisielementistéa
(1s]r%|1s) = 3a3
silld 14 = 2% + y4 + 2%, joten kertoimeksi C saadaan

2
= 12a$ x Ry

et

a 2Els

2
6 ‘<ls|?’:‘|1s>

O:

kun energia on Rydberg yksikoissé ja ag on Bohrin radan séde. Toisen kertalu-
vun energiakorjaukseksi saadaan silloin

E® ~ ap

Tamé antaa vetyatomien vilille attraktiivisen hénnén, mutta lyhyilld
etédisyyksilld vuorovaikutuksen tdytyy olla repulsiivinen, jotta molekyylit oli-
sivat stabiileja.
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18 Raskaammat atomit ja kuorimalli

Raskaalle atomille, jonka jarjestysluku on Z, on Hamiltonin operaatori muotoa
Z 2 Z 2 2
h Ze e
H = —E —v‘?—E :7+§:7
L4 dm, b 4 T4 ‘£~ |r; — 1|
=1 =1 1<J
= T+YV,

joka on niin monimutkainen, ettei Schrodingerin yht#loéd voida ratkaista tarkasti,
kun Z on suuri.

18.1 Kuorimalli

Hartree-Fock-teorian avulla voidaan johtaa hyva approksimaatio atomin tiloil-
le. Olkoon u(r;) elektronin ¢ tuntema keskeisvoimakentté, jonka ydin ja muut
elektronit muodostavat. Valitaan wu(r;) siten, ettd se keskiméirin mahdollisim-
man tarkoin korvaa potentiaalin V.

Z

4 72 2
u=) u(r)RV==3% %—Zﬁ

i=1 i=1 v i>i

H = T+V=T+u)+(V—-u)=Hy+H'

Hy H'’
Z h2
i=1
Ho (1)

ja H' on pieni hairio.
Heti, kun u(r;) on valittu, Schrodingerin yhtéls
Hyp = Eib (149)

voidaan ratkaista ja saamme energiat F ja aaltofunktiot . Hamiltonin ope-
raattori Hy johtaa ns. riippumattomien hiukkasten malliin. Yhtdlon ratkaisu
saadaan erottamalla muuttujat ri,rs,...,rz.

P(r1,ra, ..., Tz) = p1(r1)p2(ra)...02(rz)

Sijoitetaan yrite Schrodingerin yhtdloon (149) ja jaetaan puolittain ¢:1l4.

oy

E =
G



= l[Ho(l) + ...+ Ho(Z2)]p1(r1)pa(ra)...oz(rz)

P
_ @Hou)mrl)+@Ho<2>w2<r2>+...
+ El(Z) (r2) .

SDZ(I'Z) 0 Yz\Yz
= F = wvakio

Vasemmalla kunkin termin on oltava vakio ja lisdksi

Saamme taten yhtilot
Hy(i)pi(ri) = €ipi(ri), (i=1,2,...,2)

jotka ovat toisistaan riippumattomia ja tuttua muotoa

2

5 VP )| olr) = cp()

Téamén yhtédlon ratkaisut ovat

Prlm (I‘) = Rn/(r)yrfz(g)
Saamme karkean approksimaation, mikili oletamme, etté

Z4e Z%)
~—— g ,=——2F
u(r) degr’ Ent n2 °

missé Ep on vetyatomin perustilan energia (1Ry). Potentiaali on likimain Cou-
lombin potentiaali, jonka olemme jo vetyatomin yhteydessé ratkaisseet. Tosin

€2 on kaikkialla korvattava Zéﬁf) e?:lla.

Koko atomin tilat saadaan asettamalla kukin elektroni johonkin tiloista nfm.
Téssd yhteydesséd on otettava huomioon Paulin kieltosaanto, joka mukaan ku-
hunkin kvanttitilaan ném voidaan panna kaksi elektronia: toisella spin ylos ja
toisella alas. Alimmat tilat saadaan sijoittamalla elektronit sopusoinnussa kiel-
tosddnnon kanssa mahdollisimman alhaisiin yksihiukkastiloihin. Kullekin alikuo-
relle n¢ mahtuu 2(2¢+1) kappaletta elektroneja ja tésmilleen vedyn tyyppisessi
kentéissd 2n2 johtuen /-tilojen degeneraatiosta. Atomeja, joilla on tiydet kuoret

kutsutaan jakokaasuiksi.
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Tasojirjestys Coulombin kentéssi

EXE )
@ © a =

% .
@  © 10N
1—8 2 He

(2)

Vain He ja Ne saadaan oikein.

18.1.1 Jalokaasut efektiivisen varauksen kentissi

Efektiivinen potentiaali Uyp voidaan laskea iteroimalla ns Hartree-Fock-
yvht&loitéd, joissa efektiivinen potentiaali riippuu yksihiukkasaaltofunktioista.
Saatu potentiaali Ugp ei siis riipu pelkéstédn hiukkasten paikasta, mutta li-
kimé#érin sitd voidaan kuvata ns. varjostetulla Coulombin kentélld, jossa ytimen
effektiivinen varaus riippuu kvanttiluvusta /.
79
dmegr

Unr ~
Efektiivinen varaus voidaan laskea kullekin tilalle ¢ silloin, kun kaikki alemmat
tilat on miehitetty.

Tuloksena saadaan korjauksia alkuaineiden kuorirakenteeseen. Tila 3d siirtyy
samalle kuorelle 4s ja 4p-tilojen kanssa.

4s 4p 3d

s 3 r
®  © 1A
2s 2p

(—2) @ 10 Ne
Ls 2 He

@

Hartree-Fock potentiaali poikkeaa Coulombin potentiaalista merkittdvasti, kun
varaus on suuri johtuen siitd, ettd ldhelld ydintd olevat elektronit varjosta-
vat ytimen varauksen kauempana olevilta elektroneilta. Alimmat s-elektronit
"nékevit” miltei koko ytimen varauksen 4+Ze, kun taas kaukana olevat elektronit
"nékevit” vain yhden ionivarauksen +e. Témén vuoksi tilat 3s ja 3p muodosta-
vat kuoren 3d:n siirtyessé seuraavalle kuorelle 4s 4p 3d, ja saamme kolmanneksi
jalokaasuksi Argonin.

Atomien viritystilat saadaan siirtdmalld yksi tai useampia elektroneja korkeam-
piin yksihiukkastiloihin. Monihiukkasaaltofunktiot ovat Slater-determinantteja

Y(ry,re,...,r7;01,02,...,02)
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NI : :
0z(1) ©z(2) -+ wz(2)

Nédmé muodostavat ortonormaalisen jérjestelmédn monihiukkasavaruudessa.

18.2 Alkuaineiden jaksollinen jarjestelma

Hyvé ldhde verkossa on http://www.webelements.com/.

Alkuaineiden jaksollinen jirjestelmé voidaan yksityiskohdissaan selittds edelld
kuvatun Hartree-Fock-menetelmén avulla. Témén mallin yksityiskohtinen
lapivienti vaatii kuitenkin monimutkaisia numeerisia laskuja. Pa#tulokset on esi-
tetty liitteend olevassa taulukossa, josta nikee alikuorien tédyttymisjirjestyksen
s,p,d, f,g jne. Jarjestys médrdytyy Paulin kieltosdéinnon ja Hartree-Fock-
potentiaalin Uyp(r) &~ varjostettu Coulombin potentiaali) antaman yksihiuk-
kasspektrin yhteisvaikutuksena.

Jalokaasut:

Heg, Nelo, AI‘lg, KI‘36, Xe54, R,Ilgﬁ

Alkuaineet, joilla on vain téysié alikuoria nf kutsutaan jalokaasuiksi. Jalokaa-
sujen elektronitiheysjakautuma on pallosymmetrinen. Atomin kulmaliikem#&ri
L, spinliikemééra S ja kokonaiskulmaliikemé#rs J havidavat ts. L=5=J=0
Jalokaasujen perusominaisuudet:

1. Perustilan konfiguraatio 28411, = 18y el valenssielektroneja.
2. Ionisaatioenergia on suuri.
3. Alimmat viritystilat sijaitsevat korkealla perustilan yldpuolella.

4. Jalokaasut eivit muodosta pysyvid kemiallisia yhdisteité, ja esiintyvét ai-
na yksiatomisina.

Alkalimetallit:
Liz, Naj1, Kig, Rbsz, Csss, Frgr
Perusominaisuudet:

1. Perustilan konfiguraatio 2.5, /2: yksi valenssielektroni S-kuorella.
2. Tonisaatioenergia on pieni.
3. Alimmat viritystilat ovat suhteellisen ldhelld perustilaa.

4. Alkalimetallit luovuttavat yliméiraisen elektroninsa helposti, ja ovat ke-
miallisesti aktiivisia.
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Halogeenit:
Fy, Cli7, Brss, Is3, Atgs
Perusominaisuudet:

1. Perustilan konfiguraatio 2P; /2 ts. P-kuorella on yhden elektronin vajaus
eli aukko. Aukkoa voidaan usein kisitelld kuin valenssielektronia.

2. Ionisaatioenergia on suuri.

3. Halogenit vastaanottavt mielelldéin yhden elektronin, jolloin ne saavat ja-
lokaasukonfiguraation. Tastéd syystéd yhdisteet alkalimetallien kanssa ovat
lujia esim. NaCl, LiF jne. HF, HCI jne.

Muut alkuaineet:
e Useita valenssielektroneja.
e Ionisaatioenergia pieni.
e Lihella perustilaa useita valenssielektronikonfiguraatioita.

e Voivat muodostaa paljon ja erilaisia kemiallisia yhdisteitd (esim. hiili).
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