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1. Massakeskipisteen rata
Pystysuoraan putoava kranaatti rédjahtda kahteen yhtédsuureen osaan 2000 metrin kor-
keudessa. Kranaatin nopeus rdjahtamishetkelld on 60 m/s. Rdjahdyksen seurauksena
toinen osa liikkuu alaspéin nopeudella 80 m/s. Mikd on systeemin massakeskipisteen
paikka 10 s kuluttua rdjahdyksesta?

2. Kulmaliikem&iara massakeskipistetta kayttiaen
Tarkastellaan hiukkasjoukkoa, jossa hiukkasten paikat r; ja massat m;. Merkitain ko-
konaismassaa M:114, massakeskipisteen paikkaa R:ll4, ja hiukkasten paikkavektoreita
massakeskipisteen suhteen 7.
a) Lausu r; kiyttden R ja 7.

b) Lausu hiukkasen ¢ nopeus v; = r; kiyttden massakeskipisteen nopeutta V' =
R ja massakeskipisteen suhteen laskettua hiukkasen nopeutta v, = 7]. Tésséa
aikaderivaattaa on merkitty pisteella.

c) Osoita ettd >, mr, = 0 ja >, m;v, = 0.

d) Osoita ettd hiukkasjoukon kulmalitkemédrd L = Y, r; X p; massakeskipisteen
avulla kirjoitettuna on

L=RxMV +> r;xp,

missé p}, = m;v, on hiukkasen 7 litkemédrd massakeskipisteen suhteen.

3. Kineettinen energia massakeskipistetti kayttien
Osoita, ettéd hiukkassysteemin kineettinen energia voidaan kirjoittaa muotoon
1

1
T = §MV2+§ZmiU§2 ,

missé M on kokonaismassa, V' massakeskipisteen nopeus ja v} hiukkasten nopeudet
massakeskipisteen suhteen. Huomaa, etti V2 = V -V ja v/° = v/ - v. Vihje: kiyti
hyvaksesi edellisen tehtavin tuloksia.

4. Voimakentta
a) Onko seuraava voima konservatiivinen? Laske myos vastaava potentiaali.
F = (6abz®y — 20b2*y?)i + (6abxz® — 10bz*y)j + (18abxz*y)k

b) Massan m sijaitessa origossa sen gravitaatiokentdn potentiaalin lauseke on

V(r) = —7%, r?=a oyt 422



Muodosta voimavektorin F' = —VV komponentit. Mista tieddt ettd F' on kon-
servatiivinen?

¢) Olkoon hiukkanen voimakentéssé
F = 24¢% + (36t — 16)j — 12tk,
sen nopeuden ollessa
v = 4t% + (9t* — 8t)j — 3t°k.

Néissé kaavoissa F' on lausuttu Newtoneissa, nopeus yksikoissd m/s ja aika ¢
sekunneissa. Mikd on kentédn tekemé tyo siirryttdessd hetkestd ¢t = 1 hetkeen
t =27

Vihje: Kirjoita tyin lauseke uudelleen ottamalla parametriksi aika.

5. Napakoordinaatit
Esittékoot koordinaatit (r,0) hiukkasen paikkaa napakoordinaateissa. Jos 7 on yk-
sikkovektori paikkavektorin r suunnassa ja 6 on yksikkovektori, joka on kohtisuorassa
vektoria r vastaan kasvavan 0:n suuntaan, osoita etté

T tcosf + jsinf
0 = —isinf+jcosb
i = 7cos—0sind

J = 7rsinf+ 6 cos 0.
Osoita liséksi, etta
SNL
—70

(NP P
Il

ja ettd nopeus ja kiihtyvyys saadaan kaavoista

v = 7+ 6rf
= 77 — 16 + 0(r0 + 276).



763310A ANALYYTTINEN MEKANIIKKA Harjoitus 2 sl. 2017

1. Snellin laki mekaniikassa
Tarkastellaan hiukkasta (kokonaisenergia E) potentiaalissa

V, josz>0
V(xvyyz):{vl jOSZ<O :

Osoita, ettd hiukkasen suunnan muutos noudattaa Snellin lakia

nsind =n'sin@’,

n |E— V7
n \E-V'

Vihje: Kéytd hyvéksesi liikemddrdan komponenttien p, ja p, sekd energian séilymista.

missé

A

<

2. Kulmaliikemééri liikkkuvassa koodinaatistossa
Tarkastellaan pisteen ry mukana liikkuvaa (vaan ei pyorivdd) koordinaatistoa. Osoita,
ettd tissd koordinaatistossa lasketulle kulmaliikemaérille L' = Y, (r; —rq) X (p; —m;7)
on voimassa

L/ :N/+M(T0 —R> X ’i';(),
misséd IN' on ulkoisten voimien momentti pisteen 7y suhteen, M on kokonaismassa ja
R on massakeskipiste. Mainitse kaksi erikoistapausta, joissa L' = N'?7

3. Heittoliikkeen hiiriolasku
Laske vilivaiheet luentomateriaalin luvussa 2.3 esitetystd hiiriolaskusta. Vihje: heit-
toon kuluva aika méaardytyy ehdosta yo(t) + y1(t) = 0. TAmé& johtaa toisen asteen
yhtaloon. Sen ratkaisu tavanomaisella ratkaisukaavalla on mahdollista. Péadset kuiten-
kin vahemmaélla, jos sovellat sithenkin hairiélaskua, siis sijoitat ¢ = to+%; ja muodostat
nollannen ja ensimmaéisen kertaluvun yhtélot k:ssa.



4. Epélineaarisen viridhtelijin hairiclasku
Tutkitaan hiukkasen (massa m) yksiulotteista liikettd potentiaalissa

1 1
U(z) = 5/{;:102 — Zméx‘l.

Potentiaalin lisdksi hiukkaseen vaikuttaa harmonisesti varahteleva voima mA cos wt.
a) Muodosta hiukkasen Newtonin liikeyht#lo.

b) Oletetaan, ettd w? = k/m # w?. Kirjoita hiiridteorian avulla (s:n suhteen)
nollannen ja ensimmaéisen kertaluvun liikeyhtalot seké ratkaise ne yritteilla

r9 = Beoswt, x1 = Ccoswt+ D cos3wt.

Hahmottele virdhtelyn amplitudit B, C' ja D taajuuden funktiona (tutki tapaus-
tae > 0). Milld w:n arvoilla hiiriéteorian ensimméinen kertaluku on riittAméton?
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1. Napakoordinaatisto
Laske lépi kaikki vélivaiheet luentomonisteen luvun 3.2 esimerkista 2: Yksi hiukkanen
napakoordinaateissa.

2. Heittoliike Lagrangen mekaniikassa
a) Johda vinon heittoliikkeen yhtélot Lagrangen formalismin avulla (alkunopeus
vo ja heittokulma a).

b) Yrité keksid Lagrangen funktioon jokin lisétermi, joka tuottaisi luennolla késitellyn
ilmanvastusvoiman.

3. Heiluri
Kirjoita yksinkertaisen heilurin Lagrangen funktio ja sen liikeyht&lo. Ratkaise liikeyhtalo
pienien vérihtelyjen tapauksessa (vérdhtelyn amplitudi < langan pituus).

4. Jousi
a) Osoita ettd jouseen, jonka jousivakio k, liittyy potentiaalienergia %st, missé
s on jousen pituuden muutos sen lepopituudesta. Téata varten laske ulkoisen
voiman tekemé tyo kun jousta venytetddn s:n verran, ja totea ettd sama lasku
péatee myoOs negatiiviselle s:lle.

b) Kirjoita Lagrangen funktio jousesta riippuvalle painolle, joka voi liikkua vain
pystysuunnassa. Ratkaise Lagrangen yhtalot.
Vihje: Differentiaaliyhtélo muotoa Ly = f, missd L on lineaarinen operaattori
ja f on y:sta riippumaton “epdhomogeenisuus”, ratkaistaan etsimélla ensin ho-
mogeenisen yhtdlon Ly = 0 yleinen ratkaisu ja sitten etsimélld tdyden yhtéalon
Ly = f yksi ratkaisu. Yleinen ratkaisu saadaan ndiden ratkaisujen summana.

5. Pallokoordinaatisto

a) Osoita ettd hiukkasen kineettinen energia pallokoordinaateissa (r = r cos ¢ sin 6 &+
rsingsing y + rcosf z) on

1 . .
T= §m(7'“2 + 7207 4 r?sin® 0 ¢?).

b) Kirjoita Lagrangen funktio massapisteelle, joka on painovoimakentéssé ja on
yvhdistetty painottomalla jousella kiintedén pisteeseen.
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1. Liukuva heiluri
Tutkitaan systeemié jossa on heiluri (massa mo, pituus ) ja sen kiinnityspisteeseen,
joka voi liikkua vaakasuoraan heilurin heilahdussuunnassa, liittyy massa m;.

X

d----------
oQ

Osoita, ettéd systeemin Lagrangen funktio on

1 1 . .
L= §(m1 +my)i® + §m212¢2 + malip cos ¢ + gmal cos ¢.

2. Pyoriva heiluri
Tutkitaan tasoheiluria (massa m, pituus /), jonka ripustuspiste kiertdéd vakiokulmano-
peudella w heilurin tasossa olevan ympyran (side a) keh#é pitkin.

Osoita, ettd Lagrangen funktio on
L 99 L . L5
L= le ¢° + malwe sin(¢p — wt) + mgyl cos ¢ — mga sin wt + ima w”.

Miksi kahdella viimeiselld termilla ei ole vaikutusta Lagrangen liikeyht&loihin?

KAANNA



3. Sdahk6magneettiset potentiaalit

a) Osoita, ettd Maxwellin yht&lot

V.-B=0 |, vxE--’B
ot

toteutuvat automaattisesti, kun kentét kirjoitetaan skalaaripotentiaalin ¢ ja vek-
toripotentiaalin A avulla, kuten

0
E=-V¢p——A | B =V x A.
ot
b) Osoita, ettd A ja ¢ eivit ole yksikésitteisesti madrittyji, vaan ettd samat kentét

FE ja B saadaan, vaikka tehddan mittamuunnos

5%

A,:A+VX s QS/:QS_a?

missé y(7,t) on mielivaltainen funktio.

4. Liike magneettikentéissi
Tutki varatun hiukkasen liikettd vakiomagneettikentéissd B = Bz. Totea, ettd B voi-
daan esittdd kayttden vektoripotentiaalia A = —Byx. Muodosta Lagrangen yhtélot
karteesisille koordinaateille. Osoita, ettd ratkaisu x-y-tasossa on ympyraliike

r =z +rocos(wt + ¢g) , Y =yo+ 1osin(wt+ ¢p)

kulmanopeudella
qB
Ww=—-——,
m

joka ei riipu radan sdteestd rg. Mitd voit sanoa liikkeestd z-suuntaan? Tutki, ettd
yleisessé ratkaisussa on vaadittava mééra (6) vapaita parametreja.
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1. Harmoninen liike
Muodosta Lagrangen funktio, laske Lagrangen liikeyht&lot ja esité niiden yleinen rat-
kaisu seuraavissa tapauksissa.
a) Hiukkanen yksiulotteisessa potentiaalissa

V(z) = 6kz(x — 2),

missé k on vakio.
b) Hiukkanen kolmiulotteisessa harmonisessa potentiaalissa

1
Vi(z,y,z2) = 5(751902 + koy® + k3z®),
missé ki, ko ja k3 ovat vakioita.

2. Liike sylinterilla
Tarkastellaan z-akselin suuntaisen sylinterin z? + y*> = R? pinnalla kitkatta liikku-
vaa massapistettd, johon vaikuttaa origoon suuntautunut voima F' = —kr. Kirjoita
systeemin Lagrangen funktio. Johda siitéd liikeyhtélot ja ratkaise ne. Kéyté sylinteri-
koordinaatteja r = &pcosp + ypsinp + 2z.

3. Minimaalinen pyoridhdyspinta
Laske luennolla esitetyn luvun 4.2 variointiesimerkin 3 vélivaiheet. Differentiaaliyhtélon
yleisen ratkaisun toteamiseksi riittda osoittaa, ettd ratkaisu toteuttaa saadun yhtéalon
ja ettd siind on kaksi vakiota (joiden vaikutus eroaa toisistaan).

4. Fermat’n laki
Fermat'n lain mukaan valo kulkee kahden pisteen vélilla reittid, johon kuluva aika on
ekstremaalinen (minimi). Léhtien Fermat'n laista
a) osoita, ettd homogeenisessa viliaineessa (valonnopeus ¢) valo kulkee suoraa vii-
vaa pitkin. (Vihje: palauta tehtdvé jo tuttuun esimerkkiin, jota ei tarvitse laskea
uudelleen.)
b) johda heijastumislaki ja Snellin taittumislaki kahden aineen rajapinnassa (valon
nopeudet ¢ ja cg).
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1. Toinen derivaatta Lagrangen funktiossa
Oletetaan, ettd Lagrangen funktio riippuu kiihtyvyyksista eli
L = L(q, g, ;t). Johda Hamiltonin periaatteesta léhtien liikeyhtalo funktiolle ¢. Mitka
ovat jarkevit reunaehdot téssé tapauksessa? Edelleen, mika on litkeyhtélo tapauksessa

m k
L=——qj——q¢*?
2qq 2‘1

2. Heiluri differentiaalisella side-ehdolla
Tutki yksinkertaista heiluria uudestaan niin, ettd heilurin pituus otetaan mukaan dif-
ferentiaalisena side-ehtona Lagrangen yhtélossd. Osoita, ettd heilurin liikeyhtéaloksi
saadaan sama kuin aiemminkin ja laske lankaa jannittdva yleistetty voima. [Vastaus:
Q = mré? + mg cos 6.]

3. Atwoodin pudotuskoe differentiaalisella side-ehdolla
Tutkitaan uudestaan luennolla késiteltyd Atwoodin pudotuskoetta. Jotta saisit lasket-
tua langassa olevan jéannityksen @), kiytd kummankin punnuksen sijainnille omaa koor-
dinaattia, ja ota langan vakiopituus huomioon differentiaalisilla side-ehdoilla. [Vastaus:

Q = 2mimag/(my + mo).]

4. Kaveleva hamahikki

Haméahakki padsee kidveleméadn korrella, joka kiertyy painopisteenséd kautta kulkevan
vaakasuoran akselin ympéri. Naihin vaikuttaa vakio painovoima. Mika on hdmé&hékin
ctéisyyden r kiertoakselista oltava, jotta korren kulmanopeus w = ¢ pysyisi vakiona?
(Vihje: Hamé#hakin kédvely kortta pitkin méédrdd funktion r(t), joten vapaaksi yleiste-
tyksi koordinaatiksi ja& vain korren kiertymiskulma ¢. Ratkaise tédtd vastaava Lagran-
gen yhtils.) Osoita myos, etta korren pyorimisestd aiheutuvalla kineettiselld energialla
Tiorsi = L1147 ei ole vaikutusta lopputulokseen. [Vastaus: r = ro — (g/2w?) sin ¢.]
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1. Apina ja banaanit
Massaton venyméton naru kulkee kiinnitetyn vakipyoran yli. Banaaniterttu, massal-
taan m, on kiinnitetty narun toiseen padhdin B. Apina, massaltaan M, on aluksi
langan toisessa padssd A. Apina kiipedd narua ja sen liikkuma matka d(t) suhtees-
sa narun padhidn A on jokin funktio ajan suhteen. Systeemi on aluksi levossa, joten
alkuehdot ovat d(0) = d(0) = 0. Valitse sopivat yleistetyt koordinaatit ja laske systee-
min Lagrangen funktio niissé koordinaateissa. Osoita, ettd apinan korkeutta Z kuvaava
yhtalo on
(m+ M)Z —md = (m — M)g.

Integroi yhtalo liikkeen ratkaisemiseksi. Erikoistapauksessa M = m osoita, ettd banaa-
nit ja apina nousevat saman korkeuden siten, ettd niiden pystysuora etiisyys on vakio.

2. Liikevakiot
Harjoituksessa 4.1 johdettiin Lagrangen funktio

1 1 . .
L= 5(??@1 + my)i? + §m2l2¢2 + malip cos ¢ + gmal cos ¢.

Mitké ovat jarjestelmén liikevakiot?

3. Relativistinen hiukkanen
Viitetdédn etté relativistista hiukkasta potentiaalissa V' = —k/r kuvaa Lagrangen funk-

tio ‘
. [ 2422k
L(Ta (bv'ra(b) = _mCZ - 62¢ =+ ;7 (1)

missd r ja ¢ ovat napakoordinaatit, m hiukkasen massa ja ¢ valon nopeus. Etsi lii-
kevakiot. Ovatko ndmé sopusoinnussa sen kanssa mitd opit Johdatus suhteellisuus-
teoriaan 1 -kurssilla? Huomaa ettéd relativistiselle hiukkaselle H pitda laskea H:n pe-
rusmadritelmésta lahtien.



4. Hamiltonin funktio ajasta riippuvan side-ehdon tapauksessa
Tarkastellaan helmed (massa m) joka padsee liukumaan kitkatta pystysuorassa olevaa
vannetta pitkin. Vanteen sédde on a ja se pyorii keskipisteensé lépi kulkevan pystysuoran
akselin ympéri kulmanopeudella w. Kayttden hyvéksi kineettisen energian lauseketta
pallokoordinaateissa, osoita ettd jarjestelméa kuvaa Lagrangen funktio

1 : 1
L= §ma262 + imasz sin® @ — mga cos 6. (2)

Muodosta lausekkeet sekéd Hamiltonin funktiolle ettd helmen kokonaisenergialle. Osoita
ettd ne eivit ole samat. Kumpi niistd on vakio?

oo
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. Keskuskappaleiden massojen suhteet kiertoradoista

Muodosta likiarvo maan ja auringon massojen suhteelle kiyttamaélla ainoastaan vuo-
den pituutta, kuukauden pituutta (27.3 pdivdd), maan radan keskiméaraistd siadetté
(149 - 10° km) ja kuun radan sidetti (380000 km).

. Satelliitin rata

Kaasukehdttomén planeetan (massa M, side R) pinnalta ammutaan m-massainen
(m < M) satelliitti kiertoradalle. Satelliitti nousee radalleen korkeudelle h = r — R
ja sille annetaan paikkavektoria vastaan kohtisuorassa oleva alkunopeus v. Laske, etté
radan eksentrisyys ¢ alkunopeuden v funktiona on

T’U2

GM

5:‘1—

Milla v:n arvoilla rata on ellipsi, ympyré tai hyperbeli?

. Ratojen sulkeutuvuus hiiriGteorialla
Laske lédpi yksityiskohdat luetomonisteen luvun 5.3 kappaleesta “ratojen sulkeutu-
vuus”.

. Sironta kovasta pallosta

Tarkastellaan pisteméisten hiukkasten sirontaa kiinnitetystéd kovasta pallosta, jonka
side on R. Oletetaan sironta elastiseksi, eli hiukkasen tulo- ja lahtokulma pinna nor-
maalin kanssa ovat yhté suuret. Laske sironnan differentiaalinen- ja kokonaisvaikutusa-

la. (Vastaus: do/d2 = R?*/4,0 = T1R?)

. Painovoiman vaikutus térméiysvaikutusalaan

Osoita, ettd torméysvaikutusala oeonision tapauksessa, jossa pisteméinen hiukkanen
(massa m, suhteellinen nopeus kaukana v,,) térméé suureen palloon (side R, mas-
sa M > m), on

2nGMR

2
O collision = TR™ + 5
Uso

9

missé GG on gravitaatiovakio. Vihje: torméys tapahtuu jos pisteméisen hiukkasen radan
lyhyin etdisyys f — a suuren pallon keskipisteestéd on pienempi kuin R.
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1. Rajoitettu varahtelija
Mééaritd vardhtelytaajuus pienten vardhtelyjen tapauksessa hiukkaselle (massa m), joka
on kiinnitetty jouseen, jonka toinen péé on kiinnitetty pisteeseen A (kuva). Hiukkanen
voi litkkkua vapaasti pitkin suoraa viivaa, joka on etdisyydellda a pisteestd A. Jousen
pitdmiseen pituudessa a (suurempi kuin lepopituus ly) vaadittava voima on F.

2. Kytketyt heilurit
Kaksi identtista heiluria (pituus [, massa m) on kytketty toisiinsa vaakasuoraan jousella
(jousivakio k, lepopituus d) siten, ettéd tasapainossa heilurit ovat pystysuorassa (kuva).
Kirjoita Lagrangen funktio tarkasti ja sitten pienten vardhtelyjen approksimaatiossa.
Tulos pienten vardhtelyjen approksimaatiossa:

L= ;m (7'7% +r‘;§) - ; <W;g +/<:) (nf +n§) + ke

3. Kytkettyjen heilurien taajuudet
Osoita, ettd edellisen tehtdvin pienten vérdhtelyjen taajuudet ovat w; = ﬁ ja we =

% + % Mitka ovat ominaisvektorit?
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1. Painovoima pyorivassi koordinaatistossa
Tarkastellaan mitd ndenndisid voimia kohdistuu kappaleeseen maan pyorimisliikkeen
(kulmanopeus w) vaikutuksesta. Mééritelladn mg voimana, joka vaikuttaa kappalee-
seen, joka on paikallaan maan mukana pyorivissa koordinaatistossa.
a) Osoita ettii g = go + rw?sinfp, missi on kiiytetty sekd pallo- (r,0,¢) etti
sylinterikoordinaatteja (p, p, z) ja go on pelkké gravitaatiokiihtyvyys.
b) Muodostetaan ortonormeerattu koordinaatisto, jossa 2 on —g:n suuntaan, & on
eteldéin ja g itddn. Téssd koordinaatistossa w = w(2cosf — &sinf) + O(w?).
Osoita héiiriolaskulla w:n suhteen, ettd korkeudelta h vapaasti putoavan kappa-
leen rata on

1 1
r(t) = (h— 59752)2 + gwgtg sin 6y.

2. Suorakulmaisen sdrmion hitausmomenttitensori
Homogeenistd suorakulmaista sdrmicté kuvaa tiheys

(3)

o(r) = M/abe jos |z| < & jay| < Zjalz| <&,
0 muutoin,

missé M on kokonaismassa. Laske suorakulmaisen sdrmion hitausmomenttitensori sen

keskipisteen suhteen. Johda erikoistapauksena (b — 0 ja ¢ — 0) ohuen sauvan hitaus-

momenttitensori.

3. Padhitausmomentit epdsymmetriselle kappaleelle
Tutkitaa toisiinsa jaykésti kiinnitettyji massapisteitd (jokaisen massa m) paikoissa
(1,0,0), (1,1,0), (—1,0,0) and (—1,—1,0) (yksikoissé a). Laske hitausmomenttitenso-
ri. Osoita ettéd padhitausmomentit ovat

Ly = (3+V5)md®, I3 =6ma’. (4)

Osoita ettéd pienin padhitausmomentti vastaa akselia, jonka napakulma on ¢ = 31.7°.
A

\ | g




4. Hitausmomentin riippuvuus origon valinnasta
Aikasemmassa harjoitustehtévissa (1.3) totesimme etté hiukkasjoukon kineettinen ener-

gia

1 .

T = 5MR? +T1 (5)
missi M on kokonaismassa, R on massakeskipisteen nopeus ja 7" on kineettinen ener-
gia massakeskipistekoordinaatiston suhteen. Soveltaen tata tulosta jaykélle kappaleelle,
paéttele sauvan padhitausmomentit sauvan padn suhteen.

5. Sauvaheiluri
Muodosta Lagrangen funktio tasapaksulle ohuelle sauvalle (massa M, pituus 1), joka
on kiinnitetty toisesta péadstéddn siten, ettéd se heilahtelee tasossa vakiossa painovoima-
kentéssé. Laske myos pienten vardhtelyjen taajuus.
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1. Sylinteri sylinteripinnalla
Osoita ettd R-sédteisen sylinterin sisépinnalla vierivéin homogeenisen sylinterin (séde a,
massa M, keskipisteen napakulma ) kineettinen energia on

Apuna voit kiyttdd tulosta ettd homogeenisen sylinterin hitausmomentti sen akselin
suhteen on Ma?/2.

2. Eulerin yhtilo Eulerin kulmista ldhtien
Lahtien Lagrangen yhtélostd Eulerin kulmalle
dor or
A A — N37
dt oy 0Oy
johda Eulerin yhtélo
]3(,2)3 = wlwg(fl - IQ) + Ng.

3. Symmetrinen hyrri painovoimakentissa
Laske vélivaiheet luennolla esitetystd (luku 7.4) symmetrisestd hyrréastd painovoima-
kentéssa.

4. Heiluri Hamiltonin mekaniikalla
Tarkastellaan yksinkertaista heiluria, jolle

1 .
L= §ml202 + mgl cos@.

Kirjoita Hamiltonin funktio kanonisten muuttujien funktiona. Osoita, ettd Hamiltonin
lilkkeyhtaloista saadaan 6:lle sama yhtdlo kuin Lagrangen formalismissakin.
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1. Poissonin sulkusuure tulolle
Osoita, ettd Poissonin sulkusuureille on voimassa

[AB’ C]PB =A [B> O]PB + [Av O]PB B.

2. Sailymislait Poissonin sulkusuureilla
Osoita, etté liikeyhtéloista

dA 0A

S _H A el

gt~ U Ales +
seuraavat Hamiltonin mekaniikassa (a) Hamiltonin funktion séilyminen, kun %—Ij =0
ja (b) kanonisen liikem&éran py siilyminen, kun = 0.

3. Kulmaliikem&irin Poissonin sulkusuuret
Yhteen hiukkaseen liittyva kulmaliikeméédrd on L = r X p. Osoita kulmaliikem&aran
komponenteille suorakulmaisessa koordinaateissa luennoilla mainitut Poissonin sul-
kusuureet:

sz L Zezﬂcha

[L 7Li]PB - 0

Perustele, miksi samat tulokset ovat voimassa myos hiukkasjoukolle.

4. Liike faasiaravuudessa
Tarkastellaan hiukkasta joka voi liikkua vapaasti (V' = 0) yhdessé ulottuvuudessa z.
Kirjoita sen Lagrangen funktio, Hamiltonin funktio ja Hamiltonin liikeyhtélot. Piirra
Hamiltonin funktion vakioarvokéyrit faasiavaruudessa. Oletetaan etté systeemin tilaa
alkuhetkelld ¢ = 0 kuvaa todennékoisyysjakauma joka on nollasta poikkeava vakio vain
oheisen kuvan suorakaiteen muotoisella alueella. Kuvaile miten tdmé jakauma kehittyy
ajan kuluessa. Totea etté liike toteuttaa Liouvillen lauseen. (vihje: ratkaise liikeyht&lot
jakauman kulmapisteille.)

Py




5. Jatkuvuusyhtilé yhdessi ulottuvuudessa
Luennolla mainittiin, ettd jatkuvuusyhtélon johto ei olennaisesti riipu avaruuden di-
mensioiden méarasta. Johda jatkuvuusyhtdlo 1-ulotteisessa tapauksessa

x,t) + i[p(x,t)v(x, t)] = 0.

&p( dx

Totea myo6s jatkuvuusyhtédlon toinen muoto.



