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» Tarkka ratkaisu

I Mathematica ja vinkkeja sen kanssa elamiseen

Lausekkeet, symbolit ja komennot

Unix-systeemissd: Mathematica kdynnistyy komennolla mathematica, jolloin avautuu erillinen
X-ikkuna, graaffinen kayttajaliittyma (notebook), Mathematica' n komentoihin. Istunto lopetetaan
valitsemalla FILE valikosta Quit. Mathematica on myos mahdollista kdynnistad komennolla math,
jolloin erillistd ikkunaa ei avaudu.

Mathematican komennot kirjoitetaan ikkunaan ja ne suoritetaan painamalla ja nappuloita yhta aikaa.

Mathematica numeroi suorittamansa kaskyt In[n] ja niihin annetut vastaukset Out[n] juoksevin numeroin siten,
ettd kaskylla ja vastauksella on sama numero.

|1+1
|2

Aiempiin tuloksiin voi viitata %n-merkinnall&, missa n on tulosterivin numero. Esimerkiksi

In[1]:

out[1]

In[2]:= | %l +4

out[2]= | 6

Toinen mahdollisuus on kayttad %-merkkia viittaamaan viimeisimpaan tulokseen, %%-merkkeja toiseksi viimeiseen
tulokseen ja niin edelleen.

m Lausekkeet ja symbolit

Mathematicassa kdytetadn Kkirjaimia ja numeroita symbolien nimien esittdmiseen, kuten matematiikassakin. Symbolien
nimissa isot ja pienet kirjaimet tarkoittavat eri asiaa ja vain englannin kielen kirjaimet kelpaavat. Nimelld ei ole
pituusrajoitusta, mutta se ei saa alkaa numerolla. Siten X2 on hyvaksyttava symboli, mutta 2x ei ole, vaan se tulkitaan
kertolaskuksi 2 - x.

Yksinkertainen tapa antaa symbolille arvo on sijoituslause.

Sijoituslauseita on kahta tyyppia
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symboli = lauseke (suora asetus)
symboli := lauseke (viivastetty asetus)

Operaattori = laskee lausekkeen niin pitkélle kuin mahdollista ja maérittelee saadun tuloksen symboliksi. Tdma on ns.
suora asetus.

Operaattori = madrittelee lausekkeen sellaisenaan symboliksi, ja sen arvo lasketaan aina uudelleen, kun symbolia
kaytetdan. Tatd kutsutaan viivastetyksi asetukseksi.

Esimerkiksi

out[3]= | 5

out[5]= | 6

out[6]= | 6

Out[7]= | 7

out[8]= | 3

In[9]:=

out[9]= | 16
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In[10]:=
out[10]= | 16
In[11]:=
out[11]= | 1
In[12]:=

out[12]= | 16

Ensimmaisessd osassa a:n arvon muuttaminen muuttaa b:n arvon. Jalkimmaisessd tapauksessa ndin ei tapahdu.
Symbolin arvon voi tulostaa aina Kirjoittamalla sen nimi tai kayttamalla Pr i nt-komentoa.

Esimerkiksi

In[13]:=

|

Symbolin arvon voi havittdad merkinnalla
X=.
tai
Clear[x]
Sen jalkeen symbolia x voi kéyttda esimerkiksi muuttujana.
Mathematicassa kaytetdan seuraavia merkintdja peruslaskutoimituksille.
Kertolasku a*b, a b (Huomaa valilyonti!)
Jakolasku a/b
Yhteen- ja vahennyslasku a+b, a-b
Potenssi a™b

Kertolasku voidaan merkita siis kahdella tavalla: a*b tai a b. Miksi tarvitaan valilyénti? Yksinkertaisesti siksi, etta
muuten Mathematica ei tiedd, tarkoitetaanko oliota nimeltd ab vai a:n ja b:n tuloa.



m Komennot

Komennot Mathematicassa ovat aina muotoa
Komento[syottteet]

Mathematica on symbolisen laskennan ohjelmisto. Symbolinen laskenta tarkoittaa sitéd, ettd yhtéloita voi esimerkiksi
sieventdd tai niistd voi yrittdd eliminoida muuttujia. Symboliset ratkaisut ovat aina tarkkoja. Tutki seuraavaa
esimerkkia, jossa ratkaistaan toisen asteen yhtald 2x? + 3x + 3 = 4:

In[14]:= Clear[x]
Solve[2x"2+3x +3==4, x]

out[15]= {{x-

(-3-VIT)}, {x> 7 (-3+I7)})

NI

Yhtéloita Kirjoitettaessa kdytetddn == merkkid yhtasuuruuden ilmoittamiseen. Yhtalon ratkaisut esitetddn s&éntdina,
jotka ovat sijoitettu ryhmésulkujen ({}) sisdén. Ryhmasulkujen avulla muodostettuja olioita kutsutaan listoiksi.

m Listat

Lista on joukko alkioita, jotka ovat erotettu toisistaan pilkuilla ja kirjoitettu aaltosulkujen sisaén.

Esimerkiksi

In[16]:= | listal = {9, 8, 7, 6, 5}

out[16]= | {9,8,7,6,5)

In[17]:= | matriisi = {{K, L, M}, {N, O, P}, {Q, R, S}}
out[17]= I {{K, L, M}, {N, O, P}, {Q, R, S}}

Symboli listal on lista, jonka alkiot ovat lukuja. Matematiikassa silla voidaan esittdd pystyvektoria. Symboli
matriisi viittaa listaan, jonka alkiot ovat listoja. Tassa tapauksessa kyseessa voisi olla 3x3 matriisi, jonka alkiot
ovat lueteltu vaakariveittdin.

Listojen alkioihin viitataan kaksinkertaisilla hakasuluilla.

In[18]::| listal[[3]]

out[18]= I 7
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In[19]:=
out[19]= | (N, 0, P}
In[20]:=

out[20]= | M

Merkintd matriisi[[1, 31] viittaa siis ensimmadisen alkion kolmanteen jaseneen.

W Saannot

Solve-komennon tulos saatiin siis sdantdina

In[21]:

(x> 7 (3-VI7)}. (x> 7 (-3+V17) )]

Out[21]

Saantd kertoo, ettd nuolen (—) vasemmalla puolella oleva olio x on korvattavissa nuolen oikealla puolella olevalla
lausekkeella. Kun sdéntdd sovellettaan, kohteena olevassa lausekkeessa korvataan x:n jokainen esiintymé saannon
oikean puolen lausekkeella.

Esimerkkina lasketaan lausekkeen x3 + 5 arvo ylla saadun listan ensimmaista saantoa kayttaen:

In[22]:=

outf221= | 5+ gy (-3-V17)°

Lausekkeen ja sd&nndn véliin kirjoitetaan sijoitusoperaattori
/.
Symboli x on lausekkeessa x”*3+5 muuttuja, jolle sijoitetaan arvo edellisen listan ensimmaéista sdantoa kéyttéen.

Lausekkeet

In[23]:=

out[23]= 2 + X2 +X%X3



In[24]:=

| (o]

out[24]= Ax1l+Ax2+Ax3

ovat myos esimerkkejé lausekkeista, joissa esiintyy séanto tai lista sddntdja. Ensimmaisessd esimerkissé korvataan x1
arvolla 2. Toisessa esimerkissa {B->A,C->A} on lista, jossa on kaksi sdantod, ja tarkoittaa ~"korvaa B A:lla, korvaa C
Alla”.

m Tehtavia

1. Laske 3sin(4.0). Lis&a tulokseen 3. Jaa tulos, joka sinulla oli ennen 3:n summaamista, 2:1la.
2. Kokeile, mita tekevat a==a, 2=:=1, a==2.
3. Mieti, miten voit sijoittaa sddnnén x-Sqrt[2]+5 mukaisen arvon muuttujalle x pysyvéksi arvoksi.

4. Kokeile suoran ja epésuoran sijoituksen eroja sijoittamalla x=a, suora=2x, viive:=2x ja x=(k+1). Mitka ovat
nyt muuttujien suora ja vi ive saamat arvot?

5. Ratkaise yhtalo y3 + 4y -9 =0.

Luonnonvakiot ja kompleksiluvut

Mathematica tuntee joukon luonnonvakioita ja erikoisempia matemaattisia olioita, kuten Neperin luvun e ja z:n.
Ohessa on lista muutamista yleisimmista vakioista;

out[25]= | e
Out[26]= | 7t
out[27]= | =
out[28]= | i
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Kompleksiluvut esitetddn muodossaa + b I, missd a ja b ovat reaalilukuja.

Esimerkiksi lasketaan kahden kompleksiluvun tulo

In[29]:=

out[29]= | 2+31i

out[30]= | 3-1i

out[31]= | 9+71i

Lausekkeen numeerinen arvo

Komennolla

N[ lauseke]
tai

lauseke//N

lasketaan lausekkeen arvo desimaalilukuna, niiltd osin kuin se on mahdollista.

Esimerkiksi

In[32]:=

_ 5
0ut[32]—‘ \/—+m

out[33]= | 1.66585

out[34]= | 4.01711
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Lausekkeiden sieventdminen ja muokkaus

Lausekkeiden sieventdmiseen ja muokkaukseen on runsaasti komentoja.

Seuraavassa on luettelo muutamista tarkeimmista:

Expand suorita kertolaskut ja potenssiin korottamiset

Factor etsi yhteiset tekijat

Together kirjoita lauseke yhteista nimitt4jaa kéyttaen

Apart hajoita termit yksinkertaisia nimittdjid kayttaen

Cancel supista yhteiset tekijat osoittajasta ja nimittajasta
Simplify kokeile algebrallisia muunnoksia ja etsi niista yksinkertaisin
Numerator osoittaja

Denominator nimittaja

Lauseke, johon komento kohdistuu kirjoitetaan hakasulkeisiin tai kaytetddn merkintaa //. Esimerkiksi

Expand[ lauseke]
tai
lauseke//Expand
In[35]:= e=(X-1)"2(2+X)/ ((L+Xx) (X=-3)"2)

Out[35]=

In[36]:= T = Expand[e]

3+x (1 +X) (-3+%)2 (1+x) (-3+%)2 (1+x)

In[37]:= Together[f]

2- 3x+x3

Out[37]= ~3+x)2 (1+x)

3
out[36]= ‘ - = . X
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out[3s]= | 1+ (_3"’;’)()2 + 4(_139+X) + 4(11+X)
outsnr- | 5

Out[40]= | (-1+x)2 (2 +X)

0ut[41]=| 2-3x+x3

Out[42]=| m

Out[43]=| 2-3x+x3

Kuvat

Yksi Mathematican vahvoja ominaisuuksia on sen sisadnrakennettu kyky tuottaa kuvia. Kaksi- ja kolmiulotteisten
kuvien tekemiseen 16ytyy monia komentoja. Néistd yksinkertaisin, mutta hyvin kdyttokelpoinen, on Plot.

Esimerkkind harjoitus suhteellisuusteorian kurssista, jossa piti tutkia suureen

In[44] :=
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Out[46]=

kayttaytymista suhteellisen nopeuden a = v/cfunktiona. Tdmén teemme piirtamalla kuvan.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
out[47]= - Graphics -

Muita kuvanpiirtokomentoja ovat P1ot3D, joka piirtda kolmiulotteisen kuvan...
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In[48]:=

out[48]= - SurfaceGraphics -

...sekd ContourPlot, joka piirtdd tasa-arvokayran
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In[49]:= ContourPlot[Sin[xy] Cos[X] Exp[y], {X, -2, 2}, {y, -2, 2}]
2F \
1t
0 L
-1t
-2 : : : ‘
-2 -1 0 1 2
out[49]= - ContourGraphics -

Apua

Apua lydtyy HELP valikosta. Koko Mathematica Kirja on kdytdssa hypertekstien avulla.

Optiot

Monet Mathematican komennoista hyvaksyvét erilaisia optioita eli valitsimia, jotka ma&raavat esimerkiksi numeerisen
tarkkuuden, kuvioiden piirtovérin ja -tarkkuuden sekd muita enemmaén tai vahemman hyddyllisid asioita. Jonkin
komennon optiot saa selville komennolla Options.

Esimerkiksi P1ot3D komennon valitsimet listautuvat alla olevalla komennolla
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In[50]:= Options[Plot3D]

Out[50]= {AmbientLight - GrayLevel [0], AspectRatio - Automatic, Axes - True,

AxesEdge —» Automatic, AxesLabel - None, AxesStyle - Automatic,

Background - Automatic, Boxed - True, BoxRatios - {1, 1, 0.4},

BoxStyle - Automatic, ClipFill - Automatic, ColorFunction - Automatic,

ColorFunctionScaling -» True, ColorOutput - Automatic,

Compiled » True, DefaultColor - Automatic, Defaul tFont :» $Defaul tFont,

DisplayFunction :» $DisplayFunction, Epilog —» {}, FaceGrids - None,

FormatType :»> $FormatType, HiddenSurface - True, ImageSize - Automatic,

Lighting » True, LightSources- {{{1., 0., 1.}, RGBColor[1, O, 0]},
{{2.,1., 1.}, RGBColor[0, 1, 0]}, {{O., 1., 1.}, RGBColor[0, O, 1]}},

Mesh - True, MeshStyle - Automatic, Plot3Matrix - Automatic,

PlotLabel - None, PlotPoints - 25, PlotRange - Automatic,

PlotRegion - Automatic, Prolog - {}, Shading - True, SphericalRegion - False,

TextStyle > $TextStyle, Ticks - Automatic, ViewCenter - Automatic,

ViewPoint - {1.3, -2.4, 2.}, ViewVertical - {0., 0., 1.}}

m Tehtavia

6. Laske sin(x) ja cos(n).

7. Laske V-1, i2, i3, i*.

8. Ratkaise yhtalo z4 = —1.

9. Piirra kdyra y = x valilla [-10,2].

10. Hae nékyville Sin-komennon syntaksi.

11. Kokeile mitd ?7? tekee! Kéyta esimerkkind vaikka P 1ot-komentoa.

12. Tutki, osaako Mathematica antaa tietoja jonkin komennon optioiden kaytdstd ?-komennon avulla.

Ohjelmat

Mathematica-ohjelmia  kasitellddn  tarkemmin  luvussa  Ohjelmointi.  Mainittakoon  kuitenkin,
Mathematica-komentoja voi kirjoittaa tiedostoon, jonka Mathematica sitten suorittaa.

etta
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I Funktiot

Valmiit funktiot

Mathematicassa ovat kaikki matematiikan standardifunktiot.

Abs[x], Sqrt[x], Exp[x], Log[x], Log[a, X]

Sin[x], Cos[x], Tan[x], Cot[x], Sec[x], Csc[x]

ArcSin[x], ArcCos[x], ArcTan[x], ArcCot[x], ArcSec[x], ArcCsc[x]

Sinh[x], Cosh[x], Tanh[x], Coth[x], ...
ArcSinh[x], ArcCosh[x], ArcTanh[x], ArcCoth[x], ...

n!,n!! Binomial[n,m]

Max[k, 1 ,m, ...],Min[k, I, m, _..]
Round[x], Floor[x], Ceiling[x], Sign[x]

Re[z], Im[z], Conjugate[z], Abs[z], Arg[z]

Random[], SeedRandom[]

Kéytettavissi on myos suuri joukko erikoisfunktioita
LegendreP[n, X]
SphericalHarmonicY[l, m, theta, phi]
ChebyshevT[n, x]

HermiteH[n, X]
LaguerreL[n, X]
JacobiP[n, a, b, X]
Bessell[n, Z]

BesselJ[n, Z]
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Zeta[s, a]

Esimerkkind piirretddn Chebyshevin polynomi T,

In[1]:= Plot[ChebyshevT[1, x], {X, -1, 1}]
1t
0.5}
-1 -0.5 0.5
-0.5¢
-1
out[1]= - Graphics -
Omat funktiot
Mathematicassa méaaritelldan funktio muodossa
nimi[x _, vy , z , .] := lauseke
tai
nimi[x_, v , z_, .] = lauseke
Sijoitusperaattorit -= ja = toimivat samoin kuin aikaisemmin kuvattiin. Edellinen on viivastetty sijoitus ja

jalkimmainen suora sijoitus. Funktion nimi on nimi, ja argumentit X, y, z,... luetellaan alaviivalla varustettuna.
Alaviivaa kaytetddn muuttujien nimeamisessd, mutta sitd ei kdytetd, kun lauseketta muodostetaan argumenttien avulla.

Esimerkkind méaaritelldan funktio
f(x, y) =x3+4sin(x/x) +y

ja lasketaan sen arvo pisteessa (3, 1).

In[2]:= | Clear[T]

In[3]:= | FIX_, Y 1:=x"3 + 4SIn[Pi/X] + Y
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In[4]:= | f[3, 1]

out[4]= | 28 +2+/3
Funktion arvon jollakin muutujan arvolla saa laskettua sijoittamalla haluttu arvo argumentiksi.

m Tehtavia

13. Madrittele funktio f(x) = x? + 2 x. Laske funktion arvo kun x = 3.

14. Etsi edella méaaritellyn funktion nollakohdat.

15. Médrittele f(x) = x* — 3 x + e™* Mathematicassa ja piirra sen kuvaaja vélilla [-3,3].
16. Médrittele g(x) = x2 — 3 x ja ratkaise yhtald g(x) = 4.

17. Méérittele funktio z(x, y) = sin(x y) cos(x y) ja piirrd se 3D-kuvana ja tasa-arvokayrin.

m Kertaustehtavia

K1. Médrittele funktio f(x) = x> —3x* + 12 x%2 + 3.
K2. Piirrd ylldolevan funktion kuvaaja vélilla [-5,3]

K3. Ratkaise funktion nollakohdat (Al4 saikdhda omituisen nakoista vastausta. Se muuttuu mukavamman nakoiseksi
komennolla N[%]. Kts. helppi-tiedostosta lisatietoja Solvesta, jos haluat tietdd mitd vastauksen merkinnat
tarkoittivat). Tarkista lisdksi toteuttaako reaalinen ratkaisu yhtalon f(x) = O(tdstd huomaa, ettd komento N[%] todella
ottaa numeerisen arvon nollakohdista).

I Yhtalot

Polynomiyhtal6t

Mathematica osaa ratkaista Solve komennolla polynomiyhtél6itd. Tarkat ratkaisut l6ytyvat kaikille astetta
k < 4oleville polynomiyhtéloille, mutta joskus ratkaisut ovat hyvin monimutkaisen nakoisid. Numeerisesti samat
yhtélét voidaan ratkaista komennolla NSolve. Solve-komennossa annetaan ratkaistava yhtélo (tai joukko yhtaldita
pilkulla erotettuna aaltosuluissa), ja muuttuja (tai joukko muuttujia pilkulla erotettuna aaltosuluissa), jonka suhteen
ratkaisu halutaan.

Esimerkiksi ratkaise yhtaloryhma

x+y=0
Xx—2y=3

In[1]:= | Solve[{x+y==0, Xx-2y ==3}, {X, Y}]

out[1]= | {{Xx-1,y->-1}}



20 ATK Il - luennot.nb

In[2]:=

out[2]= {{X-1.,y->-1_}}

Reduce-komento ratkaisee samat yhtalét kuin Solve, mutta esittdd tuloksen mahdollisimman yleisessd muodossa.
Toisin kuin Solve, sddnnon sijasta Reduce antaa tuloksena uuden yhtélon.

Esimerkiksi ratkaistaan yleinen toisen asteen yhtalé ax® +bx +c¢ =0.

In[3]:

In[6]:

_b - /b2 - _ ~/b2 _
out[6]= {{X—) b ga 4ac }’ {X—) b++/b 4ac }}

2a

In[7]:=

out[7]= a+ 0&&

-b-+b2-4ac | X = -b++b2-4ac
2a o 2a

==O&&b¢0&&x==—% |]c=08&8b=-08&&a =0

Tuloksen esittdmisessd Reduce kayttaad loogisia operaattoreita, jotka ovat samoja kuin C-kielessa.
1 ei

I

&& ja

tai
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Algebrallisen yhtalén numeerinen ratkaiseminen

Yhtélot, jotka eivét ole polynomiyhtdlén muotoa, joudutaan yleensd ratkaisemaan numeerisesti. NSolve-komentoa
kaytetddn tyypillisesti polynomiyhtéléiden numeeriseen ratkaisemiseen, kuten edelld esitettiin, mutta Find-
Root-komennolla voidaan ratkaista yleisempid yhtaloita.

Muotoa
FindRoot[vasen==oikea, {x,x0}]

kaytetdan silloin, kun yhtdlén voi derivoida symbolisessa muodossa (Newtonin menetelmd). Symboli xO on
ensimmainen arvaus ratkaisulle. Sen keksimisessé on suureksi avuksi, kun piirtdd Plot-komennolla sekd vasemman
ettd oikean puolen kuvaajan ja etsii niiden leikkauspisteitd. FindRoot I0ytdd yleensd arvausta ldhinnd olevan
ratkaisun iteroimalla eli parantamalla arvausta kierros kierrokselta.

Ratkaistaan esimerkkind yhtalo tan(x) = x.

In[8]:= | FindRoot[Tan[x] == X, {X, 0.5}]

out[8]= | (X > 1.24204x10°8)

Tarkka ratkaisu on x = 0, joten tulos tuntuu epétarkalta, mutta oikean ja vasemman puolen erotus on kuitenkin hyvin
pieni

In[9]:= | Tan[x] =X /-%
Out[9]:| 0.

Tarkkuutta voidaan lisdtd kasvattamalla parametrin AccuracyGoal arvoa ja lisadmalla iteraatioiden lukumaaraa
Max 1 terations parametrin avulla.

In[10]:= | FindRoot[Tan[Xx] == X, {X, 0.5}, AccuracyGoal -> 15, Maxlterations -> 50]

out[10]= | (X > 1.24204x10°8)
In[11]:= | Tan[x] =X /-%
out[11]= | 0.
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Toinen mahdollisuus on etsid ratkaisua kayttdmalld kahta Ilahtopistettd ja niiden kautta piirrettyd suoraa
(sekanttimenetelmd). Uusi parempi arvaus saadaan etsimalld suoran nollakohta ja kayttamalla sitd seuraavalla
iterointikierroksella toisena lahtopisteistd. Kaikki tdméa tapahtuu tietysti FindRoot-komennon sisalld, ja ulos tulee
vain ratkaisu. Néain taytyy menetella silloin, kun yhtélén derivaattaa ei ole mahdollista laskea symbolisessa muodossa.

FindRoot[vasen==oikea, {x, x1, x2}]

Ratkaistaan sama yhtald kuin edelld tan(x) = x.

In[12]:= | FindRoot[Tan[x] == X, {X, -0.1, 0.5}]

out[12]= | {Xx>1.70591x 1078}

Lineaarinen yhtaloryhma

Lineaariset yhtaléryhmat muodostavat oman erikoisryhménsd, joiden ratkaisemisessa kannattaa kayttdd Linear-
Solve-komentoa.

LinearSolve[M, b]
Ratkaisuna saadaan vektori X, joka on matriisiyhtalon
Mx=Db

ratkaisu. Lineaarisen yhtalén kertoimet tdytyy siis antaa matriisimuodossa ja yhtalén oikea puoli vektorimuodossa.
Esimerkiksi ratkaistaan lineaarinen yhtaléryhma

IXp+Xx = 2
Xp+2X3 = 2
X1 +X3 =1

Tama on saatettava matriisimuotoon, ennenkuin yht&lé voidaan ratkaista. Kunhan puuttuvat tekijat (nollat ja ykkoset)
ovat taytetty, kerroinmatriisi voidaan poimia tuntemattomien muuttujien kertoimista:

3X +1X+0x%x3 = 2 3 10\(xg 2
OX1+1X4+2%3 = 2 |01 2||{x]|=]|2
IX+0x+1x3 = 1 101 X3 1

M X b

Yhtalon kerroinmatriisi syotetddn Mathematicalle muodossa

In[13]:= M={{3, 1,0}, {0, 1, 2}, {1, O, 1}}
b=1{2, 2, 1}

Out[13]= I {{3,1, 03, {0, 1, 2}, {1, 0, 1}}

out[14]= | {2,2,1}
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In[15]:=
Out[15]//MatrixForm=

310

01 2

101
In[16]:=
Out[16]//MatrixForm=

2

2

1

_ 2 4 3

0Ut[17]— {g, g, g}
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m Tehtavia

18. Ratkaise yleinen kolmannen asteen yhtald ax® + b x? + ¢ x + d = 0 kdyttdmalla Reduce-komentoa.

19. Etsi yhtalon cos(x) = x ratkaisu (Vinkki: piirrd ensin kuvaaja cos(x) — x vaikkapa vélilla [-6,6], niin ndet mihin
nollakohta asettuu.).

20. Ratkaise seuraava yhtaloryhmé

3x+y=2
y+2z=2
Xx+z=1

symbolisesti ja numeerisesti.
21. Etsi yhtéloparille

x2+3x-1=0
3x2+5x+1=0

symboliset ja numeeriset ratkaisut.

22. Ratkaise yhtaloryhmé

X +5x-4y=0
2x-y=3

23. Ratkaise lineaarinen yhtaloryhma

3Xp+Xp+4X3=2
5X1+Xo+2X%x3=3
X1 —3Xp—2Xx3=1

ITaqukoiden muodostaminen ja interpolointi

Fysiikassa ja kemiassa tulokset esitetddn usein taulukon muodossa ja sen jalkeen taulukon arvoille yritetddn tehda
analyysia matemaattisia menetelmid ja teorioita kéyttden. Talldin joudutaan arvioimaan funktion kéyttaytymista
pisteissé, joista ei ole mittaustuloksia. Mikéli kyseessd on mittauspisteiden valissd oleva piste, niin puhutaan
interpoloinnista, muulloin suoritetaan ekstrapolointia.

Taulukon muodostaminen

Ajatellaan, ettd mittaus on tuottanut lukupareja (x;, yi), i =1, ..., 5. Mathematicassa ndma parit kirjoitetaan listaksi

|I’1[l]:= | taulu = {{1, 3}, {2, 5}, {3: 7}! {4! 9}! {5! 12}}

Out[1] | {{1, 3}, {2, 5}, {3, 7}, {4, 9}, {5, 12}}
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In[2]:= TableForm[taulu]
Out[2]//TableForm=

1 3

2 5

3 7

4 9

5 12

Listan voi tulostaa taulukkomuodossa komennolla TableForm. Listan alkiot voi kertoa ja jakaa luvulla. Niista
voidaan véhent&a ja niihin lis&té lukuja, mutta ndma laskutoimitukset kohdistuvat kaikkiin alkioihin.

Esimerkiksi

In[3]:= | taulu+1

Out[3]= | {{2, 4}, {3, 6}, {4, 8}, {5, 10}, {6, 13}}

|n[4]::| taulu 2
out[4]= | {{2, 6}, {4, 10}, {6, 14}, (8, 18}, {10, 24}}

Jos pelkét yj:n arvot halutaan kertoa jollakin luvulla, niin silloin taytyy turvautua kahden listan kertolaskuun. Eli listan
alkiot kerrotaan toisen listan vastinalkioilla. Esimerkkina kerrotaan listassa taullu olevat y;:n arvot z:lla.

In[5]:= | kerroin = Table[ {1, Pi}, {i, 5}]

Out[5]= I ({1, m}, {1, 3, {1, 7}, {1, m}, {1, m}}

In[6]:= | kerroinx taulu

out[6]= | {{1, 3rn}, {2, 5n}, {3, 7Tn}, {4, 97}, {5, 127}}

Komennolla Table muodostetaan taulukko kerroin, jossa on viisi alkiota {1,7}. Yleisimmassa muodossa Table
komennolla

Table[lauseke, {x, min, max, askel}]

muodostetaan taulukko, jossa X saa arvot parametrin min arvosta parametrin max arvoon saakka, kun askeleen pituus
on parametrin askel arvo. Lausekkeen lauseke arvo laskataan kullakin x:n arvolla ja ndma arvot muodostavat listan
alkiot.

Taulukon alkioita voidaan ké&sitelld myos alkio kerrallaan. Kuten edelld mainittiin, yksittdiseen alkioon viitataan
kaksinkertaisia hakasulkeita kayttden. Esimerkiksi muodossa
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taulu[[i1]

Taulukon taulu y:n arvojen kertominen n:114 voisi tapahtua my0ds seuraavasti

In[7]:= maxalkio = Length[taulu]
Table[{taulu[[i, 1]], Pixtaulu[[i, 2]1}, {i, maxalkio}]

Out[7]= I 5

out[8]= | {{1, 3rn}, {2, 5n}, {3, 7Tn}, {4, 97}, {5, 127}}

Komento Length[taulu] kertoo kuinka monta alkiota taulukossa on.

Mathamaticassa voidaan dataa lukea myds tiedostosta ReadL i st-komennolla.
Komennolla
datat = ReadList["file", {Number, Number}]

luetaan tiedostosta File kahteen sarakkeeseen sijoitettuja lukuja taulukkoon datat. Lista {Number,Number}
kertoo, missd muodossa taulukon sarakkeet ovat talletettu tiedostoon.

Taulukon alkioita voidaan lisatd, poistaa tai muuttaa seuraavilla komennoilla

Prepend[lista, alkio] lisad alkio listan alkuun
Append[lista, alkio] lisaa alkio listan loppuun
Insert[lista, alkio, 1] lisd4 alkio listaan paikkaan i
Insert[lista, alkio, -i] lisdé alkio listaan paikkaan i lopusta lukien
Delete[lista, {i, j, .}1 poista alkiot i, j, ... listasta

ReplacePart[lista, alkio, 1] korvaa paikassa i oleva alkio

Interpolointi

Kun funktion arvo tunnetaan joukossa pisteitd, (yj = f(xj), i=1, ..., n), ja halutaan laskea funktion arvo jossain
muussa pisteessa x tarvitaan interpolointia.

m Interpoloiva polynomi

Kun funktion arvo tunnetaan n:ssi pisteessd, voidaan sitd interpoloida (n—1):n asteen polynomilla, joka kulkee
kaikkien annettujen pisteiden kautta. Mathematicassa on kéasky

InterpolatingPolynomial[datat, x],
jolla tdma tehdaan.

Testataan interpoloinnin tarkkuutta laskemalla sin(x) arvot pisteissa x=0, 1, 2, ..., 10 ja interpoloimalla saatua
pistejoukkoa polynomilla.
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In[9]:=

out[o]= | ({0., 0.}, (1., 0.841471}, {2., 0.909297}, {3., 0.14112},
(4., -0.756802), {5., -0.958924}, (6., -0.279415},
(7., 0.656987}, (8., 0.989358), {9., 0.412118}, {10., -0.544021}}

Out[10]//TableForm=

0. 0.

1. 0.841471

2. 0.909297

3. 0.14112

4. -0.756802

5. -0.958924

6. -0.279415

7. 0.656987

8. 0.989358

9. 0.412118

10. -0.544021
In[ll]:= _
out[11]= (0.841471 + (-0.386822 +

(-0.0103932 + (0.0320258 + (-0.00541109 + (-0.000152322 + (0.000138457 +
(-0.0000134113 + (-3.97978x10 7 +1.73593x 1077 (-9. + X))
(=8.+X)) (=7-+X)) (-6.+X)) (=5- +X))
(=4.+X)) (-3.+X)) (-2-+X)) (-1.+x)) (0. +Xx)

out[12]= 0. +0.992007 x + 0.0277804 x2 - 0.207275 x3 + 0.0330457 x* - 0.00829731 x> +
0.00541063 x5 - 0.00134378 x” + 0.000151942 x8 - 8.20968x 10°° x° + 1.73593x 1077 x1°

In[13]:=

Oout[13]= 0.841471

In[14]:=

Oout[14]= -0.0000120561
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In[15]:= | Sin[15] -poly /. x->15// N
Out[15]=| -632.37

Polynomi on siis tarkka tunnetuissa pisteissa ja interpoloi pistejoukkoa melko tarkasti, mutta ekstrapolointia ei kannata
kayttad tassa tapauksessa.

m Paloittain kuutiollinen sovitus

Usein kaytdnnossd joudutaan interpolaatiota kuitenkin tekemé&an suurelle joukolle pisteitd, jolloin olisi kéytettava
korkean asteen interpolaatiopolynomia. Laskennallisten ja laskentatarkkuuteen liittyvien ongelmien vuoksi on parempi
kayttad paloittaista alemman kertaluvun interpolaatiopolynomia. Paloittain kuutiollinen sovitus saadaan komennolla
Interpolation[data].

In[16]:= | inter = Interpolation[datat]

out[16] I InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>]
Polynomin astetta voi muuttaa parametrilla InterpolationOrder - n.

In[17]:= | inter = Interpolation[datat, InterpolationOrder -> 2]

Oout[17]= | InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>]

Tuloksena syntyi funktio, InterpolatingFunction[{{0,10.}},"<>"], jonka maérittelyalue on {0, 10.}.
Se siséltaa riittavat tiedot interpoloivan funktion muodostamiseen kaikissa tarpeellisissa tilanteissa, kuten arvojen
laskemisessa, piirtdmisessa, derivoinnissa jne.

In[18]:= | inter[1.5]

out[18]= | 0.979885
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In[19]:= Plot[inter[x], {x, 0, 10}]
1+
0.5
2 4 6 8 10
-0.5!
-1t

out[19]= | - Graphics -

In[20]:= | Sin[l1.5] - inter[1.5] // N
out[20]= I 0.0176103

Huomaat, ettd Interpolation ja InterpolatingPolynomial eivat anna yhta tarkkaa tulosta pisteessé 1.5.

m Spline sovitus

Usein kaytetty interpolointimenetelmd on sovittaa kolmannen asteen spline (cubic spline) datajoukkoon. Se
maéaritelld&n polynomina

S(X) = Yi + by (X = X)) + Ci (X — X)) + d(x — x))°
Kun Xj < X < Xiz1
- Derivaatat s' (x) jas" (x) ovat jatkuvia kaikissa pisteissa x;
- S(Xi) =i
- S(Xj+1) = Vi1
- Funktio on mahdollisimman sile, eli integraalilla

f@%mfdx

X1
on minimi.
Spline-interpolaatiota ei ole Mathematican peruskaskyjen joukossa, mutta se 10ytyy paketista NumericalMath™ -

SplineFit". Lisdpaketeissa olevat kaskyt saadaan kdyttéon komennolla

<<

In[21]:= << NumericalMath™SplineFit™
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In[22]:= spline = SplineFit[datat, Cubic]

out[22]= SplineFunction[Cubic, {0., 10.}, <>]

out[231= | (1.5, 0.994193;

In[23]:= | spline[1.5]

Sovituksen tuloksena on funktio SplineFunction[Cubic, {0.,10.}, <>], jonka parametreina ovat pisteet
numeroituna jarjestyksesséan nollasta alkaen. Funktion arvo esitetdan (x, y) lukuparina.

m Tehtavia

24. Piirra edelld muodostettua datajoukkoa datat interpoloivanpolynomin ja paloittain interpoloivan neliéllisen
polynomin kuvaajat.

25. Muodosta erotusfunktio Sin[x]-IntepolatingPolynomial ja piirrd sen kuvaaja.

m Kertaustehtavia

4. Ratkaise yhtald In(x) = x — 2.
5. Ratkaise lineaarinen yhtaloryhma

2x+3y-5z=10
13x-z=1
2y+z2=3

6. Taulukoi lukuparit (x, Inx), kun x =1, 2, ..., 10. Muodosta paloittain interpoloiva toisen asteen polynomi ja piirrd
sen kuvaaja.

I Mittaustulosten kéasittelya

m Pienimman nelibsumman sovitus

Erilaisia funktioita voidaan sovittaa mittaustuloksiin F i t-komennolla.
Fit[data, {f1, f2, .}, X]

Ylla taulukko data pitdd siséllddn mittauspisteet. Listassa {f1, F2, ..} annetaan ne funktiot, joiden
lineaariyhdistelmana sovitusta haetaan. Esimerkiksi {1, x} tarkoittaa, ettd haetaan sovitusta muodossa
y=a-1+b-x, toisin sanoen, etsitdén suoraa. Vastaavasti antamalla {1, X, X2} saataisiin sovitus paraabelin,
y=a+bx+cx?.

Esimerkkind tehdaan yksinkertainen pienimman neliGsumman suoran sovitus.
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In[1]:=

out[1]= ({1, 13, {2, 2}, {3, 4}, {4, 3}, {5, 4}, {6, 6}}

In[2]:=

out[2]= 0.333333+0.857143 x

Piirretaddn nyt kuvat.

6} .

5,

41 . .

3t .

21 .

2 3 4 5 6

out[3]= | - Graphics -

5,

4,

3,

out[4]= - Graphics -
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Piirretdan nyt kummatkin kuvat samaan koordinaatistoon.

In[5]:= Show[%, %%]

6} .

5t

4!l . .

3 .

2t

1!l .

1 2 3 4 5 6

out[5]= - Graphics -

Myos muita funktioita voidaan sovittaa mittaustuloksiin.

Tilastollisen analyysin Fit-funktiolla tehdyn sovituksen hyvyydestd saa Regress-funktiolla. Komento I6ytyy
Statistics LinearRegression” paketista.

Esimerkiksi

In[6]:

| << Statistics  LinearRegression”

In[7]:

out[7]=

| arvot = {{1, 1}, {2, 2}, {3, 2}, {4, 3}, {5, 5}, {6, 6}}
I {43, 3o {25 285 {85 2)o 14 8Yo By B, {6, B} )

In[8]:= | Regress[arvot, {1, X}, X]

Estimate SE TStat Pvalue
out[8]= {ParameterTable-» 1 -0.333333 0.537484 -0.620174 0.568728 ,
X 1. 0.138013 7.24569 0.00192576

RSquared —» 0.929204, AdjustedRSquared —» 0.911504,
EstimatedVariance - 0.333333, ANOVATable -

DF SumOfSq MeanSq FRatio Pvalue
Model 1 17.5 17.5 52.5 0.00192576
Error 4 1.33333 0.333333 }
Total 5 18.8333

antaa edelld kaytettyihin datoihin arvot suoritetun lineaarisen sovituksen tilastollisen analyysin.
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m Tehtavia

26. Sovita seuraavat mittausarvot toisen asteen polynomilla;
(-2,6), (-1, 1), (0,0.5), (1, 2), (2,4
Piirrd liséksi mittausarvot ja sovitus samaan kuvaan.
27. Tee askeisen nelidllisen sovituksen tilastollinen analyysi Regress-funktiolla.

28. Kokeile sovittaa esimerkin suoraa toisen asteen polynomilla. Selitd mité tapahtui.

I Derivointi ja integrointi

Derivointi

Lausekkeen derivaatta saadaan komennolla
D[ lauseke, muuttuja]
tai
D[lauseke, {muuttuja, aste}]

Derivoitaessa usean muuttujan suhteen voidaan kayttad merkint6jd D[ lauseke, x1, x2, ..] tai D[lauseke,
{x1, astel}, {x2, aste?}, .].

Esimerkiksi
In[1]:= | D[X"3 + 3X™2 - 4x + 3, {X, 2}]
out[1]= | 6 +6 X

laskee lausekkeen x3+3x?—-4x+3 toisen derivaatan x:n suhteen. Nopeus v on paikan x aikaderivaatta,
v=x=dx/dt. Kiihtyvyys a puolestaan on nopeuden aikaderivaatta, eli paikan toinen aikaderivaatta,
a=x=v=dv/dt. Ylapisteelld merkitdén aikaderivaattaa, x = dx/dt.
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m Tehtavia

29. Derivoi x? + 4 X.

30. Derivoi x* — 3x — sin(x) kaksi kertaa.

31. Kappaleen paikka saadaan lausekkeesta x = 40 — 5t — 5t2. Mika on kappaleen kiihtyvyys hetkelld t = 2?
32. Piirra edellisen tehtdvan paikka ja nopeus ajan funktiona.

33. Laske funktion f(x, y) = x® y* osittaisderivaatat

ot ot
ox ' oy’
0%t 0%
oxz2 ' gy
>’ f O f
oxoy ' 0yox

Kokonaisdifferentiaali ja virheenarviointi

Mathematica osaa laskea myds kokonaisdifferentiaalit néppérasti komennolla Dt.
Dt[f] laskee kokonaisdifferentiaalin d f .
Dt[f, X] laskee kokonaisderivaatan d f /dx.
Dt[f, {x, n}] laskee astetta n olevan kokonaisderivaatan
Tutkitaan lausekkeen

f(a, b, c)= ijc_bi

derivaattoja ja kokonaisdifferentiaaleja.

In[2]:= Clear[a, b, c]
f = Pia”2b”3/Sqgrt[c]

out[3]= aZgn
In[4]:= D[Ff, a]
out[4]= 2abdrn
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In[5]:

Oout[5]

In[6]:

out[6]

In[7]:

out[7]

In[8]:

out[8]

D[F, {a, 2}]

2b3n

Ve

Dt[f]

2ab3nDt[a] 3a?b?2xDt[b] a?b®nDt[c]

\e NG 2.c3/2

Dt[f, a]

2ab3n  3a?b?nDt[b, a] a?b3nDt[c, a]
\/E \/E 2c3/2

Dt[f, {b, 2}]

n(6a?b+12ab?Dt[a, b] +b® (2Dt[a, b]®*+2aDt[a, {b, 2}]))

Ve

n(3a2b?2+2abdDt[a, b]) Dt[c, b]
c3/2

+a’bdn

3Dt[c, bj®? Dt[c, {b, 2}]

4 c5/2 2 c3/2

Laboratoriotdissd joudutaan usein tekemé&an virheenarviointeja. Tdhdn tehtdvadn kokonaisdifferentiaalia voidaan
pienelld vaivalla soveltaa. Esimerkkind olkoon mielivaltainen suure F(X, Y, z), jossa X, y ja z ovat kokeellisesti
mitattuja muuttujia. F :n kokonaisdifferentiaali on

dF = ‘;—';dx+%dy+%dz.

Tutkittavan suureen muutokselle saadaan arvio, kun korvataan sen kokonaisdifferentiaalissa esiintyvét differentiaalit
kyseisten muuttujien pienten muutosten suuruuksilla. Esimerkiksi jos x, y ja z muuttuvat Ax, Ay ja Az:n verran,
muuttuu F noin AF :n verran:

AF = 52 Ax+ G- Ay + &5 Az

Tassa tapauksessa muuttujien poikkeamat tulkitaan virheind niiden mittauksissa. Kun jokaisen muuttujan antama osuus
lasketaan differentiaalin lausekkeessa positiivisena, saadaan arvio virheen ylérajalle:

|AF| = |%Ax|+|%Ay|+|%Az|

Tehdaan Mathematicalla kdytanndn esimerkki:
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m Esimerkki

Halutaan tietdd sylinterin tilavuus. Mitataan sylinterin halkaisija ja korkeus tydntémitalla, kukin kolme kertaa. Tulokset
olivat

Mittaus Halkaisija[cm] Korkeus[cm]

1 12,00 15,00
2 12,01 14,96
3 12,00 15,05

Mittausten keskiarvot saadaan laskettua kayttamalld Mean-komentoa, joka I0ytyy tilastofunktioiden paketista.

out[10]= | (12., 12.01, 12.)
out[11]= | 12.0033
out[12]= | (15., 14.95, 15.05)

out[13]= | 15.

d = halkaisija [cm] h = korkeus [cm]

12,0033 15,00

Sylinterin tilavuus on
d.2
V=hr(3),

ja mittausten antama tilavuuden virheen arvio saadaan laskemalla halkaisijan ja korkeuden mittausvirheista
aiheutuneiden virheiden itseisarvojen summa,
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|AV | = | 2L Ah |+ S5 Ad .

Tilavuuden kokonaisdifferentiaali lasketaan seuraavasti:

In[14]:= Clear[h, d, v]
vid_, h_] :=hPi (d/2)"2
diffV =Dt[v[d, h]]

out[16]= ‘ % dhxDt[d] + % d? 7 Dt[h]
In[17]:= | virhe = Abs[diffV[[1]]] +Abs[diffV[[2]]]

out[17]= ‘ % nAbs[dhDt[d]] + % mAbs[d? Dt[h] ]
Sijoitetaan halkaisijan ja korkeuden arvoiksi mittausten keskiarvot ja differentiaalien paikalle niiden virheet.

In[18]:= | N[virhe /. {Dt[d] ->0.01, Dt[h] ->0.05, d ->12.0033, h -> 15}]

out[18]= | 8.48619

Arvioksi virheelle saamme siten AV < +8.49 cm?3.

Tilavuus saadaan kayttamalla maariteltya funktiota.

In[19]:= | N[v[12.0033, 15]]
Out[19]:| 1697.39

Nyt voimme kirjoittaa tuloksen V = 1697 + 8 cmd.
Edellda differentiaalin  numeroarvon laskemisessa kéytettiin  sijoitusoperaattoria /. , jolla saatiin
differentiaalilausekkeessa esiintyvat muuttujat korvattua numeroarvoilla.

m Tehtavia

34. Oletetaan, ettd eldintarhan apinoiden lukumé&ar riippuu banaanien lukumé&arésté ja yhden apinan painosta, kuten
m[banana_, paino_] = 3*banana/paino

Laske apinoiden lukumadara virherajoineen, kun banaaneita on 100 + 5 kg ja yhden apinan paino on 7.3 + 1.2 kg.
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Integrointi

Mathematica osaa integroida melko hyvin jopa symbolisesti, mutta on muistettava ettd jos Mathematica ei osaa laskea
esimerkiksi jotain integraalia symbolisesti, se ei tarkoita, etteikd integraalia voisi laskea kasin kohtuullisella
vaivannaolla. Komento

Integrate[ lauseke, X]
integroi annetun lausekkeen x:n suhteen. Komento
Integrate[f, {x, a, b}]
b

laskee F:n méarétyn integraalin f f(x) dx ja komento
a

Integrate[f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}]
laskee kaksinkertaisen integraalin. Numeerinen integrointi tapahtuu komennolla
NIntegrate[f, {x, xmin, xmax}]

Numeerinen integrointi onnistuu paljon useammin kuin symbolinen integrointi, mutta se ei tietystik&dan ole aivan
tarkkaa. Useimmissa tapauksissa Mathematica osaa kertoa, jos integroinnilla ei saavuteta haluttua tarkkuutta tai jos
néyttaa siltd, ettd integroitava funktio on liian hankala numeerisillekin menetelmille.

m Tehtavia

35. Integroi sin(x), kun 0 < x < 2 7. Kokeile myds numeerista integrointia.
36. Integroi fabfdcx—ly dxdy.
37. Laske integraali f(4 x* +4x3 —9x% — x+2)dx ja tarkista saamasi tulos derivoimalla se.

38. Ylinopeutta ajava auto ajaa nopeudella v =15m/s. Poliisi ryhtyy ottamaan ajajaa kiinni. Poliisiauto l&htee levosta
ja kiihdyttad a = 10m/s2. Milloin poliisi saa kaaharin kiinni? Piirra kummankin auton paikka ajan funktiona.

39. Kappaleen kiihtyvyys a(t) ajan funktiona muuttuu seuraavasti
a(t) = arctan(t),

kun aika ilmoitetaan sekunteina. Laske, mika on kappaleen keskimé&&réinen nopeus 12 ensimmaéisen sekunnin aikana,
kun liikkeelle I&hdet&én levosta, ja mika on sen nopeus 20 sekunnin kuluttua I&hdosta. Piirrd kiihtyvyyden ja nopeuden
kuvaajat samaan kuvaan.
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I Raja-arvot ja sarjat

Raja-arvot

Raja-arvojen laskeminen Mathematicalla tapahtuu komennolla
Limit[f[x], x->x0]
Téssa lasketaan raja-arvo limy_y, f(X).

Esimerkiksi funktion sin(x) /x raja-arvo nollassa:

In[1]:= | f=Sin[x] /X

Out[l]:‘ SinX[X}
In[2]:= | Limit[f, x -> 0]

out[2]= I 1

Taylorin ja Laurentin sarjat

Mathematica osaa kehittdd funktioita potenssisarjoiksi.

Series-komennolla.

Taylorin

ja Laurentin

sarjakehitelmat

saadaan

Esimerkiksi sinin sarjakehitelma muuttujan x suhteen pisteen x = 0 ympéristdssa potenssiin yhdeksén saakka saadaan

komennolla:
In[3]:= | Series[Sin[X], {X, 0, 9}]

B x3 x5 x7 x? 10
Out[3]= | X- & *+ 455 ~ 5040 * 362880 * O[X
In[4]:= | Normal [%]

3 5 7 9
outfal= | x- = X X X

6 " 120 5040 " 362880

Viimeinen O[x]'°-termi kuvaa yhdeksattd potenssia korkeampia termeja. Ennen kuin Mathematican tekemai
sarjakehitelmaa voidaan kayttaa edelleen (esimerkiksi kuvaajan piirtoon), pitdd se muuttaa tavalliseksi Mathematican

lausekkeeksi Normal-komennolla.
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Laurentin sarjassa on termejd, jotka ovat darettdmia siina pisteessd, jonka ymparistossa kehitelma on tehty. Esimerkiksi
funktion 157 Laurentin sarjakehitelmé pisteen x = 1ympéristdssa on

In[5]:= Series[E~X/ (1 -x"2), {X, 1, 3}]
out[5]= —ﬁ - %-%e (X - 1) -4—18 e (Xx-1)2- 9—16 e (X-1)3+0[x-1]4

m Tehtavia

40. Kehita kosini sarjaksi yhdeksénteen asteeseen asti. Vertaa sitd esimerkin sinin sarjakehitelmaan.
41. Laske yhteen sinin ja kosinin sarjakehitelmien neliét. Mitéa pitdisi tulla tulokseksi ja mité saat?

42. Piirrd sinin kolmannen, viiden, seitseménnen ja yhdeksénnen asteen sarjakehitelmien kuvaajat ja vertaa niita
tarkkaan kuvaajaan.

43. Kehita sini sarjakehitelméksi pisteen x = 1ympéristdssd kuudennen asteen termeja my®éten. Esité tulos polynomina
kayttaen Expand-komentoa.

44, Tutki myds jonkin muun funktion sarjakehitelmien tarkkuutta muunnellen astelukua.
45, Kokeile kehittad jokin maarittelematon funktio F[x] sarjakehitelméksi. Mité saat tulokseksi?

46. Esimerkkina singulaarisista eli ns.Laurentin sarjakehitelmistd kehitd funktio e*/(x —1) sarjaksi pisteen x =1
ympéristossd. Mathematican komento on sama kuin Taylorin sarjakehitelméan tapauksessa.

47. Muunna kehitelma Normal-funktion avulla normaaliin lausekkeen muotoon kuvan piirtdmisté
varten ja piirrd kuva.

48. Osoita,ettd suhteellisuusteorian mukaisesta energian lausekkeesta E = m c?saadaan ei-relativistinen liike-energian
lauseke

E=moc?+ 3 moV?,

kun liikemassan m ja lepomassan mq valille voidaan johtaa relaatio m = ——
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I Differentiaaliyhtaloitd Mathematicalla

Differentiaaliyhtalot

Differentiaaliyhtal6t ovat yhtalditd, joissa esiintyy tuntematon funktio, esimerkiksi y(x), ja sen derivaattoja.
Yksinkertainen esimerkki differentiaaliyhtélosta on
DR =3y,

Differentiaaliyhtdlon ratkaisuksi sanotaan analyyttistd lauseketta tai muuta esitystd y(x):lle. Yhtalon ratkaisu on
y(x) = 3%, silla

dyx) _ d
A = L (3% =365 =3 y(x).

Differentiaaliyht&lon kertaluku on korkein yht&lossé esiintyvd derivaatan kertaluku. Yo. yhtdld oli ensimmadisen
kertaluvun differentiaaliyht&lo. Esimerkki toisen kertaluvun differentiaaliyhtéldsté on

U0 1+ 16u(x) = 0,

silld siind esiintyy toista derivaattaa. Taman yhtalon ratkaisu on mm. u(x) = cos(4 x).

Reunaehdot ja reuna-arvotehtavat

Tarkastele seuraavaa differentiaaliyhtal6a, joka kuvaa populaation maaraa x ajanhetkellat.

dx

XZIZX

Taman yhtalon ratkaisu on x(t) = k e!. Koska ratkaisussa esiintyy mielivaltainen vakio k, kutsutaan tallaista ratkaisua

yleiseksi ratkaisuksi. Jos toisaalta tieddmme, ettd ajanhetkelld t =0 populaatio on x(0) = 10, voimme sijoittaa nama
tiedot yleiseen ratkaisuun ja saamme k :lle arvon k = 10. Olemme juuri ratkaisseet reuna-arvotehtavan.

Ratkaisut

Jos differentiaaliyhtdlé ratkaistaan ilman reunaehtoja, saadaan ratkaisuun yhtdlén kertaluvun osoittama maéra
tuntemattomia vakioita. Ratkaisu on siis kayraparvi, jonka parametrien méaré on yhtalon kertaluku.

Lineaarisia differentiaaliyhtalotyyppeja

Lineaarisuus tarkoittaa, ettd yht&lossa ei esiinny tuntemattoman funktion y(x) tai sen derivaattojen potensseja.
Esittelemme muutamia differentiaaliyhtalotyyppejd, joihin tulet torméamaan fysiikassa.
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m Ensimmaisen kertaluvun vakiokertoimiset differentiaaliyhtalot

Ensimmaisen kertaluvun vakiokertoimiset differentiaaliyhtalét ovat muotoa
y' () +ayx) =b,

misséd a ja ¢ ovat vakioita. Jos ¢ = 0 sanotaan yhtal6a homogeeniseksi.

m Ensimmaisen kertaluvun funktiokertoimiset differentiaaliyhtalot

Muotoa

y' () + p(x) y(x) = q(x)
olevat differentiaaliyhtélot ovat ensimmaéisen kertaluvun funktiokertoimisia differentiaaliyhtéloitd. Jos q(x) = 0 kaikilla
x:n arvoilla on yht&lé homogeeninen, jos taas seké q(x) ettd p(x) ovat nollasta eroavia, sanotaan yhtaloa taydelliseksi.

m Toisen kertaluvun vakiokertoimiset differentiaaliyhtalét

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtéldissa esiintyy jo tuntemattoman funktion y(x) toista derivaattaa y"(x).
Vakiokertoiminen, tdydellinen yhtalé on muotoa

y'")+ay' () +byx =c.

Vastaavasti kuin ensimmadisen kertaluvun tapauksessa sanotaan yhtal6a homogeeniseksi, jos ¢ = 0.

m Toisen kertaluvun funktiokertoimiset differentiaaliyhtalot

Yleinen muoto toisen kertaluvun funktiokertoimiselle differentiaaliyht&lélle on

Yy (X) + pX) Yy (X) + r(x) y(x) = q(x).

Differentiaaliyhtéléiden ratkaiseminen Mathematicalla

Mathematica on napparé apuneuvo differentiaaliyhtaldiden ratkaisuun.
Peruskomento on DSolve.
DSolve[yhtald, y[x], X]

Ratkaisemme esimerkiksi yhtalon

In[1]:= | DSolve[y " [Xx] == 3Yy[X], Y[X], X]

out[1]= | {{y[x] »e3*C[1]}}

Tulosta pitdd osata hieman tulkita, mutta kun hoksaa ettd siind esiintyvd C[1] on vakio, jota olimme aiemmassa
esimerkisséd merkinneet k:lla, lauseke ndyttdd jo tutulta. Huomaa, ettd jos erehdyt kdyttdmaan =-merkkid ==-merkin
asemesta, madrittelee Mathematica =-merkin vasemmalla puolella olevan asian oikealla puolella olevan asian kanssa
yhtésuureksi. Jos néin tapahtuu esimerkiksi ratkottaessa differentiaaliyhtéloitd, pitdd ndmad maédrittelyt purkaa
Clear-komennolla, muuten voi syntyd ihmeellisia virheita.
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m Numeerinen ratkaisu
Jos differentiaaliyhtéldé on hankala, ei Mathematica valttdmatta osaa ratkaista sitd symbolisesti. Voit kuitenkin kayttaa
komentoa NDSolve, joka ratkaisee differentiaaliyhtdlon numeerisesti. NDSolvelle pitdd antaa myds vapaan

muuttujan véli, jolle ratkaisu etsitddn. Tulos on voimassa vain talla valilla. Lisdksi NDSolve vaatii riittavasti
reunaehtoja kyetékseen ratkaisemaan kaikki vakiot, muuten se ei pysty laskemaan numeerista ratkaisua.

Esimerkiksi edellisen esimerkin yhtélon tapauksessa NDSolve ei antaisi tulosta, mutta jos sovimme reunaehdoksi
vaikkapa y(0) = 1 saamme,
In[2]:= | ratkaisu = NDSolve[{y " [X] == 3y[X], Y[0] == 1}, y[x], {X, 0, 10}]

out[2]= | {{y[X] - InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][X]}}

Nyt voimme esimerkiksi piirtad funktion y(x) kuvaajan.

In[3]:= | Plot[y[X] /- ratkaisu, {X, 0, 3}]

4000+
3000+
2000+
1000t
05 1 1.5 2 25 3
Oout[3]= - Graphics -

Kuvaaja voidaan piirtad vain valilla [0, 10]. Huomaa sijoitusoperaattorin /. kaytto!

m Tehtavia

49. Ratkaise 1:n kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyhtald y' (x) — 3 y(x) = 4.

50. Ratkaise 2:n kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyhtald 4 y"(x) —3y'(X) + 5 y(x) = 2. Maaraa
mieleisesi reunaehdot ja piirra ratkaisun reaaliosan kuvaaja.
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m Kertaustehtavia

7. Integroi cos(x) vélilla x € (=10, 10) symbolisesti ja numeerisesti.
8. Kirjoita tan(x) :n sarjakehitelma 5:n ympaéristdssa. Ota kehitelmaan 5 ensimmaista termié.

9. Ratkaise differentiaaliyhtdlé 12 x"(t) —9x'(t) + 16 x(t) — 9 =0 alkuarvoilla x(0) =2 ja x'(0) = 0. Piirrd ratkaisun
kuvaaja, kun t saa arvot 0 ...10.

10. Mieti, miten saisit ndpparésti madriteltyd edellisen tehtdvan ratkaisua vastaavan funktion.

Radioaktiivinen hajoaminen

Radioaktiivista hajoamista voidaan kuvata yhtalélla

dN
W:_AN’

missd A on hajoamisvakio.

Hetkelld t = 0 meilld on Ng ydintd. Hetkella t jaljella olevien ydinten maara saadaan selville ratkaisemalla yo. yhtalo
alkuehdolla N(t = 0) = Np.

In[4]:= | ratk = DSolve[{n"[t] == -lambdan[t], n[0] == n0}, n[t], t]

out[4]= | {{n[t] » e lambdat noy,

joka voidaan kirjoittaa tutumpaan muotoon
N(t) = No e L.

Lasketaan vield puoliintumisaika. Puoliintumisaika on aika, jonka kuluttua puolet ytimista on hajonnut.

In[5]:= | Solve[n[t] =n0/2 /. ratk, t]

Log[2
ou[s]:‘ {{tﬁila%d;}}

Voimme myds havainnollistaa ratkaisua piirtdmalla siitd kuvan. Ensin annamme A:lle ja N :lle sopivat numeroarvot.

In[6]:= | n0 = 1000

out[6] 1000

0.03

In[7]:=| lambda = 0.03
Oout[7] I
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In[8]:= Plot[n[t] /. ratk, {t, 0, 100}]

1000

800+

600 ¢

400 ¢

200+

20 40 60 80 100
out[8]= - Graphics -

Huomaa, miten ratkaisuna saamaamme funktioon n[t] viitataan sekd Solve- ettd Plot-komennoissa.

Yl6spain heitetty kappale

Haluamme saada matemaattisen kuvauksen suoraan yldspéin heitetylle pesépallolle. Tieddmme, ettd pallon kiihtyvyys
on gravitaatiokiihtyvyys. Toisaalta kiihtyvyys on paikan toinen aikaderivaatta,

d?y .

Lis&ksi voimme asettaa koordinaatiston niin, ett4 pallo on lahtéhetkelld origossa. Matemaattisesti tdmd voidaan esittaa
yhtéldparilla

a=y .
yt=0)=0

Katsotaan mita Mathematica saa naista aikaiseksi.
In[9]:= | DSolve[{a==y" "[t], Y[0] == 0}, y[t], t]

out[9]= ‘ {{yit] »% (at?+2tC[2])}}

Huomaa, ettd olimme merkinneet y:n t:n funktioksi, vaikka kyseessa oikeastaan olikin vakio a. Huomaa myds, etta
tuloksessa on ainoastaan yksi tuntematon vakio, C[2], vaikka kyseessa oli toisen kertaluvun differentiaaliyhtdld. Tama
johtuu siitd, ettd annoimme yht&lon ratkaisun yhteydessd reunaehdon, y(0) = 0. Paasisimme eroon myds C[2]:sta, jos
meilld olisi vield yksi lisdehto, esimerkiksi tieto siit4, ettd pesapallon alkunopeus oli 10m/s.
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m Tehtavia

51. Eliminoi esimerkin tehtavasta vakio C[2] kadyttamalla oletusta, jonka mukaan peséapallon alkunopeus oli 10m/s
ylospéin.

52. Mika on pesapallon saavuttama maksimikorkeus ja missé ajassa? Milloin pesépallo palaa heittokorkeudelle?

Putoamisliike vedessa

Tutkitaan nyt hieman monimutkaistettua tilannetta, jossa tiputamme tiiliskiven veneestd. Tiiliskiveen vaikuttaa maan
vetovoima Fg = m g, mutta myos veden aiheuttama liikevastus Fp = —k y. Muotoillaan asia matemaattisesti.

F=mg-ky=my=ma.

Mathematica sanoo

In[10]:= Clear[y, m, g, t]
DSolve[mg - ky"[t] ==my " "[t], y[t], t]

ke
outf11= | {{yrti - gEt _e Ec[l] +C[21}}

Kun otetaan huomioon jarkevat reunaehdot, saadaan tulokseksi

In[12]:= DSOIVe[{mg - ky'[t] ==my""[t], Y[0] ==0, y"[0] == 0}, y[t], t]

S gm(m-e™ m Tkt
out[12]= Hy[t]% e g ( iz +e )}}

m Tehtavia

53. Péattele veneestd pudotetun tiiliskiven tapauksessa jarkevét reunaehdot, ratkaise yhtdld Mathematicalla, anna
vakioille numeroarvot ja piirrd ratkaisusta kuva. Mitd huomaat? Miten tutkisit asiaa edelleen? Tutki myds mita
tapahtuu, jos muutat tiiliskiven massaa ilman ettd muutat vakiota k..

54, Laske tiiliskiviesimerkki numeerisesti. Vertaa tuloksien yhtapitavyytta piirtimalla kummastakin kuvaajat
paallekain, tai vaikka laskemalla niiden arvot muutamassa pisteessa.
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Raketin lento

Tarkastellaan rakettia, joka polttaa massaansa tuottaakseen tyontévoimaa. Rakettiin vaikuttaa vain maan vetovoima
—m (t) g, joka oletetaan vakioksi, ja raketin moottorin aiheuttama tyontdvoima Fpmqet, joka myds oletetaan vakioksi.
Liikeyhtalon muodostaa yhtaldpari

Fmoot —M(t) g = m(t) X(t),
m(t) =mg —at

niin kauan kuin poltettavaa massaa riittdd. Kun polttoaine on kulutettu, muuttuu m(t):n lauseke. Tutkitaan nyt kuitenkin
rakettimatkan alkuosan t < 10 s ratkaisua seuraavalla ohjelmanpétkalla.

In[13]:=

9.81

out[14]=

out[15]= | 100

out[17]= 3000

out[18]= 100-5t

out[16]= | 5

Oout[19]= | {{x[t] - InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t]}}

Koska tulos ei ole kovin selvékielinen, tutkimme asiaa piirtdmalla ratkaisusta, eli raketin korkeudesta ajan funktiona,
kuvan.
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In[20]:= Plot[x[t] /- ratkaisu, {t, 0, 10}]

1200
1000
800+
600 |
400 ¢

200+

out[20]= - Graphics -

m Tehtavia

55. Laske rakettiesimerkki ja piirrda sen ratkaisu, mutta lisdd ilmanvastuksen aiheuttama voima,
Fima = —k V2 = —k x(t)®. Kéytd k:lle vaikka arvoa 0,3. Vieldkd ratkaistava yhtdlé on lineaarinen? Vertaa raketin
lentorataa esimerkin lentorataan.

I Mekaniikkaa

Kitkaton varahtelija

Tutkitaan kitkattoman jousen pé&ahan kiinnitetyn kappaleen kayttaytymistd. Jousen jousivakio on k ja kappaleen massa
m. Systeemi oletetaan kitkattomaksi. Kappaletta poikkeutetaan matkan s verran tasapainoasemastaan ja paastetdan
vapaaksi. Haluamme tietdd, mika on punnuksen poikkeama x tasapainoasemastaan kullakin ajanhetkelld. Kirjoitetaan
liikeyhtélo:

F=ma=-kx
eli
mXx = -k X.

Liséksi tieddmme, ettd punnus oli hetkelld t = 0 poikkeutettuna matkan s tasapainoasemastaan, x(0) = s ja sen nopeus
oli nolla,

x(0) = v(0) = 0.
Voimme kéyttad naita tietoja reunaehtoina.

Sydtdmme tietomme Mathematicaan:



49

In[1]:= Clear[m, x, k, s]
DSolve[{mXx" "[t] == -k X[t], X[0] ==s, X"[0] == 0}, X[t], t]

Jvk t
]

out[2]= {{x[t] > sCos|

m Tehtavia

56. Laske esimerkin jouseen Kiinnitetyn kappaleen hetkellinen nopeus.

57. Kirjoita tiedostoon Mathematica-ohjelma, joka antaa s:lle, k:lle ja m:lle jarkevat arvot, ratkaisee yhtalon kuten
edelld ja piirtdd kuvaajan kappaleen poikkeamasta ajan funktiona.

58. Lisad ohjelmaan patka, joka laskee kappaleen hetkellisen nopeuden ja piirtdd sen samaan kuvaan poikkeaman
kanssa.Tulkitse kuvaa. (Huomaa, ettet voi viitata tuloksiin %n-menetelmalla ohjelman sisallal)

Vaimennettu varahtely

(Katso Benson, University Physics s. 309, 15.5)

Todellisuudessa kuvan kaltaisessa systeemissa esiintyy erilaisia kitkavoimia. Kun jouseen kiinnitetyn kappaleen
nopeus on pieni ja systeemi upotetaan nesteeseen, on kitkavoima verrannollinen nopeuteen,

Fritka = =y V.
Suuretta y sanotaan vaimennusvakioksi. Kirjoitamme uudelleen liikeyht&lén ja otamme huomioon myds kitkan

mX+yx+kx=0.

m Tehtavia

59. Ratkaise jousen paikka ajan funktiona.

60. Kuten kitkattomassa tapauksessa, piirrd paikan ja nopeuden aikakehitys samaan kuvaajaan. Mita eroja havaitset?
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ISéhkboppia

LC-piirit

Tarkastellaan suljettua virtapiiria, joka koostuu kondensaattorista, kapasitanssi C ja kelasta, induktanssi L. Kirchhoffin
lain mukaan kierrettdessa virtapiiri, tulee jannitteiden (potentiaalierojen) summan olla nolla, V¢ + V| = 0. Sahkdopista
tiedetddn ettd virta on sidhkovarauksen aikaderivaatta, | = 4Q/dt. Keloille patee V. = Ld1/dt, eli V| = Ld?Q/d1t?.
Kondensaattorin napojen valilla vallitsee jannite Vc = Q/C.

72
V=L L2
Ve =g
Ve+V, =0

Q Q _
- T +L e = 0
Yllattden edessamme on toisen kertaluvun differentiaaliyhtald. Ei kun ratkaisemaan! Mathematica sanoo

In[1]:= Clear[c, I, q]
DSolve[q[t] /c+ 19" "[t] ==0, q[t], t]

out[2]= | {{a[t] »C[1] Cos| ] +cr2] Sin[*”}

t
e AT
Saimme harmonisen oskillaattorin lausekkeen.

m Tehtavia

61. Eliminoi vakiot asettamalla varaukselle Q ja virralle 4Q/dt sopivat alkuehdot, ja tutki saamaasi lopputulosta
kuvin. Vaihtele komponenttien arvoja ja tutki systeemin kayttaytymista.

LCR-piirit

LRC-piiri on huomattavasti 1&hempdand todellista tilannetta. Siin& on kytketty sarjaan kondensaattorin ja kelan kanssa
myos vastus, joka aiheuttaa sdhkdenergian muuttumisen lampdenergiaksi ja havidmisen systeemistd. Kirchhoffin
s&annon perusteella voimme kirjoittaa yhtalén

Q al _
T +IR+L g = 0

Kéayttamalla LC-piirien yhteydessa tekem&ddmme havaintoa | = dQ/dt voimme Kirjoittaa saman muodossa
LQ+RQ+ g =0.

Verrattuna edelliseen tehtdvdan olemme saaneet yhden termin lisdd. Mathematica osaa ratkaista tdmén yhtalon
analyyttisesti, mutta tulos on melko sekavan nakdinen
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In[3]:= | DSolve[{lq""[t] + rq"[t] + q[t] /c == 0}, q[t], t]
out[3]= ‘ HERAEEE oy 4 e SEREEE o2 )
In[4]:= | implify[%]

el ]
outf41= | {{art] e 2~ C[1] +e Ci21}}
m Tehtavia

62. Eliminoi vakiot kuten LC-piirien tapauksessa, ja tutki saamaasi lopputulosta kuvin. Vaihtele komponenttien arvoja
ja tutki systeemin kayttaytymista.

Sahkoopin ja mekaniikan suureiden analogiaa
Mekaniikka x v m  +mv  k

skx* F
Sahkooppi Q I L sLIZ L 2

2
= \

NP NI

I Populaatioiden kilpailu

Epélineaarisia differentiaaliyhtaloita

Edelld on tutkittu lineaarisia differentiaaliyhtéloitd, joilla on paljon sovellutuksia eri fysiikan aloilla. Seuraavassa
tarkastellaan eréitd epélineaarisia differentiaaliyhtélétyyppejd, joilla voidaan kuvata toisiinsa kytkettyjen systeemien
kehittymistd. Otamme tutkimuksen kohteeksi eldin- ja kasvimaailman elidstéjen lisd&ntymisen ongelmat.

Perusyhtald lukumaaran N(t) kehittymiselle ajan t funktiona saadaan, jos tunnetaan lisddntymisnopeus e,

AN _
o = €N@®.

Yhtéld on muodoltaan sama kuin radioaktiivista hajoamista kuvaava yhtald. Se on lineaarinen yhtal6 ja tuloksena on
eksponentiaalinen kasvu ilman rajoja. Biologisen systeemin kéayttaytyminen télla tavoin on mahdollista vain tiettyyn
rajaan saakka, silla kasvua rajoittavat tilan, ruuan, valon yms. puute, eli yksilt tulevat tietoisiksi ympéristostaan ja
lajitovereidensa olemassaolosta. Tama ndkyy lukuméardn kehittymistd kuvaavassa differentiaaliyhtalossa
epdlineaarisena termind, jonka edessé kertoimena on erilaisia puutteita kuvaava vakio £.

MO —eN() - BN
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In[1]:= e =4
b =2
ra=DSolve[{n"[t] ==en[t] -bn[t]"2, n[0] == 1}, n[t], t]

out[1]= I 4

out[2]= | 2

Solve::ifun :
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not
be found; use Reduce for complete solution information. More..

2 4t
out[3l= | {{n[t] - Tfee‘l—t
In[4]:= Plot[n[t] /- ra, {t, 0, 10}, PlotRange -> All]
2 L
1.8}
1.6}
1.4+
1.24
2 4 6 8 10
out[4]= - Graphics -

Toisenlainen epélineaarinen Kkytkentd aiheutuu toisten lajien olemassaolosta. Peto-saalis suhteessa saaliin maara
lisdéntyy eksponentiaalisesti, ellei petoja ole olemassa. Toisaalta petojen lisd&ntyminen riippuu téysin saaliin
lukumaarasta ja ne kuolevat pois eksponentiaalisesti, mikali saalis havitetadan. Tallaista tilannetta kuvaamaan tarvitaan
kaksi kytkettyd differentiaaliyhtal6a. Olkoon esimerkkind kettujen ja janisten lukumaéarien kehittyminen,

dNjt

T = 65— v Ne®IN; ()

N g — 3 Nj(B)] Ni()

Yhtéloissa N;(t) kuvaa janisten ja Ni(t) kettujen lukumaéraéd. Vakio €; kertoo janispopulaation kasvunopeuden ilman
kettuja. Se riippuu ruuasta, ilmastosta jne. Vakio y; kuvaa sitd, kuinka paljon janiksia joutuu kettujen suihin, ja vy
puolestaan sitd, miten kettujen maara lisddntyy tdmén saalistuksen seurauksena. Ketut eivét eld ilman janiksia, joten e
antaa nopeuden niiden sukupuuttoon kuolemiselle. Kokeilemalla erilaisia parametrien arvoja yhtalon ratkaisemiselle
voit todeta, ettd luonnon tasapaino on hyvin herkké ja sen jarkkyminen johtaa aivan uudenlaiseen ratkaisuun.

Mathematicassa ndma yhtalot saavat muodon,
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In[5]:

out[5]

Oout[6]=

out[7]=

out[8]

In[9]:

out[9]=

el =10
gl=0.1
e2=0.6
gZ =0.1
10
0.1
0.6
0.1

rat = NDSolve[{] "[t] == (el -9l k[t]) j[t], k"[t] == (-e2+Q2][t]) k[t],
J[0] ==1, k[0] == 100}, {j[t], k[t]}, {t, O, 10}]

{{J[t] - InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t],
k[t] » InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t]}}

Kuva lukumé&arén kehittymisestd ajan funktiona saadaan helposti piirtdmallda Plot-funktiolla yhtaléiden ratkaisut.
Toinen mielenkiintoinen tapa yhtaléryhman ratkaisujen tutkimisessa on esittda ratkaisut toistensa funktiona, eli kuinka
kettujen lukumaérd muuttuu janisten lukumaaran funktiona. Tahéan tarkoitukseen on kaytettavissa Parametric-
Plot-funktio. Se on muotoa

ParametricPlot[{fx, fy}, {t, tmin, tmax}]

Tassa lausekkeet Fx ja Fy antavat kdyran x ja y komponentit ajan t funktiona.
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In[10]:= Plot[{j[t] /- rat, k[t] /. rat}, {t, O, 10}, PlotRange -> All,
PlotStyle » {Hue[0], Hue[0.5]}]

140
120
100
80+
60+
40 ¢

20

2 4 6 8 10

out[10]= I - Graphics -

In[11]:= ParametricPlot[{j[t] /. rat[[1]], K[t] /. rat[[1]]}, {t, O, 10},
PlotRange -> All]

130}
120
110}
100}

90 |

80+

2.5
out[11]= - Graphics -

Ylla esitetyt mallit ovat tietysti hyvin idealisoituja ja luonnossa monet tekijat yhdessa vaikuttavat lukumaarien
kehittymiseen. Esimerkkind voisi olla méntyjen ja kuusien Kilpailu elintilasta. Sit4 voidaan kuvata
differentialliyhtaloryhmalld, jossa molemmat edella esitetyt epélineaariset termit on otettu mukaan.

Do = [em — B Nim(®) = ¥im Ni(®)] Nip(1)
B = e — B Ne(®) = vk N(©)] N(D)
Yhtéldissd Npy(t) kuvaa mantyjen ja Ng(t) kuusien lukuméaardd. Vakiot e, ja e kertovat puiden lukumaaran

lisdédntymisnopeuden. Lukumadran kasvaessa alkavat toiset puut varjostaa ja estéa toisten kasvua, joten lukuméaara ei
paase kasvamaan rajatta. VVakiot B ja Bk kuvaavat saman lajin sekd yn, ja yk eri lajin aiheuttamaa varjostusta.



In[12]:=

Oout[12]= | 1

out[13]= | 0.1

out[14]= | 0.1

Out[15]= | 0.6

out[16]= | 0.1

out[17]= | 0.1

In[18]:=

Oout[20]= {{m[t] - InterpolatingFunction[{{0., 100.}}, <>] [t],

k[t] - InterpolatingFunction[{{0., 100.}}, <>][t]}}
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In[21]:= | Plot[{m[t] /. rat, k[t] /. rat}, {t, O, 100}]

25

20

15§

10+

5
. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
20 40 60 80 100

out[21]= - Graphics -
In[22]:= ParametricPlot[{m[t] /. rat[[1]], k[t] /- rat[[1]]}, {t, O, 100},

PlotRange -> All]

1t

0.8+

0.6+

0.4+

0.2¢

40 60 80 100

out[22]= - Graphics -

m Tehtavia

63. Tutki yhtalén dN(t)/dt = eN(t) — BN(t)? kayttaytymista eri parametrien arvoilla ja antamalla lukuméaaralle eri
lahtéarvoja ajan hetkelld t = 0. Piirrd lukuméaaran kuvaaja ajan funktiona.

64. Tutki seka janisten ja kettujen ettd kuusien ja mantyjen eldmaa kuvaavien yhtaldiden kayttdytymisté eri parametrien
arvoilla ja eri lahtdarvoja kayttden. Piirra kettujen lukuméaaré janisten lukumadran funktiona ja kuusien lukuméaara
maéntyjen lukumaéran funktiona. Etsi kuvaajien avulla stabiilit ratkaisut, joissa lajien lukumaarat pysyvat ajan funktiona
vakioina.
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I Ohjelmointi Mathematicalla

Ohjelma ja sen suoritus

Mathematican kieli soveltuu myds ohjelmointiin. Se tuntee yleisimméat toistorakenteet ja ehtolauseet.
Mathematica-ohjelmat Kirjoitetaan tavalliseen tekstitiedostoon, jonka tunnisteeksi on sovittu .m. Esimerkiksi
ohjelma.m on hyvé tiedostonimi.

Mathematican kieli on tulkittu kieli, toisin kuin esimerkiksi C-kieli Atk I-kurssilla. Tdma tarkoittaa sitd, ettd
Mathematica lukee ohjelmaa ja kdy sité suoraan l&pi kasky kaskyltd, k&antamatta sitd ensin mihink&an muuhun - kuten
esimerkiksi assembly - muotoon.

Kun ohjelma on kirjoitettu tiedostoonsa, kasketddn Mathematicaa suorittamaan se. Mathematica lukee ohjelman késky
kaskylta ja yrittad suorittaa sen. Kaikkien grafiikkaké&skyjen tulosteet avautuvat myds grafiikkanaytélle.

Ennen ohjelman ajoa on syytd varmistaa, ettd $Path-maérittelyissd on mukana hakemisto, jossa ohjelmatiedosto on.
Hakemisto liitetddn méérittelyihin komennolla SetDirectory["hakemisto'].

Ohjelma luetaan Mathematicaan << -kaskylla, esimerkiksi

In[1]:= Clear[a, b, c, f]
<< ohjelma.m

out[2]= {{X > 0.666667 -1.247221}, {X > 0.666667 + 1.247221}}
Ohjelma oli
In[3]:= Clear[T, x]

a=1.5

b=-2

c=3

f[x ] :z=ax™2 + bx + C
Solve[f[x] == 0, X]

out[4]
out[5]=

out[8]= {{X—>0.666667-1.247221i}, {X—> 0.666667 +1.247221}}

out[6]= I 3
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m Tehtavia

65. Tutki esimerkin ohjelmaa oh jelma.m. Kay se lapi kasky kaskyltd, ja selitd, mita se tekee.

66. Kirjoita itse tiedostoon ohjelma, jossa méadrittelet funktion f(x) = x3 — 4 x + 12 ja piirréat sen kuvaajan.

Ehtolauseet

Valinta eri kaskyjen suorittamisen valilla tehd&an 1¥-komennolla
If[ehto, kaskytl, kaskyt2]

Siind annetaan ehto, jonka perusteella valinta suoritetaan. Ehto voi saada kaksi arvoa tosi ja epétosi, Mathematicassa
True tai False. Ehdon jalkeen seuraa kaksi kdskysarjaa pilkuilla erotettuna. Sarja kaskyt1 suoritetaan, jos ehto on
tosi ja kaskyt2 jos ehto on epéatosi. On myods mahdollista antaa kolme lauseketta, joista viimeinen suoritetaan, jos
ehto ei ole sen paremmin tosi kuin epatosikaan.

In[9]:= If[1<2, Print["Tosi"], Print["Vaarin"]]
Tosi

Ehtorakenne, joka usein tulee vastaan matemaattisia funktioita ké&siteltdessd, liittyy funktion maédrittelyalueen
rajaamiseen. Funktioiden ei tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voidaan maéritell& paloittain.

funktio[x _]:=lausekel/;mdarittelyaluel
funktio[x_]:=lauseke2/;mdarittelyalue2

Merkintad / ; kdytetaan siis madrittelyalueen rajaamiseen.

m Vertailuoperaattorit

Ehtojen muodostamisessa tarvitaan vertailuopraattoreita.

X== yht& suuri

xI=y eri suuri

x>y suurempi kuin

X<y pienempi kuin

x>z=y suurempi tai yhté suuri kuin
X<=y pienempi tai yhtd suuri kuin
X=== identtisesti yhta suuri

In[10]:= | 1<2<3

out[10]= I True
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In[11]:=

out[11]= False

m Loogiset operaattorit

Loogisia operaatioita tarvitaan yhdistettiessa erilaisia ehtolausekkeita.

Not[x] tai ! ei

X&&y ja

x|y tai

Xor[x,y,..] joko ... tai
In[12]:= _
out[12]= | False

Raketin lentorata

Tarkastellaan raketin lentorataa sellaisessa tapauksessa, ettd raketin polttama polttoaine on merkittvd osa
kokonaismassasta, joten lennon aikana raketin massan muutos taytyy huomioida.

Massa ajan funktionam[t_]:=1Ff[ct<p,mO-ct, m0-p].

Toinen tapa maéritella massa ajan funktiona:

In[13]:=

Nousun differentiaaliyhtald

In[16]:=

Tyo6ntévoima ajan funktiona

In[17]:=

Vakiot yksikoissa kilogramma, kilometri ja sekunti g=9.81m/s?, ¢ = 1kg/s, mg=1000kg, p = 100kg,
f = 15000 N
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In[19]:=

Differentiaaliyhtalon ratkaisuna saadaan paikka x ajan t funktiona

In[24]:=

50 100 150 200 250 300

-20¢+

out[27]= - Graphics -

0.6}

0.4¢

0.2¢

100 120 140 160 180 200

out[28]= - Graphics -

Lasketaan hetki ja nopeus, kun korkeus on 40km



In[29]:=

out[29]= | {t > 198.596}
out[30]= | 198.596

out[31]= | ~0.367816

ja radan maksimi

In[32]:=

out[32]= | (t > 161.102)
Out[33]=| 161.102

out[34]= | 46.8955

Polttoaineen loputtua raketti avaa laskuvarjon 40 km korkeudessa. Laskeutumista kuvataan differrentiaaliyhtalolia,
jossa huomioidaan myds ilmanvastus, ilmanvastuskertomeksi valitaan y=3000 kg/s

In[35]:=

out[3s6]= | 3000

Laskeutumisen ratkaisu
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In[37]:=

39.975

39.95]

39.925¢

39.9¢

39.875¢

39.85¢

out[39]= - Graphics -

Nopeus maahan tultaessa
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In[40]:=

-0.002944 |

-0.002946 ¢

-0.002948 ¢

out[43]= | 13554.4

out[44]= | -0.002943

~10.5948 km

Out[45]= ‘ t

Piirretdan koko lentorata

10
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In[46]:=
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14609\

out[47]= - Graphics -

47 +

46"

45 ¢

44 ¢

43 ¢

42 ¢

41 ¢

160 170 180 190 200 210

out[48]= - Graphics -

m Oikea maan vetovoima

Todellisessa tilanteessa maan vetovoima ei ole vakio vaan kaantéen verrannollinen etéisyyden neliéon

In[49]:=

318907

£0 km

Korkeudella z(t) gravitaatiovoiman aiheuttama kiihtyvyys agra\,:g(z(t?f;am). Se esitetddn Mathematicassa
seuraavasti:




In[52]:=

| [e2]
[&]

Raketin differentiaaliyhtdlo m a = Fryger — M(t) agray Voidaan nyt Kirjoittaa seuraavasti:

In[53]:=

m Ratkaisun ja rajanopeuden etsiminen oikealle gravitaatiovoimalle

Jos raketin kineettinen energia, % mv,?, silloin, kun polttoaine loppuu on suurempi kuin sen potentiaalienergia,
mgR?/(R + z), niin se vapautuu maan vetovoimasta. Rajanopeudeksi saadaan Vigja = V20 R / VR+z.

Polttoaineen loppumisen jalkeen raketin liikeitd kuvaa yhtald

ma = Fgay = Z(t) = agrav,

jonka ratkaisuna saadaan raketin nopeus v2 = ZF?E + V2. Hyvin kaukana maasta raketti matkaa siis nopeudella v, .

Jotta rajanopeus saavutettaisiin, tdytyy tyontdvoimaa kasvattaa edellisestd huomattavasti ja liséta polttoainetta rakettiin.

In[54]:=

rajanopeus = 9.57858 km/s korkeudella 2321.17 km

Vv_p = 10.3486 km/s

nopeus kaukana on 3.91712 km/s

5000 ¢

4000 ¢

3000 ¢

2000 ¢

1000 |

200 400 600 800 1000
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out[66]= - Graphics -
10+
81t
6
41
2 L
200 400 600 800 1000
out[67]= - Graphics -
m Tehtavia

67. Tutustu rakettiesimerkkiin ja kokeile mitd tapahtuu, jos muutat vakioiden, kuten alussa olevan polttoaineen arvoja.

68. Méérittele funktio F[x], joka saa arvon 1, kun x < 0 ja arvon 0, kun x > 0. Piirra funktion kuvaaja.

m Switch-lause

Mathematicasta 16ytyy C-kielen switch-rakenteen tapainen valintarakenne.
Switch[expr, forml, valuel, form2, value2, .., _, other value]

Switch-lause laskee lausekkeen expr arvon ja vertaa tulosta jokaiseen formi arvoon. Jos expr == formi niin
Switch-komennon tuloksena saadaan valuei. Kun miké&én arvo ei kay, niin jatetddn Switch-lause suorittamatta,
tai jos alaviiva vaihtoehto on lisétty, niin suoritetaan alaviivan jalkeen tulevat kéaskyt.

Toistorakenteet

Mathematica tuntee For, Do ja Whi le -komennot.
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m For-silmukka

For-komento on muotoa

For[alkuasetukset , ehto, laskuri, komennot],

puolipisteilld puolipisteilld
erotettuna! erotettuna!

missa siis alkuasetukset ja komennot ovat esitettu puolipisteilld (;) erotettuina, jos niitd on useampi kuin yksi.

Alkuasetukset suoritetaan vain kerran, ennen muita toimia. Ehto tarkistetaan joka kierroksella, ja jos se on epétosi,
poistutaan silmukasta, muuten jatketaan silmukan suorittamista jérjestyksessé:

ehto
komennot
laskuri,
ehto

jne.

Laskuri ja komento ovat tavallisia Mathematica-komentoja. Jos halutaan useampi komento, voidaan ne erottaa
puolipisteella tai kirjoittaa listaksi.

Mathematica tuntee C-kielen tyyliset lyhennysmerkinnat:

Lyhennys Merkitys

a+=b a=atb
a-=b a=a-b
a/=b a=a/b
a*=b a=a*b

++a, at++ a=at+l

--a, a-- a=a-1

Esimerkki:

In[68]:= For[a=0; 1 =0, i <N[Pi], 1 +=N[Pi /5], a+=Sin[i]; Print[a]]

0
0.587785
1.53884
2.4899
3.07768



68 ATK Il - luennot.nb

m Do -silmukka

Do-komento on muotoa

Do[komennot , {laskuri, alkuarvo, loppuarvo, askel}]

puolipisteilla
erotettuna!

Jos askel puuttuu kaytetddn oletusarvoa askel =1. Jos sekd askel ettd alkuarvo puuttuvat, niin kaytetdan
molemmille oletusarvoa 1.

Esimerkki:

In[69]:= a=0
Do[a +=Sin[i]; Print[a], {i, O, N[Pi], N[Pi/5]}]

out[e9]= | ©

.587785
.53884
-4899
.07768

w w N B O O

.07768

m While-silmukka

Whi Ie-komento on muotoa

While[ehto, komennot]

puolipisteilla
erotettuna!

Komentojen joukossa taytyy olla lauseke, joka muuttaa ehdon totuusarvoa silmukkaa suoritettaessa.

Esimerkki:
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In[71]:

1
-
n

0
=0
le

While[1 <N[Pi], 1 +=N[Pi/5]; a+=Sin[l]; Print[a]]

out[71]= I 0

out[72]= | 0

0.587785
1.53884
2.4899
3.07768
3.07768

m Nest ja FixedPoint

Liséksi Mathematica osaa Nest ja FixedPoint-toistorakenteet, joihin ei tdssé sen tarkemmin puututa.

m Tehtavia

69. Kuten melkein sanasta voi paatelld, eivat edella esitetyt esimerkit tee aivan tdsmélleen samaa asiaa. Mité ne tekevat
eri tavalla?

70. Tutki, mité eroa on lausekkeilla a++ ja ++a?

Vuorovaikutus ohjelman ajon aikana

Usein on tarve pyytaé kayttajad syottdmaan esimerkiksi jokin luku. Taman voi tehdd Input-komennolla.

Esimerkiksi
In[74]:= | 2 + Input[”Anna luku! "]
out[74]= | 5

Kuten aikaisemmin oli jo esilld, Mathematicassa voidaan datoja lukea myds tiedostosta ReadL i st-komennolla.
Komennolla
datat=ReadList["file", {Number,Number}]

luetaan tiedostosta Fi Ie kahteen sarakkeeseen sijoitettuja lukuja taulukkoon datat.

Tiedostoon kirjoittamista varten taytyy avata kirjoituskanava kaskylla
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In[75]:= | kanava = OpenWrite["tiedosto”, FormatType - OutputForm]

Out[75]= I OutputStream|tiedosto, 7]

Tiedostoon kirjoitetaan kanavan kautta.

In[76]:= X =2

y=4

Write[kanava, x, " ", V]
out[76]= | 2

out[77]= | 4
Lopuksi kirjoituskanava suljetaan komennolla Close:

In[79]:= | Close[kanava]

out[79]= | tiedosto

m Tehtavia

71. Kirjoita Mathematica ohjelma, joka laskee n ensimmaistd Fibonaccin lukua. Fibonaccin luvut saadaan
rekursiokaavalla

Xi = Xj_1 + Xj_p, 1 =2
Xo=0
X1 =1

eli jokainen luku on kahden edeltdjansad summa. Lukuméaard n kysytaan kayttajalta. Lukujen tulostukseen voit kayttaa
Print-komentoa.

m Kertaustehtavia

11. Maarittele paloittain funktio, joka saa arvon x?, kun x < 3, arvon x + 5 kun 3 < x < 7 ja arvon 14, kun x = 7. Piirra
f :n kuvaaja. Mieti, miten saisit funktiosta jatkuvan.

12. Laske summa Y12 i2 kayttden Do-ja Whi le-silmukoita.
13. Laske rekursiokaavan

Vi=3Yi1 +4Vip, i=2
Yo=1
y1=9

mukainen yj:n arvo, kuni=7.
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I Schroédingerin yhtalo

Atomien ja molekyylien ominaisuuksia voidaan kuvata lineaarisella toisen kertaluvun differentiaaliyhtal6lld, jossa on
ominaisarvo. Yhtélod kutsutaan Schroédingerin yhtéloksi. Se voidaan Kirjoittaa seuraavaan muotoon

y" () =V () yr) = Ey).

Funktio V(r) kuvaa kahden mikromaailman hiukkasen (atomi, elektroni, protoni, jne.) vélistd vuorovaikutusta ja E on
yhtélén ominaisarvo, jonka arvo maéraytyy ratkaisulle y(r) vaadituista rajaehdoista, kunr — co ja/tair - 0.

Esimerkiksi vetyatomin tapauksessa Schrddingerin yhtalén ratkaisuna saadaan aaltofunktio y(r), jonka nelié kuvaa
elektronin todennékdisyysjakautumaa protonin ymparistdssa, sekd ominaisarvo E eli energia, jolla protoni sitoo
elektronin itseensa.

Yhtélon ratkaiseminen tapahtuu siten, ettd ensin arvataan ominaisarvo ja sitd kéyttéden ratkaistaan differentialiyhtélo
(NDSolve-komento). Jos ratkaisu ei toteuta haluttuja rajaehtoja, niin suoritetaan parempi arvaus ominaisarvolle ja
yritetdan uudelleen.

Mathematica ohjelma vetyatomin perustilalle

Edelld kuvattua yksinkertaista periaatetta voidaan kehittdd siten ettd numeerinen tarkkuus paranee ja ratkaisusta
saadaan stabiili. Talldin pisteissd r - 0 ja r - co annettuja alkuarvoja kayttden lasketut ratkaisut sovitetaan yhteen
pisteessd r =ryy; siten, ettd sekd y(r) ettd sen derivaatta y'(r) ovat jatkuvia tésséd pisteessd. Koska yht&ldé on
lineaarinen, niin ominaisarvon maardamiseen riittdd, ettd suhde y'(r)/y(r) on jatkuva kohtauspisteessd r = ry;.
Lineaarisen differentiaaliyhtélon ratkaisunhan voi vapaasti kertoa vakiolla ja tuloksena saadaan yhtéldlle uusi ratkaisu.
Lopuksi ratkaisu normitetaan siten, etta

}oy(r)2 dr=1.
0

Ominaisarvon arvausta parannetaan binaarihaun avulla. Haku toimii silloin, kun on l6ydetty kaksi ominaisarvoa
E = E; ja E = E,, jotka antavat eri merkin erotukselle

- yO'(rvaIi) _ yml(rvali)
Yo(Tvaii) Yoo(Fvaii)

Merkinnét yo (rvaii) ja Ve (rvaii) tarkoittavat origosta ja darettdmyydesta lahtevia ratkaisuja.

Schrédingerin yhtald

In[1]:= Clear|[e, y]
yhtalo := y*""[r] - (Vcoul [r] -e) y[r] ==

Coulombin potentiaali, Veou = — 2 + &2,
In[3]:= Veoul[r_] := -2/r + L(L+1)/r"2

Alkuarvoissa asetetaan
- laskentatarkkuutta kuvaava parametri, tark
- piste, josta diff. yhtalon ratkaiseminen alkaa lahella origoa, ralku

- piste, johon diff. yhtalon ratkaiseminen paattyy, rval i
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- piste, josta diff. yhtalon ratkaiseminen alkaa kohti origoa, rloppu
- ensimmainen arvaus ominaisarvolle, e =el, ja sitd vastaava A, A(el)=erol.

- toinen arvaus ominaisarvolle, e=e2, ja sitd vastaava A(e2)=ero2.

In[4]:=

Ratkaisufunktion asymptoottinen kéayttaytyminen  alkupisteessa y(r-0)=Cyr ja loppupisteessa
y(r - 00) = C, V"B ', Lasketaan myos funktion derivaatat alku- ja loppupisteissa.

In[11]:=
out[12]= | 1
1
out[14]= | r
e-V-er
out[16]= 0000

Lasketaan logaritmisten derivaattojen erotus, erol, sovituspisteessa, rvali, sen jalkeen arvataan uusi ominaisarvo,
e2, ja lasketaan sitd vastaava logaritmisten derivaattojen erotus, ero2. Mikéli erol ja ero2 ovat erimerkkiset, niin
oikean ominaisarvon taytyy olla vélilld el < e < e2. Parannetaan arvausta puolittamalla vali jokaisella kierroksella
ja huolehtimalla siita, ettd erol ja ero2 ovat aina erimerkkiset.
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m Alkuarvojen etsintd ominaisarvolle (el ja e2)

In[18]:=
out[19]= | -0.9
out[20]= | {{y[r] > InterpolatingFunction[{{1.x10%, 1.1}, <>][r]}}
0.35¢
0.3}
0.25¢
0.2
0.15¢
0.1
0.05¢
0.2 0.4 0.6 0.8 1
out[21]= | - Graphics -
In[22]:=
out[23]= | InterpolatingFunction[{{1.x10°%, 1.}}, <>][r]
_ InterpolatingFunction[{{1.x10%8, 1.}}, <>][r]
out[24]= = = =
InterpolatingFunction[{{1. x10°°, 1.}}, <>][r]
In[25]:=

out[26]= {{y[r] - InterpolatingFunction[{{1., 8.}}, <>][r]}}
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4% 107%

3x107%

2x10°%

1x 1075

out[27]= - Graphics -

In[28]:=
out[28]= | InterpolatingFunction[{{1., 8.}}, <>][r]
out[29]= InterpolatingFunction[{{1., 8.}}, <>] [r]

InterpolatingFunction[{{1., 8.}}, <>] [r]

Out[30]= | -0.197543
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0.35¢
0.3}
0.257
0.2}
0.15;
0.1}

0.05

out[31]= - Graphics -

Logaritmisten derivaattojen erotus arvoilla el (erol) ja e2 (ero2)

In[32]:=
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m Varsinainen iterointi

In[34]:=

ominaisarvo = -0.999997

logaritmisten derivaattojen erotus = 1.44922x10 %2

Sovitetaan ratkaisut yhteen ja normitetaan. Naméa ehdot méaaraavat vakiot c1 ja c2.

In[37]:=

General::spelll : Possible spelling error: new
symbol name "norm™ is similar to existing symbol “Norm". More..

out[38]= 0.249989



In[39]:=

0.5

0.4}

0.3¢

0.2

0.1;

0.2 0.4 0.6 0.8 1

out[39]= | - Graphics -

0.5}
0.4}
0.3}

0.2

2 3 4 5 6 7 8

out[40]= - Graphics -



78 ATK Il - luennot.nb

0.5¢

0.4;

0.3¢

out[41]= - Graphics -

Lasketaan varsinaiset aaltofunktiot, y(r)/r.

In[42]:=

1.8
1.6¢
1.4;

1.2

0.2 0.4 0.6 .8 1
0.8¢




79

0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
7 8
2
1.5+
14t
0.5¢
2 4 6 8
out[44]= - Graphics -

m Tarkka ratkaisu

Lasketaan myds Schrédingerin yhtdlon tarkka ratkaisu Coulombin potentiaalille (—2/r), kun tiedetdén, ettd
ominaisarvot ovat muotoa E = 1/(k + L + 1), missa ns. paakvanttiluku k saa arvot 0, 1, 2 .... Tuloksena saadaan
hypergeometrisia funktioita, jotka ovat Laguerren polynomeja.

In[45]:= Clear|y, e, n, tarkka, L, k]
e=-1/1+k+L)"2;

rat = DSolve[yhtalo, y[r], r] // Simplify;
tarkka[k , L_] = PowerExpand[rat] // Simplify

2r

out[48]= {{ylr] - e kT plit (C[l] HypergeometricU[-k, 2+ 2L, Tk *

C[2] LaguerreL[k, 1+2L, %])}}

Valitaan kvanttiluvut k ja L, normitetaan ratkaisu ja piirretddn kuvaaja.
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In[49]:=

out[52]= | e ' rcC[1]

In[53]:=

(@)
=
N

out[53]=

In[54]:=

out[541= | 2e"

In[55]:=

1.5

0.5

2
1 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\
2 4

out[55]= - Graphics -

m Tehtavia

72. Yritd 16ytaa vetyatomin 1. viritystilan energia ja madrittaa sitd vastaava aaltofunktio.
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I Vektoreita ja matriiseja

Peruskomentoja

Mathematicassa vektorit ovat listoja. Esimerkiksi vektori a =(x, y, z) esitetddn listana a={{X,y,z}}. Matriisit
vuorostaan ovat listoja, joiden alkioina on listoja. Matriisi

M = (a b )
cd
annetaan Mathematicalle muodossa m={{a,b},{c,d}}.
Tarkeimmat vektoreiden ja matriisien laskutoimitukset:
Vektorin p kertominen skalaarillaa: p a
Skalaarivakion a lisdédminen kaikkiin vektorin p komponentteihin: a+p
Piste- eli sisatulo: a.b

Matriisin m ja vektorin a tulo: m_a

Kahden matriisin tulo: ml.m2

Transponoitu matriisi: Transpose[m]
Kééanteismatriisi: Inverse[m]
Determinantti: Det[m]
Ominaisarvot: Eigenvalues|[m]
Ominaisvektorit: Eigenvectors[m]

Matriisiyhtalén M x = a, Mathematicassa m . x==a, ratkaiseminen x:n suhteen: LinearSolve[m,a]

Mathematica osaa ndyttdd matriisit selkedmmassa muodossa Matr ixForm-komennon avulla. Tdman komennon voi
Kirjoittaa my0s varsinaisen laskukomennon peraan. Esimerkin matriisi m on méaaritelty kuten tehtavissa.

In[1]:= | m={{1, 2}, {3, 4}}

out[1]= I ({1, 2}, {3, 4}}

In[2]:= | Inverse[m] // MatrixForm

Out[2]//MatrixForm=

-2 1
-y
2 2
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m Tehtavia

74. Méérittele matriisi
M 12
(s 4)
ja laske sen kaanteismatriisi, ominaisarvot, ominaisvektorit, transponoitu matriisi ja determinantti.

75. Esita edellisen tehtdvan tulokset matriisimuodossa.

4
76. Méarittele vektori a = (5) ja ratkaise x yhtélosta M x = a.

77. Kokeile auttaako MatrixForm esittdamaan vektoreita selkedmmassa muodossa.

78. Méadrittele jokin 3x3-matriisi ja tutki, onko silla kéanteismatriisia. Jos on,niin laske se ja totea tuloksen oikeellisuus
kertomalla matriisi k&anteismatriisillaan.

Schrddingerin yhtalén ratkaiseminen matriisimuodosta

Esimerkkina ratkaistaan Schrodingerin yhtalo

y'(n -V ymr = ey
matriisimuodossa. Sita varten kirjoitetaan toinen derivaatta ns. kolmen pisteen kaavan avulla,

" r—h)-2 y(n+y(r+h
y(r)_)y( ) %’g)Y( )

Piste r on matriisin diagonalielementti ja pisteet r — h ja r + h vasemman ja oikeanpuoleisia sivudiagonaaleja.

Alkuarvoiksi tarvitaan
- pisteiden vali, h
- alkupiste differentiaaliyhtalon ratkaisemiselle, alku
- loppupiste differentiaaliyht&lon ratkaisemiselle, loppu
- pisteiden lukumé&éra, nn
In[3]:= h = 0.05;
alku = O;

loppu = 8;
nn := (loppu-alku) /h+1;

Potentialiksi valitaan talld kertaa harmoonisen véréhtelijan potentiaali, V(r) = r?.

In[7]:= Clear[x, r, v, i, j, d]
v = Table[r~2, {r, alku, loppu, h}];

Muodostetaan kerroinmatriisi toisen derivaatan ja potentiaalitermin laskemiseksi.



In[9]:=

Lasketaan ominaisarvot ja ominaisvektorit. Ratkaisuna saadut ominaisarvot on jdrjestetty siten, ettd alin ominaisarvo on
viimeinen ja ylin ensimmaéinen. Vastaavat ominaisvektorit ovat samassa jarjestyksessa.

In[11]:=

Lasketaan perékkéisten ominaisarvojen erotus. Jos tulokset ovat tarkkoja, niin erotuksien pitéisi olla yhtasuuria.

In[13]:=

-3.9425 |
-3.945 |

-3.9475 |

157 158 159 160 161
-3.9525 | .

-3.955 |

-3.9575 |

out[14]= - Graphics -

Tulostetaan muutama viimeinen ominaisvektori siten, ettd interpoloidaan polynomi laskettujen pisteiden kautta.

In[15]:=

Out[15]= {0.0499954}
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In[16]:=

out[16]= - Graphics -

m Tarkka ratkaisu

Schradingerin yhtalon tarkka ratkaisu harmooniselle oskillaattorille, V (r) = r?.

In[17]:=

out[18]= | 3+2 (2k+L)

out[19]= ‘ (3+2 (2k+L) - "(1',72*") - rz) urr] +u”[r] =0

out[20]= ‘ DSolve[(3+2 (2k+L) - % -r2) ufr] +u”[r] =0, ufrj, rj
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In[21]:=

0

out[22]=

out[231= | ©

out[241= | {{u ] 5267 rc1 11}

VrCll

out[26]=

Out[25]= | 2e 1)

outpe7y= | 2 ilji r
0.8+
0.6+
0.4+
0.2+

out[28]= - Graphics -
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0.75}

0.5¢
0.25¢

-0.25}
-0.5¢
-0.75}

out[29]= - Graphics -



