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I Mathematica ja vinkkeja sen kanssa elamiseen

Lausekkeet, symbolit ja komennot

Unix-systeemissa: Mathematica k&ynnistyy komennolla mathematica, jolloin avautuu erillinen X-
ikkuna, graaffinen kayttgaliittyma (notebook), Mathematica' n komentoihin. Istunto lopetetaan
valitsemalla FILE valikosta Quit. Mathematica on my6s mahdollista kdynnistéa komennolla math,
jolloin erillista ikkunaa e avaudu.

Mathematica' n komennot kirjoitetaan ikkunaan ja ne suoritetaan painamalla SHIFT ja ENTER nappuloita yhta
aikaa. Mathematica numeroi suorittamansa kaskyt In[n] janiihin annetut vastaukset Out[n] juoksevin numeroin siten,
etté kaskylld ja vastauksella on sama numero.

In[1]:= | 1+1

Out[1]= | 2

Aiempiin tuloksiin voi viitata %n-merkinndll& missé n on tulosterivin numero. Esimerkiksi
In[2]:= | % + 4

out[2]= | 6

Toinen mahdollisuus on kéyttéa %-merkkid viittaamaan viimeisimpaan tulokseen, %% - merkkeja toiseksi viimeiseen
tulokseen janiin edelleen.
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m | ausekkeet ja symbolit

M athemati cassa kaytetdan kirjaimia ja numeroita symbolien nimien esittdmiseen, kuten matematiikassakin. Symbolien
nimissd isot ja pienet kirjaimet tarkoittavat eri asiaajavain englannin kielen kirjaimet kelpaavat. Nimellé e ole
pituusragjoitusta, mutta se ei saa alkaa numerolla. Siten x2 on hyvaksyttava symboli, mutta 2x el ole, vaan se tulkitaan
kertolaskuksi 2*x.

Y ksinkertai nen tapa antaa symbolille arvo on sijoitudause.
Sijoituslauseita on kahta tyyppia
symboli=lauseke(suor a asetus)
symboli:=lauseke (viivastetty asetus)

Operaattori = laskee lausekkeen niin pitkalle kuin mahdollista, ja méérittelee saadun tuloksen symboliksi, ns. suora
asetus. Operaattori := madrittelee lausekkeen sellaisenaan symboliksi, ja sen arvo lasketaan aina uudelleen, kun
symbolia kaytetéén (viivastetty asetus).

Esimerkiks

In[3]:= a=5

Out[3]= 5

In[4]:= b:=a+1
In[5]:=
In[6]:= a==6
Out[6]=

In[7]:=

Out[7]=

Out[5]= | 6



In[8]:= | d=3
Oout[8]= | 3

In[9]:=| c=a+b+d
Oout[9]= | 16

In[10]:= |
Out[10]= | 16

In[11]:= | d=1
out[11]= | 1

In[12]:= | c
Out[12]= | 16

Ensimméisessd osassa a:h arvon muuttaminen muuttaa b:n arvon. Jalkimméi sessi tapauksessa ndin e tapahdu.
Symbolin arvon voi tulostaa aina kirjoittamalla sen nimi tai kayttdmélla Print-komentoa.

Esimerkiksi
In[13]:= | Print [a]

6
Symbolin arvon voi havittda merkinndlla
X=.
tai
Clear[X]

Sen jalkeen symboliax voi kayttda esimerkiksi muuttujana.

M athemati cassa kéytetdan seuraavia merkintdja perusaskutoimituksille.
Kertolasku a*b, ab (HUOM! vdilyonti)
Jakolasku a/b
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Y hteen- javéhennydlasku atb, a-b
Potenssi &b

Kertolasku voidaan merkita siis kahdellatavalla. a*b ja ab. Miksi tarvitaan valilyonti? Y ksinkertaisesti siksi, etta
muuten Mathematica el tiedd, tarkoitammeko oliota nimeltd ab vai a:nja b:ntuloa.

m Komennot

Komennot Mathematicassa ovat aina muotoa
Komento[syotteet]

Mathematica on symbolisen |askennan ohjelmisto. Symbolinen laskenta tarkoittaa, etta yhtal6ité voi esimerkiksi
sieventdatai niistavoi yrittda eliminoida muuttujia. Symboliset ratkaisut ovat ainatarkkoja. Tutki seuraavaa esimerk-
kid, jossa ratkaistaan toisen asteen yhtal 6 2x"2+3x+3=4.

In[14]:= Clear[x]
Solve[2x"2 +3x + 3 == 4, X]

Out[15]= {{xa% (-3-V17)}, {X+% (-3+17)}}

Toisen asteen yht&l 6 kirjoitettaessa kéytettiin == merkkia yhtasuuruuden ilmoittamiseen. Y htél 6n ratkaisut esitetédén
saant6ing, jotka on sijoitettu ryhmasulkujen ({}) siséén. Ryhmasulkujen avulla muodostettuja olioita kutsutaan listoiksi.

m Listat

Listaon joukko akioita, jotka on erotettu toisistaan pilkuillajakirjoitettu aaltosulkujen sisaan.

Esimerkiksi
In[16]:= | listal = {9, 8, 7, 6, 5}

out[16]= {9, 8, 7, 6, 5}

Out[17]=

In[17]:= | matriisi = {{K, L, M}, {N, O, P}, {Q, R, S}}
| {{K L M, {N O P}, {(QR S}}

Symboli listal on lista, jonka akiot ovat lukuja. Matematiikassa silla voidaan esittéé pystyvektoria. Symboli matriis
viittaa listaan, jonka akiot ovat listoja. Téassa tapauksessa kyseessé voisi olla 3x3 matriisi, jonka alkiot on lueteltu
vaakariveittéin.

Listojen alkioihin viitataan kaksinkertaisilla hakasuluilla.



In[18]:= listal[[3]]

out[18]=

ouig= | (N, O P)

In[20]:= matriisi[[1, 3]]

|n[19]::| matriisi[[2]]

out[201= | M

Merkinta matriisi[[1,3]] viittaa siis ensimméisen alkion kolmanteen jéseneen.

m Saannot
Solve-komennon tulos saatiin siis séantdina

In[21]:= | Solve[2x"2 +3X +3 ==4, x]

&

[]‘ (02 (3T}, (1o b (3evIT))]

Séaénnoi ssi korvataan nuolen vasemmalla puolella olevat oliot x nuolen oikealla puolella olevillaolioillasilloin, kun
séantod halutaan kayttdd. Esimerkiksi halutaan laskea lausekkeen x"3+5 arvo ensimméi sta séantoa kéyttéen.

In[22]:= | Xx"3+5/. %[[1]]
outzz= | 5+ = (-3-+17)°
64

Lausekkeen ja s88nnon valiin kirjoitetaan sijoitusoperaattori
/.

Symboli x on lausekkeessa x3+5 muuttuja, jolle sijoitetaan arvo edellisen listan ensimmai st séantoa kayttéen.

L ausekkeet
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In[23]:= X1 + X2 +x3 /. x1-—>2

In[24]:=

out[23]= | 2 + X2 + X3
| Axl1 + Bx2 +Cx3 /. (B> A, C-> A}

Out[24]= Ax1 + Ax2 + Ax3

ovat my6s esimerkkej & lausekkeista, joissa esiintyy saénto tai lista séénndistd. Ensimméisessi esimerkissi korvataan
x1 arvolla 2 jatoisessa esimerkissd { B->A,C->A} on lista, jossa on kaks sééntéd, —“korvaa B A:lla, korvaa C A:lla".

m Tehtavia

1. Laske 3sin(4.0). Liséa tulokseen 3. Jaatulos, joka sinullaoli ennen 3:n summaamista, 2:lla.
2. Kokeile, mitatekevét a==a, 2==1, a=2.
3 .Mieti,miten voit sijoittaa sdanndn x—Sgrt[ 2] +5 mukaisen arvon muuttujalle x pysyvaks arvoksi.

4. Kokeile suoran ja epésuoran sijoituksen eroja sijoittamalla x=a, suora=2x, viive:=2x jax=(k+1). Mitk& ovat nyt
muuttujien suoraja viive saamat arvot?

5. Ratkaise yhtéld y° +4y-9=0.

Luonnonvakiot ja kompleksiluvut

Mathematica tuntee joukon luonnonvakioita ja erikoisempia matemaattisia olioita, kuten Neperin luvun e jar:n.
Ohessa lista muutamasta ylel s mmasta:

In[25]:= | E

Out[25]= e

In[26]:= Pi

In[27]:= Infinity

Out[27]= ©

Out[26]= | 7T



In[28]:= | |

out[28]= | i

Kompleksiluvut esitetédn muodossaa+ b |, missiajab ovat reaalilukuja

Esimerkiksi lasketaan kahden kompleksiluvun tulo

In[29]:= a=2+31
b=3-1
ab

out29= | 2+31i

Out[31]= 9+71

out[30]= | 3-1i

Lausekkeen numeerinen arvo

Komennolla
N[lauseke] tai lauseke//N
|asketaan lausekkeen arvo desimaalilukuna, niiltéa osin kuin se on mahdollista.

Esimerkiks

In[32]:= | Sqrt [2] +5/7 (Pi 2 + 10)
out[321= | 2 + 5
10 + 52

In[33]:= | N[%

Out[33]= 1. 66585

4.01711

In[34]:= | Er3/5//N
Oout[34]= |
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Lausekkeiden sieventaminen ja muokkaus

L ausekkeiden sieventdmiseen ja muokkaukseen on runsaasti komentoja.

Seuraavassa luettel o muutamista térkeimmista:

Expand suorita kertolaskut ja potenssiin korottamiset

Factor ets yhteiset tekijét

Together kirjoita lauseke yhteistéa nimittdj & kayttaen

Apart hajoita termit yksinkertaisia nimittgjia kayttéen

Cancel supista yhteiset tekijét osoittajasta ja nimittgj asta

Simplify kokeile algebrallisamuunnoksiajaets niist yksinkertaisin

Numerator  osoittgja

Denominator nimittga

Lauseke, johon komento kohdistuu kirjoitetaan hakasulkeisiin tai kéytetéan merkintéa//. Esimerkiksi

Expand[lauseke]

tai
lauseke//Expand
In[35]:= | e=(X-1)"2(2+x)/ ((L+x) (Xx-3)"2)
2 (2 +X)

Out[35]= ‘ T (1 x)
In[36]:= | f = Expand[e]
Out[36]= = ek + x?

3+X 2 (1 +x) (-3 +X)2 (1+X) (-3 +X)2 (1+X)
In[37]:= | Toget her [f ]

2 - 3x+x3
outl371= ‘ —3+X)2 (1+X)
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In[38]:= Apart [%]

19 1

out[38]= 3+X) YA (3+x) A d+x)

In[39]:= Fact or [%

Out[39]=

In[40]:= Nuner at or [%4

In[41]:= Expand [%]

outial]= | 2-3x +x3

In[42]:= x /%

Out[42]= 5 - 3 el

In[43]:= Denom nat or [%

Out[43]= 2-3x+x3

Out[40]= | -1 +X)¢ (2 +X)

Kuvat

Y ks Mathematican vahvoja ominaisuuksia on sen siséénrakennettu kyky tuottaa kuvia. Kaksi- ja kolmiulotteisten
kuvien tekemiseen 16ytyy monia komentoja. Naisté yksinkertaisin, mutta hyvin kéyttokel poinen, on Plot.

Esimerkkina harjoitus suhteellisuusteorian kurssista, jossa piti tutkia suureen

In[44]:= C
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In[46]:= 1/Sgrt[l1-(v/c)"2]

1
outi6= | —————
2
‘ Vi-=

kayttaytymista suhteellisen nopeuden v/c funktiona. Taman teemme piirtamalla kuvan.
In[47]:= Plot [1/Sqrt [1-a”2], {a, 0, 1}]

14
12+

10+

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Out[47]= - Graphi cs -

Muita kuvanpiirtokomentoja ovat Plot3D, joka piirtda kolmiulotteisen kuvan...
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In[48]:= Pl ot 3D[Si n[x y] Cos [x] Exp[y]l, {X, -2, 2}, {y, -2, 2}]

Oout[48]= - Sur f aceG aphi cs -

...sek& Contour Plot, joka piirtéa tasa-arvokayran
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|n[49]:=| Cont our Pl ot [Sin[xy] Cos[x] Exp[y]l, {xX, -2, 2}, {y, -2, 2}]

o

Out[49]= - Cont our Gr aphi cs -

Apua

Apualyotyy HEL P valikosta. Koko Mathematica kirja on kéytossa hypertekstien avulla.

Optiot

Monet mathematican komennoista hyvaksyvét erilaisia optioita, jotka madrédvét esimerkiksi numeerisen tarkkuuden,
kuvioiden piirtovérin ja-tarkkuuden sekd muita enemmén tai véhemman hyodyllisid asioita. Jonkin komennon optiot
saa selville komennolla Options} .

Esimerkiksi Plot3D valitsimet listautuvat alla olevalla komennolla
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In[50]:= Opt i ons [Pl ot 3D]

out[50]= {Ambi ent Li ght - GrayLevel [0], Aspect Rati o - Aut omati c, Axes - True,

AxesEdge —» Aut omati ¢, AxeslLabel - None, AxesStyl e —» Aut onmati c,

Background - Aut omat i ¢, Boxed » True, BoxRatios - {1, 1, 0.4},

BoxStyl e - Automatic, dipFill - Automatic, Col or Functi on - Aut omati c,

Col or Functi onScal i ng » True, Col or Qut put — Aut onati c,

Conpi | ed - True, Defaul t Col or - Aut omatic, Epil og - {1},

FaceGi ds - None, Hi ddenSurface —» True, | mageSi ze - Aut omati c,

Li ghting - True, LightSources > {{{1., 0., 1.}, R&BCol or [1, 0, 0]},
{{1., 1., 1.}, RG&BColor [0, 1, O]}, {{O0., 1., 1.}, RGBColor [0, O, 17}},

Mesh » True, MeshStyl e - Aut omatic, Pl ot3Matri x » Automati c,

Pl ot Label — None, Pl ot Poi nts - 15, Pl ot Range - Aut omati c,

Pl ot Regi on - Automati c, Prol og - {}, Shadi ng -» Tr ue,

Spheri cal Regi on - Fal se, Ti cks - Automatic, ViewCenter — Automati c,

ViewPoint - {1.3, -2.4, 2.}, Viewertical - {0., 0., 1.},

Def aul t Font > $Def aul t Font, Di spl ayFuncti on > $Di spl ayFuncti on,

For mat Type > $For mat Type, Text Styl e :> $Text Styl e}

m Tehtavia

6. Laske sin(x) ja cos(x).

7. Laske V-1, i"2, "3, M

8. Ratkaise yhtélo 7%= -1.

9. Fiirrd kéyray=x vailla[-10,2].

10. Hae nékyville Sin-komennon syntaksi.

11. Kokeile mité ?? tekee! Kayta esimerkkiné vaikka Plot-komentoa.

12. Tutki, osaako Mathematica antaa tietoja jonkin komennon optioiden kaytosta ?-komennon avulla.

Ohjelmat

Mathematica-ohjelmia késitell&éan tarkemmin luvussa Ohjelmointi. Mainittakoon kuitenkin, ettd Mathematica-
komentoja voi kirjoittaatiedostoon, jonka Mathematica sitten suorittaa.
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I Funktiot

Valmiit funktiot

M athematicassa on kaikki matamatiikan standardifunktiot.

Abs[x], Sart[x], Exp[x], Log[x], Log[ax]

Sin[x], Cogx], Tan[x], Cot[x], Sec[x], Csc[X]

ArcSin[x], ArcCogx], ArcTan[x], ArcCot[X], ArcSec[x], ArcCsc[X]

Sinh[x], Cosh[x], Tanh,[x] Coth[x], ...

ArcSinh[x], ArcCosh[x], ArcTanh[x], ArcCoth[X], ...

n!, n!!, Binomial[n,m]

Max[k,I,m,...], Min[k,I,m,...]

Round[x], Floor[x], Ceiling[X], Sign[x]

Re[z], Im[Zz], Conjugate[z], Abg[z], Arg[Z]

Random[], SeedRandom(]

Kéytettavissa on myos suuri joukko erikoisfunktioita
LegendreP[n,X]

SphericalHarmonicY [l,m,theta,phi]

ChebyshevT[n,x]

HermiteH[n,x]

Laguerrel [n,x]

JacobiP[n,a,b,x]

Bessell[n,Z]

BesselJn,Z]
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Zete[s,a]

Esimerkkina piirretéén Chebyshev'n polynomi Ty

In[51]:= Pl ot [ChebyshevT[1, x], {x, -1, 1}]
1t
0.5
-1 -0.5 0.5 1
-0.5¢
-1t
Out[51]= - Graphi cs -

Omat funktiot

M athemati cassa maaritell&an funktio muodossa
nimi[x_y ,z_,...] :=lauseke

tal
nimi[x_y ,z_,...] =lauseke

Sijoitusperaattorit := ja = toimivat samoin kuin aikaisemmin kuvattiin. Edellinen on viivastetty sijoitus ja jékimmainen
suora sijoitus. Funktion nimi on nimi jaargumentit x, v, z,... luetellaan daviivalla varustettuna. Alaviivaa kéytetéan
muuttujien nimeamisessd, mutta sitd ei kaytetd, kun lauseketta muodostetaan argumenttien avulla.

Esimerkkina mééaritellaan funktio
f(x,y)=x3 +4 sin(z/x)+y

ja lasketaan sen arvo pisteessa (3,1).

In[52]:= | Cl ear [f]

|n[53]::| fIX ,y 1:=x"3 + 4Sin[Pi /x] +Y¥
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In[54]:=| f[3, 1]

out[54]= | 28 +2+/3

Funktion arvon jollakin muutujan arvolla saa laskettua sijoittamalla haluttu arvo argumentiksi

m Tehtavia

13. Maéarittele funktio f(x)=x"2+2x. Laske funktion arvo kun x=3.

14. Etsi edellda méaritellyn funktion nollakohdat.

15 . Mé&arittele f(x)=x*-3x+e™* Mathematica'ssaja piirra sen kuvagja valilla[-3,3].
16. Magrittele g(x)=x?-3x jaratkaise yhtal 6 g(x)=4.

17. Mé&rittele funktio z(x,y)=sin(x y) cos(x y) ja piirra se 3D-kuvana ja tasa-arvokayrina.

m Kertaustehtavia

K1. Mé&&rittele funktio f(x)=x"5-3x"4+12x"2+3.
K2. Piirrd ko. funktion kuvagja valilla[-5,3]

K 3. Ratkaise funktion nollakohdat (Al& siikahdé omituisen nakoista vastausta. Se muuttuu mukavamman nakoiseksi
komennolla N[%]. Kts. helppi-tiedostosta li sétietoja Solvesta, jos haluat tietda mité vastauksen merkinnét tarkoittivat).
Tarkistalisdks toteuttaako reaalinen ratkaisu yhtalon f(x)=0 (t&std huomaa, ettéd komento N[%)] todella ottaa
numeerisen arvon nollakohdista).
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I Yhtalot

Polynomiyhtal 6t

M athematica osaa ratkai sta Solve komennolla polynomiyhtal 6itd. Tarkat ratkaisut |6ytyvét kaikille astetta k<4 oleville
polynomiyhtél 6ille, mutta joskus ratkai sut ovat hyvin monimutkaisen ndkdisid. Numeerisesti samat yhtal 6t voidaan
ratkaista komennolla NSolve. Solve-komennossa annetaan ratkaistava yhtél6 (tai joukko yhtal6ita pilkulla erotettuna
aaltosuluissa), ja muuttuja, (tai joukko muuttujia pilkulla erotettuna aaltosul uissa) jonka suhteen ratkaisu hal utaan.

Esimerkiksi ratkaise yhtal 6ryhma
X+ y=0
X-2y=3

|n[55]:=| Solve[{x+y ==0, x-2y ==3}, {X, y}]

Out[55]=| {{x->1, y->-1}}

In[56]::| NSolve[{x +y ==0, x -2y ==3}, {X, y}]

Out[56]= | {({(x->1., y->-1.1}}

Reduce-komento ratkai see samat yhtal 6t kuin Solve, mutta esittéa tul oksen mahdollisimman yleisessd muodossa.

Esimerkiksi ratkaistaan yleinen toisen asteen yhtélo ax? + bx + ¢ = 0.

In[57]:=

a
b
c

In[60]:= | Solve[ax"2 + bXx + ¢ ==0, X]

outteo= | {{x > -b-VgZ—TaC}, (x > “beVB7-aac ),
a 2a
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In[61]:= Reduce[ax”2 + bx + ¢c ==0, X]
_bh - 2 _ _ 2 _
outtej= | x == 2 v2a4ac &&a +0 || X == b”ga"’ac &&a +0 ||
a::O&&b::O&&c::O||a::0&&x::f%&&b¢0

Tuloksen esittémi sessa Reduce kayttéda loogisia operaattoreita, jotka ovat samoja kuin C-kielessa.

Algebrallisen yhtalon numeerinen ratkaiseminen

Y htél6t, jotka eivét ole polynomiyhtdl 6n muotoa, joutuu yleensa ratkai semaan numeerisesti. NSolve-komentoa
kaytetdén polynomiyhtél 6iden numeeriseen ratkai semiseen, kuten edell& esitettiin, mutta FindRoot-komennolla

voidaan ratkaista yleisempia yhtal Gité
Muotoa

FindRoot[vasen==0ikea,{X,x0}]

kéytetdan silloin, kun yhtalon voi derivoida symbolisessa muodossa (Newtonin menetelméd). Symboli x0 on ensim-
mainen arvaus ratkaisulle. Sen keksimisessa on suureksi avuksi, kun piirtéa Plot-komennolla seké vasemman etté
oikean puolen kuvagjan ja etsii niiden leikkauspisteitd. FindRoot 10ytaa yleensa arvausta | dhinna olevan ratkai sun

iteroimalla eli parantamalla arvausta kierros kierrokselta.

Ratkaistaan esimerkkind yhtél o tan/x)=x.

In[62]:= | Fi ndRoot [Tan[x] ==X, {X, 0.5}]

out62= | (x - 0.0138544)

Tarkka ratkaisu on x=0, joten tulos tuntuu epétarkalta, mutta oikean ja vasemman puolen erotus on kuitenkin hyvin

pieni
In[63]:= | Tan[x] -x /. %

out[63]= | 8.8649 x 107

Tarkkuutta voidaan lisété kasvattamalla parametrin Accur acyGoal arvoa jaliséémalla iteraatioiden lukuméaérda

M axlter ations parametrin avulla.
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In[64]:= Fi ndRoot [Tan[x] == x, {x, 0.5}, AccuracyGoal -> 15, Maxlterati ons -> 50]

In[65]:=

Out[64]= | {x - 0.0000140623}
| Tan[x] -x /. %

Out[65]= | 9.2693 x 10716

Toinen mahdollisuus on etsié ratkai sua kdyttdamall & kahta | éhtopi stetté ja niiden kautta piirrettyé suoraa
(sekanttimenetelmd). Uusi parempi arvaus saadaan etsiméalla suoran nollakohta ja kdyttdamalla sité seuraavallaiterointiki:
erroksellatoisen pisteend Kaikki tdmé tapahtuu tietysti FindRoot-komennon sisélld ja ulostulee vain ratkaisu. Nain
taytyy menetella silloin, kun yht&lon derivaattaa el ole mahdollista laskea symbolisessa muodossa.

FindRoot[vasen==oikea, {X, X1, x2}]

Ratkaistaan sama yhtal 6 kuin edell& tan(x)=x.

In[66]:= | Fi ndRoot [Tan[x] == x, {x, -0.1, 0.5}]

out[66]= | {x - -0.00930152}

Lineaarinen yhtaloryhméa

Lineaariset yhtdl 6ryhmét muodostavat oman erikoisryhmansa, joiden ratkai semisessa kannattaa kéyttéa L inear Solve-
komentoa.

Linear Solve[m,b]
Ratkai suna saadaan vektori x, joka on matriisiyhtalén
mx=b

ratkaisu. Lineaarisen yht&lon kertoimet téytyy siis antaa matriisimuodossa ja yhtdl6n oikea puoli vektorimuodossa.
Esimerkiksi ratkaistaan lineaarinen yhtal 6ryhma

3x1+x2=2
X2+2x3=2
x1+x3 =1

Y htélon kerroinmatriisi sy6tetéédn M athematicalle muodossa
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In[67]:=

Out[67]=

out[68]=

In[69]:=

Out[69]//MatrixForm=

In[70]:=

Out[70]//MatrixForm=

In[71]:=

Out[71]=



m Tehtavia

18. Ratkaise yleinen kolmannen asteen yhtél 6 ax"3+bx"2+cx+d=0 kayttdmalla r educe-komentoa.

19. Etsi yhtél6n cos(x)=x ratkaisu (Vinkki: piirrd ensin kuvaaja cos(x)-x vaikkapavéalilla[-6,6], niin n&et mihin
nollakohta asettuu.).

20. Ratkai se seuraava yhtal 6ryhma
3x+y=2
y+2z=2
x+z=1

symbolisesti ja numeerisesti.

21. Etsi yhtéloparille
x"2+3x-1=0
3x"2+5x+1=0

symboliset ja numeeriset ratkaisut.

22. Ratkaise yhtdl 6ryhma
x"2+5 x-4 y=0

2x-y=3

23. Ratkaise lineaarinen yhtd éryhma
3 X +Xo+4 X3=2
BXq+Xo +2X%3 =3

X1-3 X -2x%3 =1

I Taulukoiden muodostaminen ja interpolointi

Fysiikassa ja kemiassa tul okset esitetdén usein taulukon muodossa ja sen jalkeen taulukon arvoille yritetdan tehda
analyysia matemaattisia menetel mia ja teorioita kayttéen. Taloin joudutaan arvioimaan funktion kayttdytymista
pisteisss, joista e ole mittaustuloksia. Mikali kyseessa on mittatuspisteiden valissé oleva piste, niin puhutaan interpo-
loinnista, muulloin suoritetaan ekstrapolointia.
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Taulukon muodostaminen

Ajatellaan, ettéd mittaus on tuottanut lukupareja (xi,yi), i=1,...,5. Mathematica'ssa ndma parit Kirjoitetaan listaks

In[72]::| taulu = {{1, 3}, {2, 5}, {3, 7}, {4, 9}, {5, 12}}

Out[72]=| {{1, 3}, {2, 5}, {3, 7}, {4, 9}, {5, 12}}

In[73]:= | Tabl eFor m[t aul u]

Out[73]//TableForm=

1 3
2 5
3 7
4 9
5 12

Listan voi tulostaa taulukkomuodossa komennolla TableForm. Listan akiot voi kertoa jajakaa luvulla. Niista
voidaan vahent&é ja niihin liséta lukuja, mutta ndmé laskutoimitukset kohdistuvat kaikkiin alkioihin.

Esimerkiksi

In[74]::| taulu+1
Out[74]=| ({2, 4y, {3, 6}, {4, 8}, {5, 10}, {6, 13}}
|n[75]:=| taulu*2

Out[75]= ({2, 6}, {4, 10}, {6, 14}, (8, 18}, {10, 24}}

Jos pelkét yi:n arvot haluaa kertoajollakin luvulla, niin silloin téytyy turvautua kahden listan kertolaskuun. Eli listan
alkiot kerrotaan toisen listan vastinalkioilla. Esimerkkiné kerrotaan listassataulu olevat yi:n arvot x:l1&

In[76]::| kerroin=Table[{1, Pi}, {i, 5}]

Out[76]=| ({1, n}, {1, n}, {1, =}, {1, x}, {1, =}}



25

In[77]:= | kerroinxtaul u

Out[77]=| ({1, 3}, {2, 5n}, {3, 7nx}, {4, 97}, {5, 12n}}

Komennolla Table muodostetaan taulukko kerroin, jossaon viisi alkiota{1,7}. Yleisimméssd muodossa Table
komennolla

Table[lauseke, {x, min, max, askel}]

muodostetaan taulukko, jossa x saa arvot parametrin min arvosta parametrin max arvoon saakka, kun askeleen pituus
on parametrin askel arvo. Lausekkeen lauseke arvo laskataan kullakin x:n arvollaja néma arvot muodostavat listan
alkiot.

Taulukon akioita voidaan kasitella myods alkio kerrallaan. Kuten edella mainittiin, yksittéi seen alkioon viitataan
kaksinkertaisia hakasulkeita kéyttéen. Esimerkiksi muodossa

taulu[[i]]

Taulukon taulu y:n arvojen kertominen mr:ll& voisi tapahtua myos seuraavasti

In[78]:= | maxal ki o0 = Lengt h[t aul u]
Table[{taulu[[i, 1]], Pi «taulu[[i, 211}, {i, maxal ki 0}]

Out[78]= | 5

Out[79]=| ({1, 3}, {2, 5x}, {3, 7Tnxn}, {4, 9x}, {5, 12 x}}

Komento L ength[taulu] kertoo kuinka monta alkiota taulukossa on.

M athamati cassa voidaan datoja lukea myds tiedostosta ReadL ist-komennolla.
Komennolla
datat=ReadList[" file" , {Number ,Number}]

luetaan tiedostosta file kahteen sarakkeeseen sijoitettuja lukuja taulukkoon datat. Lista{ Number,Number} kertoo,
miss4 muodossa taul ukkon sarakkeet on talletettu tiedostoon.

Taulukoihin voidaan lisétd, poistaa ja muuttaa alkioita komennoilla
Prepend[lista,alkio] lisdd akio listan alkuun
Append[lista,alkio] liséd alkio listan loppuun
Insert[lista,alkio,i] liséaalkio listaan paikkaan i
Insert[lista,alkio,-i] lisdaalkio listaan paikkaan i lopusta lukien
Deleteflistafi,j,...] poistaakioti,,... listasta

ReplacePart[lista,alkio,i] korvaa paikassai oleva alkio
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Interpolointi

Kun funktion arvo tunnetaan joukossa pisteita, (yi=f(xi),i=1,...,n) ja halutaan laskea funktion arvo jossain muussa
pisteessa x tarvitaan interpolointia.

m Interpoloiva polynomi

Kun funktion arvo tunnetaan n:ssé pisteessd, voidaan sitd interpoloida n-1:n asteen polynomilla, joka kulkee kaikkien
annettujen pisteiden kautta. M athematicassa on kasky
I nterpolatingPolynomial[datat,X],

jolla tdma tehdaan.

Testataan interpol oinnin tarkkuutta laskemalla sin(x) arvot pisteissa x=0,1,2,...,10 jainterpol oimalla saatua pistej ouk-
koa polynomilla

In[80]:=| datat =Table[{x, Sin[x]}, {X, 0, 10}] // N

outgol= | ({0., 0.}, (1., 0.841471}, (2., 0.909297}, {3., 0.14112},
(4., -0.756802}, {5., -0.958924}), (6., -0.279415},
(7., 0.656987), (8., 0.989358), (9., 0.412118}, {10., -0.544021})

In[81]:= | Tabl eFor m[%

Out[81]//TableForm=

=

0.
0.841471
0. 909297
0. 14112
-0. 756802
-0. 958924
-0. 279415
0. 656987
0. 989358
0.412118
-0. 544021

© e N b Gl N [=

=
=




In[82:= | poly =Interpol ati ngPol ynom al [datat, X]

outs2]= | (0.841471 +

(0. 000138457 + (-0. 0000134113 + (-3. 97978 x107 +
1.73593x10°7 (-9. + X))
(-8. +X)) (~7. +X)) (-6. +X)) (-5. +X))
(=4. +X)) (=3. +X)) (=2. +X)) (=1. +x)) (0. +Xx)

In[83]:= Expand [%]

0. +0.992007 x + 0. 0277804 x2 - 0. 207275 x3 +
0. 0330457 x* - 0. 00829731 x°® + 0. 00541063 x® - 0. 00134378 x’ +
0. 000151942 x8 — 8. 20968 x 106 x°® + 1. 73593 x 107 x10

out[83]=

Out[84]= 0. 841471

inf8s:= § Sin[l.5] -poly /. x ->1.5

Out[85]= -0. 0000120561

In[86]:= | Sin[l15] -poly /. x ->15// N

In[84]:= | poly /. x ->1

out[86]= | -632. 37

Polynomi on siis tarkka tunnetuissa pisteissé ja interpoloi pistejoukkoa melko tarkasti, mutta ekstrapolointia ei
kannata kayttaa tassa tapauksessa.

m Palottain kuutiollinen sovitus

(-0.386822 + (-0. 0103932 + (0. 0320258 + (-0. 00541109 + (-0. 000152322 +

Kéaytannossa joudutaan interpol aatiota kuitenkin usein tekemaan suurelle joukolle pisteitd, jolloin olis kaytettava

korkean asteen interpolaatiopolynomia. Laskennallisten ja laskentatarkkuuteen liittyvien ongelmien vuoksi on parempi
kayttaa pal ottai sta al emman kertal uvun interpol aatiopolynomia. Palottain kuutiollinen sovitus saadaan komennolla
Interpolation[data).
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In[87]:= | inter =Interpol ati on[dat at ]

Out[87]= | I nt erpol ati ngFunction[{{0., 10.}}, <>]
Polynomin astetta voi muuttaa parametrilla {\tt InterpolationOrder->n}.

In[88]:= | inter =Interpol ati on[datat, | nterpol ati onOrder -> 2]

out[88]= | I nt er pol ati ngFunction[{{0., 10. }}, <>]

Tuloksena syntyi funktio, I nterpolatingFunction[{{0,10.}}," <>"], jonkamé&érittelyalue on {0, 10.}. Se sisdltda
riittavét tiedot interpoloivan funktion muodostamiseen kaikissa tarpeellisissa tilanteissa, kuten arvojen laskemisessa,
piirtdmisessa, derivoinnissa
jne.

In[89]:= | inter [1.5]

out[89]= | 0. 979885

In[90]:= | Pl ot [i nter [x], {x, O, 10}]

0.5}

-0.5¢

-1t
Oout[90]= | - G aphi cs -
In[91]:= | Sin[l.5] -inter[1.5] // N

Oout[91]= | 0.0176103

Huomaat, etté Interpolation jalnter polatingPolynomial eivét anna yhtéa tarkkaa tulosta pisteessa 1.5.
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m Spline sovitus

Usein kéytetty interpol ointimenetel ma on sovittaa kolmannen asteen spline (cubic spline) datajoukkoon. Se maéri-
tell&&n polynomina

S(X) = Vi + by (X = %)) + G (X = %)+ (x-%)°
kun X <x<Xis1
- Derivaatat s(x) jas'(x) ovat jatkuvia kaikissa pistei ssé x;
- S(Xi)=Yi
- S(Xi+1)=Yise1
- Funktio on mahdollisimman sile&, eli integraalilla
Jr € (0)? dx
on minimi.

Spline interpolaatiota ei ole mathematican peruskaskyjen joukossa, mutta se |8ytyy paketista NumericalM ath”Spline-
Fit". Lisapaketeissa olevat kaskyt saadaan kayttédn komennolla

In[92]:= << Numerical Mat h” SplineFit"

Oout[93]= Spl i neFunction[Cubic, {0., 10.}, <>]

In[94]:=

<<
In[93]:= | spline = SplineFit [datat, Cubic]
| spline[l.5]

Oout[94]= | {1.5, 0.994193}

Sovituksen tuloksena on funktio SplineFunction[Cubic, {0.,10.}, <>], jonka parametreina ovat pisteet numeroituna
jarjestyksessddn. Funktion arvo esitetddn (x,y) lukuparina.

m Tehtavia

24. Piirré edella muodostettua datajoukkoa datat interpol oivanpolynomin ja pal oittain interpol oivan nelidllisen poly-
nomin kuvagjat.

25. Muodosta erotusfunktio Sin[x]-IntepolatingPolynomial japiirra sen kuvagja.
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m Kertaustehtavia

4. Ratkaise yhtal 6 In(x)=x-2.

5. Ratkaise lineaarinen yhtal 6ryhmé
2x+3y-57z=10
13x-z=1
2y+z=3

6. Taulukoi lukuparit {x,In x}, kun x=1,2,...,10. Muodosta paloittain interpol oiva toi sen asteen polynomi ja piirra sen
kuvagja.

I Mittaustulosten kasittelya

m Pienimman neliésumman sovitus

Erilaisia funktioita voidaan sovittaa mittaustuloksiin
Fit-komennolla.

Esimerkkina yksinkertainen pienimman nelidsumman suoran sovitus.

In[95]:=| arvot = {{1, 1}, {2, 2}, {3, 4}, {4, 3}, {5, 4}, {6, 6}}

Out[95]=| ({1, 13}, {2, 2}, {3, 4}, {4, 3}, {5, 4}, {6, 6}}

In[96]:= | sovitus =Fit [arvot, {1, x}, X]

Oout[96]= | 0. 333333 + 0. 857143 X

Piirretadén nyt kuvat.
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In[97]:= Li st Pl ot [ar vot ]

2 3 4 5 6

out[97]= | - Graphi cs -

In[98]::| Pl ot [sovitus, {x, 1, 6}]

out[98]= - G aphi cs -

Piirretdan nyt kummatkin kuvat samaan koordinaatistoon.
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In[99]:= Show[% %94

1 2 3 4 5 6
Oout[99]= - Graphi cs -

Myos muita funktioita voidaan sovittaa mittaustul oksiin.

Tilastollisen analyysin Fit-funktiolla tehdyn sovituksen hyvyydesté saa
Regress-funktiolla.

Se loytyy Statigtics Linear Regression™ paketista.

Esimerkiksi

In[100]:= | << Statistics' Li near Regressi on’

In[lOl]::l arvot = {{1, 1}, {2, 2}, {3, 2}, {4, 3}, {5, 5}, {6, 6}}

Out[101]=| ({1, 13, {2, 2}, {3, 2}, {4, 3}, {5 5}, {6, 6}}
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In[102]:= Regress[arvot, {1, x}, X]
out[102]= | {Par anet er Tabl e -
Esti mat e SE TSt at PVval ue
1 -0. 333333 0. 537484 -0.620174 0.568728 ,
X 1. 0. 138013 7.24569 0. 00192576

RSquar ed - 0. 929204, Adj ust edRSquar ed —» 0. 911504,
Esti mat edVari ance —» 0. 333333, ANOVATabl e —»

DF Sumf Sq MeanSq FRati o PVal ue
Model 1 17.5 17.5 52.5 0. 00192576
Error 4 1. 33333 0. 333333 }
Tot al 5 18. 8333

antaa edell& kaytettyihin datoihin arvot suoritetun lineaarisen sovituksen tilastollisen analyysin.

m Tehtavia

26. Sovita seuraavat mittausarvot toisen asteen polynomilla:
(-2,6), (-1, 1), (0,0.5), (1, 2), (2, 4)
Piirralisdks mittausarvot ja sovitus samaan kuvaan.
27. Tee askeisen nelidllisen sovituksen tilastollinen analyysi Regr ess-funktiolla.

28. Kokeile sovittaa esimerkin suoraa toisen asteen polynomilla. Selitd mité tapahtui.

I Derivointi ja integrointi

Derivointi

L ausekkeen derivaatta saadaan komennolla
D[lausekemuuttuja]

tai
D[lauseke {muuttuja,aste}]

Esimerkiks
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In[103]:=| D[x"3 + 3x"2 - 4x + 3, {x, 2}]

Out[103]= | 6 +6X

laskee lausekkeen x3 + 3x? -4x + 3 toisen derivaatan x:n suhteen. Nopeus v on paikan x aikaderivaatta, v= x=dx/dt.
Kiihtyvyys a puolestaan on nopeuden aikaderivaatta, €li paikan toinen aikaderivaatta, a= X= v=dv/dt. Y |&pisteella
merkitédn aikaderivaattaa, x=dx/dt.

m Tehtavia

29. Derivoi x"2+4x.

30. Derivoi x"4-3x-sin(x) kaks kertaa.

31. Kappaleen paikka saadaan lausekkeesta x=40-5t-5t"2. Mika on
kappal een kiihtyvyys hetkellat=2?

32. Piirré edellisen tehtévan paikka ja nopeus gjan funktiona.

33. Laske funktion f(x,y)=x"3 y*4

osittai sderivaatat

of 1 6x ja of 1y seka
0°t1ox?, 0°t1ay?, 8%f10xdy ja 0°f/ayox .

Kokonaisdifferentiaali ja virheenarviointi

L aboratoriotdissi joudutaan usein tekemaan virheenarviointeja. Mathemati ca osaa laskea myds kokonai sdifferen-
tiaalit ndppérasti komennolla Dt.
Dt[f] laskee kokonaisdifferentiaalin df
Dt[f,x] laskee kokonaisderivaatan df/dx
Dt[f{x,n}]] laskee astetta n olevan kokonaisderivaatan
Tutkitaan lausekkeen
f(ab,c)= % derivaattoja
ja kokonaisdifferentiaalgja.
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In[104]:=

Out[105]=

In[106]:=

Out[106]=

In[107]:=

Out[107]=

In[108]:=

Out[108]=

In[109]:=

Out[109]=

In[110]:=

Out[110]=

Cl ear [a, b, c]

f

= Pi a*r2b”r3/Sqgrt [c]

a2 b3

Ve

D[f, a]

2abdn
NG

DIf, {a, 2}]

2b3

Ve

Dt [f]

a?b3 Dt [c]

2ab37rDt[ aj 3a2b?2xDt [b]
+
vV C

Dt [f,

2 c3/2

2ab3x 3aZb2xDt[b, a] a2b3xDt[c, a]

Ve Ve

Dt [f, {b, 2}]

(6a2b+12ab?Dt [a, b] +b3 (2

2 c3/2

Dt [a, b]2

+2abt[a, (b, 2}1))

Ve

(3a2b2+2ab3Dt [a, b]) Dt [c, b]

c3/2

3Dt [c, b]2 Dt [c, {b, 2}]

+a2b3n : -

4 c5/2

2 c3/2
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m Esimerkki

Halutaan tietdé sylinterin tilavuus. Mitataan sylinterin halkaisija ja korkeus tyontomitalla, kukin kolme kertaa. Tul okset

olivat

Mittaus Halkaisija,cm  Korkeus, cm

1 12,00 15,00
2 12,01 14,95
3 12,00 15,05

Mittausten keskiarvot saadaan |laskettua kayttamall a tilastof unktioiden pakkausta.

In[111]:= | << Statistics DescriptiveStatistics’

inf112):= | datal = {12.00, 12.01, 12. 00}

ou112= | (12., 12.01, 12.}

In[113]:= hal kai si ja = Mean[dat al]

In[114]:= dat a2 = {15. 00, 14.95, 15. 05}

outii14]= | {15., 14.95, 15.05}

Out[113]= | 12. 0033

In[115]:= kor keus = Mean[dat a2]
Out[115]= | 15.
d=halkaisija, cm h=korkeus, cm
12,0033 15,00

Sylinterintilavuuson
d 2

V = hzr(—]
2

jamittausten antamavirhearviotilavuudelle saadaan laskemalla
halkaisijan jakorkeuden mittausvirheistédaiheutuneiden virheiden
itseisarvojen summa
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oV oV
|AV | = |WAh|+ WAo||
Tilavuuden kokonai sdifferentiaali | asketaan seuraavasti

In[116]:= Cl ear [h, d, v]
vid , h_ 1:=hPi (d/72)72
diffV=Dt[v[d, h]]

out[118]- ‘ %dhnDt [d] + % d2 7Dt [h]

In[119]:=| virhe = Abs[di ffV[[1]]] + Abs[diffV[[2]]]

out[119]= ‘ %ﬂAbS[d hDt[d]] + % nAbs [d?2 Dt [h]]

Sijoitetaan halkaisijan ja korkeuden arvoiksi mittausten keskiarvot ja differentiaalien paikalle niiden virheet.
In[120]:= | N[virhe /. {Dt [d] ->0.01, Dt [h] ->0.05, d->12.0033, h->15}]
Out[120]= | 8. 48619

Virhearvioks saamme siten +8.48

Tilavuus saadaan kayttamélla maariteltya funktiota.

In[121]:=| N[v[12. 0033, 15]]

Out[121]= | 1697. 39

Nyt voimme kirjoittaa tuloksen V=1697+8 cm?.

Edella differentiaalin numeroarvon laskemisessa kéytettiin sijoitusoperaattoria /. , jolla saatiin differentiaalilausek-
keessa esiintyvat muuttujat korvattua numeroarvoilla

m Tehtavia

34. Oletetaan, etté eléintarhan apinoiden lukumaara riippuu banaanien lukuméaréstd ja yhden apinan painosta, kuten

m[banana_,paino_]=3*banana/paino

L aske apinoiden lukumé&ara virhergj oineen, kun banaaneita on 100 + 5 kg ja yhden apinan paino on 7.3 + 1.2 kg.
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Integrointi

Mathematica osaa integroida melko hyvin jopa symbolisesti, mutta on muistettava etté jos Mathematica ei osaa laskea
esimerkiksi jotain integraalia symbolisesti, se ei tarkoita, etteik® integraalia voisi laskea kasin kohtuullisella vaivan-
nddlla. Komento

I ntegrateflauseke,x]
integroi annetun lausekkeen x:n suhteen. Komento
Integrate[f,{x, a, b }]
laskee f:n médarétyn integraalin fabf (X)dx jakomento
I ntegrate[f,{x, xmin, xmax} {y,ymin,ymax}]
laskee kaksinkertaisen integraalin. Numeerinen integrointi tapahtuu komennolla
NIntegrate[f,{x, xmin, xmax}]

Numeerinen integrointi onnistuu paljon useammin kuin symbolinen integrointi, mutta se el tietystikéan ole aivan
tarkkaa. Useimmissa tapauksi ssa M athemati ca osaa kertoa, jos integroinnilla ei saavuteta haluttua tarkkuuttatai jos
néyttéa silté, ettd integroitava funktio on liian hankala numeerisillekin menetelmille.

m Tehtavia

35. Integroi sin(x) valilla 0->2x. Kokeile myds numeerista integrointia.
Crbrc 1
36. Integroi [’ [~ dxdy.
37. Integroi f (4xM+4x"3-9x "2 -x +2) dx jatarkistasaamasi tulos derivoimalla se.

38. Ylinopeutta gjava auto gjaa nopeudellav=15 m/s. Poliis ryhtyy ottamaan gjgjaa kiinni. Poliisiauto |ahtee levosta
jakiihdyttéd a=10 m/s*2. Milloin poliisi saa kaaharin kiinni? Piirrd kummankin auton paikka ajan funktiona.

39. Kappaleen kiihtyvyys a(t) ajan funktiona muuttuu seuraavasti
a(t) = arctan(t),

kun aika ilmoitetaan sekunteina. Laske, miké on kappal een keskimé&réinen nopeus 12 ensimméi sen sekunnin aikana,
kun liikkeelle |ahdetdan levosta, ja mikd on sen nopeus 20 sekunnin kuluttua lahdosta. Piirra kiihtyvyyden ja nopeuden
kuvagjat samaan kuvaan.



I Raja-arvot ja sarjat

Raja-arvot

Raja-arvojen laskeminen Mathematicalla tapahtuu komennolla
Limit[f[x],x->x0]
Tassa lasketaan raja-arvo limy_xo f(X).

Esimerkiks funktion sin(x)/x raja-arvo nollassa:

In[122]:= | f =Sin[x] /X
out[122]= ‘ Sinfx]

In[123]:= | Limt[f, x =->0]
Out[123]= | 1

Taylorin ja Laurentin sarjat

Mathematica osaa kehitt8a funktioita potenssisarjaksi. Taylorin ja Laurentin sarjakehitelmét saadaan Series-komen-
nolla

Esimerkiksi sinin sarjakehitelma muuttujan x suhteen pisteen x=0 ympdristdssa potenssiin yhdeksan saakka saadaan

komennolla:

In[124]:= Series[Sin[x], {X, 0, 9}]

~ x3 x5 x7 x9 10
outit24]= | X - 5=+ 755 ~ 5040 * 362880 * OX]
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In[125]:= Nor mal [%4

Outl1281= § X = 5=+ 955 ~ 5040 ' 362880

Viimeinen O[x]-termi kuvaa yhdeksétta potenssia korkeampia termeja. Ennen kuin Mathemati can tekemaé sarjake-
hitelmaa voidaan kayttda edelleen (esimerkiksi kuvaajan piirtoon), pitéa se muuttaa tavalliseks Mathematican lausek-
keeksi Nor mal-komennolla.

Laurentin sarjassa on termej 4, jotka ovat &8rettémia siiné pisteesss, jonka ymparistossa kehitelma on tehty. Esim-
erkiksi funktion — Laurentin sarjakehitelma pisteen x=1 ympéristosséa on

€
1-x2

In[126]:= Series[E*"x/ (1 -x"2), {x, 1, 3}]
] e e 1 1y o L 2. L _1)3 114
Out[126]= 7 x 1) 7 5 © (x-1) 18 © (x -1) 96 © (X -1)°+0O[x -1]

m Tehtavia

40. Kehita kosini sarjaksi yhdeksanteen asteeseen asti. Vertaa sitéd esimerkin sinin sarjakehitelmaan.
41. Laske yhteen sinin ja kosinin sarjakehitelmien nelitt. Mitd pitdisi tulla tulokseks ja mita saat?

42. Piirra sinin kolmannen, viiden, seitsemannen ja yhdeksénnen asteen sarjakehitelmien kuvaajat ja vertaa niita
tarkkaan kuvaajaan.

43. Kehita sini sarjakehitelmaksi pisteen x=1 ymparisttssi kuudennen asteen termej& mydten.Esita tulos polynomina
kayttéen Expand-komentoa.

44, Tutki myos jonkin muun funktion sarjakehitel mien tarkkuutta muunnellen astel ukua.
45. Kokeile kehittéa jokin méarittelematon funktio f[x] sarjakehitelméaksi.Mité saat tulokseksi?

46. Esimerkkind singulaarisista eli ns.Laurentin sarjakehitelmista kehité funktio €*/(x-1) sarjaks pisteen x=1
ympéristossa.M athematican komento on sama kuin Taylorin sarjakehitelmén tapauksessa.

47. Muunna kehitelma Nor mal-funktion avulla normaaliin lausekkeen muotoon kuvan piirtamista
varten japiirra kuva.

48. Osoita,etté suhteel lisuusteorian mukaisesta energian |ausekkeesta E=mc? saadaan ei-relativistinen liike-energian
lauseke

E=my c2+1/2mp V2,

kun liikemassan m ja lepomassan my, vélille voidaan johtaa relaatio m=mg /sgrt(1-v~2/c2).
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I Differentiaaliyhtél6ita Mathematica'lla

Differentiaaliyhtéalot

Differentiaaliyhtél 6t ovat yhtél 6ité, joissa esiintyy tuntematon funktio, esimerkiksi y(x), ja sen derivaattoja.

Y ksinkertainen esimerkki differentiaaliyhtél 6sta on
ay —
= 3Y(X)

Differentiaaliyhtdl on ratkaisuksi sanotaan analyyttisté lausekettatai muuta esitysta y(x):lle. Y htélon ratkaisu on
y(x)=€3%, silla

de3X _

dx

3 e3*=3y(x)

Differentiaaliyhtal 6n kertaluku on korkein yhtél 6ssé esiintyvé derivaatan kertaluku. Y o. yhtélé oli ensimméisen
kertaluvun differentiaaliyhtdl 6. Esimerkki toisen kertaluvun differentiaaliyhtél 6sta on

d2 u(x) —
Sy +16u(x) =0

silla siind esiintyy toista derivaattaa. Tamén yhtalon ratkaisu on mm. u(x) = cos(4x).

Reunaehdot ja reuna-arvotehtavat

Tarkastele seuraavaa differentiaaliyhtél 68, joka kuvaa popul aation maéréa x gjanhetkellat.

y dx
X=—=X
dt

Taméan yhtalon ratkaisu on x(t)=ke' . Koska ratkaisussa esiintyy mielivaltainen vakio k, kutsutaan téllaista ratkaisua
yleiseks ratkaisuksi. Jos toisaalta tieddmme, etté ajanhetkell& t=0 x(0)=10, voimme sijoittaa ndmé tiedot yleiseen
ratkaisuun ja sasamme k:lle arvon k=10. Olemme juuri ratkaisseet reuna-arvotehtévan.



42 luennot04.nb

Ratkaisut

Jos differentiaaliyhtél 6 ratkaistaan ilman reunaehtoja, saadaan ratkai suun yhtél6n kertaluvun osoittama maéra tuntemat-
tomia vakioita. Ratkaisu on siis kéyrdparvi, jonka parametrien maaré on yhtal on kertal uku.

Lineaarisia differentiaaliyhtalotyyppeja

Lineaarisuus tarkoittaa, etta yhtdlossa ei esiinny tuntemattoman funktion y(x) tai sen derivaattojen potenssgja. Esit-
telemme muutamia differentiaaliyhté 6tyyppej§, joihin tulet torméaméaéan fysiikassa.

m Ensimmaisen kertaluvun vakiokertoimiset differentiaaliyhtal 6t

Ensimméi sen kertaluvun vakiokertoimiset differentiaaliyhtal 6t ovat muotoa

y'(X)+ay(x)=c,

missd ajac ovat vakioita. Jos c=0 sanotaan yhtél 64 homogeeniseksi.

m Ensimmaisen kertaluvun funktiokertoimiset differentiaaliyhtal ét

Muotoa

y' (X)+p(X)y(x)=q(x)

olevat differentiaaliyhtél 6t ovat ensimméisen kertaluvun funktiokertoimisia differentiaaliyhtél 6itd. Jos q(x)=0 kaikilla
x:n arvoilla on yhtal6 homogeeninen, jos taas seké q(x) ettéa p(x) ovat nollasta eroavia, sanotaan yhtél6a taydelliseks.

m Toisen kertaluvun vakiokertoimiset

differentiaaliyhtal 6t

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtal 6issa esiintyy jo tuntemattoman funktion y(x) toista derivaattaa y"(x). V akioker-
toiminen, tdydellinen yhtél6 on muotoa

y"(x)+ay'(x) + b y(x)=c.

Vastaavasti kuin ensimmaéisen kertaluvun tapauksessa sanotaan yhtél 64 homogeeniseksi, jos c=0.
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m Toisen kertaluvun funktioker toimiset

differentiaaliyhtal ot

Y leinen muoto toisen kertaluvun funktiokertoimiselle differentiaaliyhtéldlle on

Y (X)+p(X) y' (X) + 1 (X) y(x)=q(x)-

Differentiaaliyhtaléiden ratkaiseminen Mathematicalla

M athematica on ndppéra apuneuvo differentiaaliyhtél 6iden ratkai suun.
Peruskomento on DSolve.
DSolve[yhtal6,y[X] ,X]

Ratkaisemme esimerkiksi yhtalon

ln[127]1=| DSol ve[y' [x] ==3YyI[x], yI[x], X]

out[127]= | {{y[x] >e3*C[1]}}

Tulosta pité& osata hieman tulkita, mutta kun hoksaa ettd siind esiintyva C[1] on vakio, jota olimme aiemmassa
esimerkissa merkinneet k:lla, lauseke ndyttéd jo tutulta. Huomaa, etté jos erehdyt kayttdmadan =-merkkida==-merkin
asemesta, maarittelee Mathematica =-merkin vasemmalla puolella olevan asian oikealla puolella olevan asian kanssa
yhtésuureksi. Jos néin tapahtuu esimerkiksi ratkottaessa differentiaaliyhtél 6itd, pitéé ndma madrittelyt purkaa Clear -
komennolla, muuten voi syntyaihmeellisia virheita

m Numeerinen ratkaisu

Jos differentiaaliyhtél 6 on hankala, ei Mathematica valttamétta osaa ratkaista sita symbolisesti. Voit kuitenkin kayttda
komentoa

NDSolve, joka ratkai see differentiaaliyhtélon

numeerisesti. NDSolved:|le pitéd antaa myds vapaan muuttujan véli, jolle ratkaisu etsitédan. Tulos on voimassavain
talavailla Lisdks NDSolve vaatii riittéavasti reunaehtoja kyetdkseen ratkai semaan kaikki vakiot, muuten se ei pysty
laskemaan numeerista ratkaisua.

Esimerkiksi edellisen esimerkin yhtél 6n tapauksessa NDSolve el antaisi tulosta, mutta jos sovimme reunaehdoksi
vaikkapa y(0)=1 saamme,

|n[128]:=| rat kai su = NDSol ve[{y' [x] ==3y[x], Y[0] ==1}, y[x], {X, 0, 10}]

Out[128]= | {{y[Xx] » I nterpol ati ngFunction[{{0., 10.}}, <>1[X]1}}
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Nyt voimme esimerkiksi piirtda funktion y(x) kuvaajan.

In[129]:= Pl ot [y[x] /. ratkaisu, {x, 0, 3}]

4000 ¢
3000 +
2000 +
1000 +
0.5 1 1.‘ 5 2 2.5 3
Out[129]= - G aphics =

Kuvagja voidaan piirtéé vain valilla [0,10]. Huomaa sijoitusoperaattorin /. kéytto!

m Tehtavia

49. Ratkaise 1:n kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyhtal o y'(x)-3y(x)=4.

50. Ratkaise 2:n kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyhtél 6 4 y"(x)-3y'(x)+5y(x)=2. Médréa mieleis-
es reunaehdot ja piirra ratkaisun reaaliosan kuvagja.

m Kertaustehtavia

7. Integroi cos(x) valillaxe(-10,10) symbolisesti ja numeerisesti.
8. Kirjoitatan(x):n sarjakehitelma 5:n ympéristtssi. Ota kehitelmaan 5 ensimmaista termié

9. Ratkaise differentiaaliyhtél 6 12 x"(t)-9 x'(t)+16 x(t)-9=0 alkuarvoillax(0)=2 jax'(0)=0. Piirré ratkaisun kuvaaja, kun
t saaarvot 0-10.

10. Mieti, miten saisit ndppérasti maariteltyd edellisen tehtévéan ratkai sua vastaavan funktion.
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Radioaktiivinen hajoaminen

Radioaktiivista hajoamista voidaan kuvata yhtal 6l1a

dN _
P=AN

missi A on hagjoamisvakio.
Hetkellat =0 meillaon Ny ydinta. Hetkellat jéljella olevien ydinten mééra saadaan selville ratkaisemalla yo. yhtal o
alkuehdolla N(t=0)=Np.

In[130]:=| ratk = DSol ve[{n' [t] == -l anbdan[t], n[0] ==n0}, n[t], t]

out[130]= | {{n[t] > e'amdat noyy

joka voidaan kirjoittaa tutumpaan muotoon
N(t)=Ng e,

Lasketaan vield puoliintumisaika. Puoliintumisaika on aika, jonka kuluttua puol et ytimisté on hajonnut.
In[131]:= | Solve[n[t] ==0.5n0 /. ratk, t]

Solve::ifun : Inverse functions are being
used by Sol ve, so sonme solutions nay not be found.

0. 693147
out[131]= ‘ {{t = W}}

V oimme my0s havainnollistaa ratkai sua piirtémalla siitd kuvan. Ensin annamme A:lle ja Ng:lle sopivat numeroarvot.

In[132]:= | n0 = 1000
Out[132]= | 1000
In[133]:= | | anmbda = 0. 03

Out[133]= | 0.03
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In[134]:= Plot [n[t] /. ratk, {t, 0, 100}]

1000

800+

600

400 +

200 |

20 40 60 80 100
Out[134]= - G aphi cs -

Huomaa, miten ratkai suna saamaamme funktioon n[t] viitataan seké Solve- ettéd Plot-komennoissa.

Ylospain heitetty kappale

Hal uamme saada matemaatti sen kuvauksen suoraan ylospéin heitetylle pesépallolle. Tieddmme, etté pallon kiihtyvyys
on gravitaatiokiihtyvyys. Toisaalta kiihtyvyys on paikan toinen aikaderivaatta,

Liséksi voimme asettaa koordinaatiston niin, etté pallo on ldhtthetkell& origossa. Matemaattisesti tdma voidaan esittéa
yhtél oparilla

a=y

y(t=0)=0

Katsotaan mita M athematica saa naista aikaiseksi.

In[135]:=| DSol ve[{a==y' ' [t], Y[0] ==0}, y[t], t]

Out[135]=‘ {{yrt1 9% (at?+2t C[21)}}

Huomaa, ettd olimme merkinneet y:n t:n funktioksi, vaikka kyseessd oikeastaan olikin vakio a. Huomaa myds, etta
tuloksessa on ainoastaan yksi tuntematon vakio, C[2], vaikka kyseessd oli toisen kertaluvun differentiaaliyhtal 6. Tama
johtuu siitd, ettd annoimme yhté 6n ratkai sun yhteydessi reunaehdon, y(0)=0. Pa&sisimme eroon myos C[2]:sta, jos
meillaolisi vielayks liséehto, esimerkiksi tieto siitg, etté pesgpallon alkunopeus oli 10 m/s.
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m Tehtavia

51. Eliminoi esimerkin tehtévéasté vakio C[2] kayttdmélla oletusta, jonka mukaan pesdpallon alkunopeus oli 10 m/s
ylospéin.

52. Mika on pesdpallon saavuttama maksimikorkeus ja missé gjassa? Milloin pesdpallo palaa heittokorkeudelle?

Putoamisliike vedessa

Tutkitaan nyt hieman monimutkai stettua tilannetta, jossa tiputamme tiiliskiven veneesté. Tiiliskiveen vaikuttaa maan
vetovoima F_G=mg, mutta myds veden aiheuttama liikevastus F_D=-k . Muotoillaan asia matemaattisesti.
F=mgk y=my=ma

Mathematica sanoo

In[136]:= Clear [y, m g, t]
DSolve[mg - ky' [t] ==my"' "' [t], Y[t], t]

Kkt
outizn= | {{y[t1 - gmt e m ITC“]

+C[2]}}
Kun otetaan huomioon jérkevét reunaehdot, saadaan tulokseksi

in1381:= | DSol ve[{mg - ky' [t]==my' ' [t], y[0] ==0, y' [0] ==0}, y[t], t]

i gm(m- — @
outf13g]= | {{y[t] - K2 1

m Tehtavia

53. Paéttel e veneestd pudotetun tiiliskiven tapauksessa jérkevét reunaehdot, ratkaise yhtél6 Mathematicalla, anna
vakioille numeroarvot japiirra ratkai susta kuva. Mita huomaat? Miten tutkisit asiaa edelleen? Tutki myds mité tapah-
tuu, jos muutat tiiliskiven massaa,ilman ettd muutat vakiotak.

54. Laske tiiliskiviesimerkki numeerisesti.V ertaa tuloksien yhtapitavyytta piirtdmélla kummastakin kuvagjat péélle-
kéin, tai vaikka laskemalla niiden arvot muutamassa pisteessa.
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Raketin lento

Tarkastellaan rakettia, joka polttaa massaansa tuottaakseen tyontdvoimaa. Rakettiin vaikuttaa vain maan vetovoima
-m(t)g, joka oletetaan vakioksi, ja raketin moottorin aiheuttama tyontovoima F ot , joka mys ol etetaan vakioksi.

Liikeyhtal 6n muodostaa yhtél Opari
Fmoot'm(t)g:m(t) X(t)
m(t)=mg-at

niin kauan kuin poltettavaa massaa riittd&. Kun polttoaine on kulutettu muuttuu m(t):n lauseke. Tutkitaan nyt kuitenkin
rakettimatkan alkuosan t<10sek ratkaisua seuraavalla ohjelmanpéatkalla.

In[139]:= Cl ear [m]
g=9.81
nd = 100
a=5
f =3000
mit_1=nD-at
r at kai su = NDSol ve [
(f -mt]g==m[t]x""'[t], x[0] ==0, x' [0] ==0}, x[t], {t, O, 10}]

out[140]= | 9. 81

Out[141]= 100

Out[143]= 3000

Out[144]= 100-5t

Out[142]= | 5

Out[145]= | {{X[t] >Interpol ati ngFunction[{{0., 10.}}, <>]1[t1}}

Koskatulos ei ole kovin selvakielinen, tutkimme asiaa piirtdmalla ratkaisusta, €li raketin korkeudesta gjan funktiona,
kuvan.
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In[146]:= Plot [x[t] /. ratkaisu, {t, 0, 10}]

1200 |
1000 ¢
800 +
600 |
400 ¢

200 ¢+

Out[146]= - G aphi cs -

m Tehtavia

55. Laske rakettiesimerkki ja piirra sen ratkai su,mutta liséé ilmanvastuksen aiheuttamavoima, Fijjmg=-kv"2=-k x(t)"2.
Kéayté k:lle vaikka arvoa 0.3. Vieldko ratkaistava yhtal 6 on lineaarinen? Vertaa raketin lentorataa esimerkin lentorataan.
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I Mekaniikkaa

Kitkaton varahtelija

Tutkitaan kitkattoman jousen padhan kiinnitetyn kappal een kéyttéytymista. Jousen jousivakio on k ja kappaleen
massa m. Systeemi ol etetaan kitkattomaksi. Kappal etta poikkeutetaan matkan a verran tasapainoasemastaan ja
paéastetddn vapaaksi. Haluamme tietdd, miké on punnuksen poikkeama x tasapainoasemastaan kullakin gjanhetkel &,
Kirjoitamme nakyviin liikeyhtal 6n:

F= ma=-kx
ei
m X = -kx

Lisdks tieddmme, ettd punnus oli hetkellat = 0 poikkeutettuna matkan a tasapai noasemastaan, x(0) = aja sen nopeus
oli nolla,

X (0)=v(0)=0.
V oimme kaytt&a néita tietoja reunaehtoina.
Syétdamme tietomme M athematicaan:

In[147]:= Clear[m x, k, a]
DSol ve[{mx"' ' [t] == -k Xx[t], X[0] ==a, X' [0] ==0}, x[t], t]

outf148= | {{x[t] >aCos]|

Jk t
)

m Tehtavia

56. Laske esimerkin jouseen kiinnitetyn kappal een hetkellinen nopeus.

57. Kirjoitatiedostoon Mathematica-ohjelma, joka antaa a:lle, k:lle jam:lle jérkevét arvot,ratkai see yhtél 6n kuten
edella ja piirtéd kuvaajan kappal een poikkeamasta gjan funktiona.

58. Lisda ohjelmaan péatka, joka laskee kappal een hetkellisen nopeuden ja piirtéd sen samaan kuvaan poikkeaman
kanssa. Tulkitse kuvaa. (Huomaa, ettet voi viitata tuloksiin %n-menetelmalld ohjelman sisdllal)
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Vaimennettu varahtely

(Katso Benson, University Physics s.309, 15.5)

Todellisuudessa kuvan kaltai sessa systeemissa esiintyy erilaisia kitkavoimia. Kun jouseen kiinnitetyn kappaleen
nopeus on pieni ja systeemi upotetaan nesteeseen, on kitkavoima verrannollinen nopeuteen,

Fiitka=-y V-
Suurettay sanotaan vaimennusvakioksi. Kirjoitamme uudelleen liikeyhtdl6n ja otamme huomioon myds kitkan

m X+yX +kx =0

m Tehtavia

59. Ratkaise jousen paikka ajan funktiona.

60. Kuten kitkattomassa tapauksessa, piirra paikan ja nopeuden aikakehitys samaan kuvaajaan. Mita eroja havaitset?

I Sahkboppia

LC-piirit

Tarkastellaan suljettua virtapiirid, joka koostuu kondensaattorista, kapasitanssi C ja kelasta, induktanssi L. Kirchhof-
fin lain mukaan kierrettéessa virtapiiri, tulee jannitteiden (potentiaalierojen) summan ollanolla, V¢ +V =0. Séhkdo-
pista tiedetsén etté virta on sahkovarauksen aikaderivaatta, I=dQ/dt. Keloille pétee V=L dI/dt, €li V, =L d?Q/dt?.
Kondensaattorin napojen véillavallitsee jannite Ve =Q/C

V, =Ld?Q/dt?
Ve=QIC

Ve+VL =0
Q/C+Ld?Q/dt?=0

Y Il &ttéen edessdmme on toisen kertaluvun differentiaaliyhtdl 6. Ei kun ratkaisemaan! Mathematica sanoo
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In[149]:= Clear [c, |, q]
DSolve[q[t]/c+1 "' [t]1==0, q[t], t]

out(150]= | {{q[t] > C[1] Cos| Sin|

t t
Vo | oSl I

Saimme harmonisen oskillaattorin lausekkeen.

m Tehtavia

61. Eliminoi vakiot asettamalla varaukselle g javirralle q' sopivat akuehdot, ja tutki ssamaasi lopputul osta kuvin.-
Vaihtele komponenttien arvojajatutki systeemin kayttaytymista.

LCR-piirit

LRC-piiri on huomattavasti |ahempana todellista tilannetta. Siiné on kytketty sarjaan kondensaattorin ja kelan kanssa
my®s vastus, joka ai heuttaa séhkdenergian muuttumisen lampéenergiaks ja havidmisen systeemista. Kirchhoffin
saannon perusteella voimme kirjoittaa yhtél 6n

Q/C+IR+LdI/dt=0
Kayttémalla L C-piirien yhteydessi tekemé&mme havaintoa | =dQ/dt voimme kirjoittaa saman muodossa
LQ+RO+Q/C=0

Verrattuna edelliseen tehtévadn olemme saaneet yhden termin lisdéd. Mathematica osaa ratkai sta tdmén yhtél 6n anal yyt-
tisesti, mutta tulos on melko sekavan ndkdinen

In[151]:= DSolve[{l ' "[t] +rq'[t] + q[t]/c == 0}, q[t], t]
(Ve r—V=alscr2)t (Ve rV=alcr2)t
outisa)= | {{q[t] - e 2+/c | C[l] +e 2+/c | Cr21}}

In[152]:= | Sinplify[%

e alscr2 )y r Aatscr? ),
S )

outi152]= | {{q[t] - eI C[1] + e'—F C[2]}}
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m Tehtavia

62. Eliminoi vakiot kuten L C-piirien tapauksessa, jatutki ssamaasi |opputulosta kuvin. Vaihtele komponenttien arvoja
ja tutki systeemin kdyttaytymista.

Sahkoopin ja mekaniikan suureiden analogiaa

Mekaniikka x v m m?2/2 Kk kx¢/2 F

Sahkooppi Q | L LI2/2 1/C Q3/2C V

I Populaatioiden kilpailu

Epalineaarisia differentiaaliyhtaloita

Edelld on tutkittu lineaarisia differentiaaliyhtal 6itd, joilla on paljon sovellutuksia eri fysiikan aloilla. Seuraavassa
tarkastellaan eréita epdlineaarisia differentiaaliyhtél 6tyyppej 4, joilla voidaan kuvata toisiinsa kytkettyjen systeemien
kehittymistd. Otamme tutkimuksen kohteeksi eléin- ja kasvimaailman eliostojen lisdéntymisen ongelmat.

Perusyhtdl 6 lukuméaéran N(t) kehittymiselle ajan t funktiona saadaan, jos tunnetaan lisééntymisnopeus,

dN®
G € N(t).

Y htél6 on muodoltaan sama kuin radioaktiivista hajoamista kuvaava yhtadl 6. Se on lineaarinen yhtél ¢ ja tuloksenaon
eksponentiaalinen kasvu ilman rajoja. Biologisen systeemin kayttéytyminen talla tavoin on mahdollista vain tiettyyn
rajaan saakka, sillé kasvua rgjoittavat tilan, ruuan, valon jne puute, eli yksilét tulevat tietoisiksi ympéristostéan ja
|gjitoverei densa olemassaol osta. Tama nakyy lukuméaran kehittymista kuvaavassa differentiaaliyhtél 6ssa epalin-
eaarisena terming, jonka edessa kertoimena on erilaisia puutteita kuvaava vakio S.

LU =eN© - BN2() -
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In[153]:= e = 4

b =2

ra=DSolve[{n' [t]==en[t]-bn[t]"2, n[0] ==1}, n[t], t]
Out[153]=| 4
Out[154]=| 2

Solve::ifun : Inverse functions are being

used by Solve, so some solutions may not be found.
2 4t

outfssl= | {{n[t] - JT}}

In[156]:= Plot [n[t] /. ra, {t, 0, 10}, Pl ot Range -> Al | ]

1.8}

1.6}

1.4

1.2

Out[156]= - G aphics -

Toisenlainen epdlineaarinen kytkenta ai heutuu toisten |gjien olemassaol osta. Peto-saalis suhteessa saaliin méara
lisdantyy eksponentiaalisesti, ellei petoja ole olemassa. Toisaalta petojen lisdantyminen riippuu tdysin saaliin luku-
mééréstd ja ne kuolevat pois eksponentiaalisesti, mikali saalis hdvitetdén. Tallaista tilannetta kuvaamaan tarvitaan
kaks kytkettya differentiaaliyhtél 68. Olkoon esimerkkiné kettujen jajanisten lukumaarien kehittyminen,

— - Lei-vi Ne@® 1 Nj(©)
— - e v Nj(O 1 Ne

Y htél Gissa N; (t) kuvaa jénisten ja Ny (t) kettujen lukumaéraa. Vakio e j kertoo jénispopulaation kasvunopeuden ilman
kettuja. Seriippuu ruuasta, ilmastostajne. Vakio y; kuvaasitg, kuinka paljon janiksiajoutuu kettujen suihin, ja
vk puolestaan sitd, miten kettujen maara lisdantyy tdman saalistuksen seurauksena. Ketut eivéat elédilman janiksia, joten
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€« antaa nopeuden niiden sukupuuttoon kuolemiselle. Kokeilemalla erilaisia parametrien arvoja yhté on ratkai-
semiselle voit todeta, etté luonnon tasapaino on hyvin herkka ja sen jarkkyminen johtaa aivan uudenlai seen ratkai suun.

Mathematica'ssa ndma yhtél 6t saavat muodon,

In[157]:= el =10
gl=0.1
e2=0.6
g2=0.1

Out[157]= 10

Out[158]= 0.1

Out[159]= 0.6

out[160]= | 0.1

j [0] ==1, k[0] ==100}, {j [t], k[t]}, {t, O, 10}]

Out[161]= {{j [t] >Interpol ati ngFunction[{{0., 10.}}, <>1[t1,

k{t] - InterpolatingFunction[{{0., 10.1}}, <>][t]1}}

In[162]:= Plot [{j[t] /. rat, k[t] /. rat}, {t, O, 10},

In[lGl]:-‘ rat = NDSol ve[{j ' [t] == (el -9l k[t])j[t], k' [t] == (-€2+02] [t]) k[t],
‘ Pl ot Range -> Al |, Plot Styl e » {Hue[0], Hue[O0.5]}]

140 ¢
120}
100 |
80 |
60 |
40 |

20

Out[162]= | - G aphi cs -
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In[163]:= ParametricPlot [{j[t] /. rat [[1]], k[t] /. rat [[1]1},
{t, 0, 1}, PlotRange -> Al | ]

100}
95
90 ¢
85t
80+

75t

Out[163]= - G aphics -

Ylla esitetyt mallit ovat tietysti hyvin idealisoitujajaluonnossa monet tekijét yhdessa vaikuttavat lukumaérien kehit-
tymiseen. Esimerkkind voisi olla méantyjen jakuusien kilpailu elintilasta. Sita voidaan kuvata differentialliyhtél oryh-
mall&, jossa molemmat edell& esitetyt epélineaariset termit on otettu mukaan.

%:[Em - B Nim(t) = ¥m Ne(t) 1 N (1)

Sk =l - i Ne® - % N(O] Ne()

Y htél 6issi Ny, () kuvaa méantyjen ja N (t) kuusien lukumééréé. Vakiot e, ja e kertovat puiden lukuméaéran liséén-
tymisnopeuden. Lukumaéran kasvaessa alkavat toiset puut varjostaa ja estéd toisten kasvua, joten lukumééré el padse
kasvamaan rajatta. Vakiot B, jafk kuvaavat saman lgjin sekdy, jayx eri lgin aiheuttamaa varjostusta.

Kuva lukumaarén kehittymisesta ajan funktiona saadaan helposti piirtamalla Plot-funktiolla yhtél 6iden ratkai sut.
Toinen mielenkiintoinen tapa yhtal 6ryhman ratkai sujen tutkimisessa on esittda ratkai sut toistensa funktiona, eli kuinka
kettujen lukuméérd muuttuu janisten lukumaéran funktiona. Tahén tarkoitukseen on kaytettavissa Par ametricPlot-
funktio. Se on muotoa

ParametricPlot[{f,, f }, {t tmin, tmax}]

Tassa piirretaan funktion f(t) x- jay-komponentit f, (t)jaf,



In[164]:= el=1

gl=0.1
bl =0.1
e2=0.6
g2=0.1
b2 = 0.1

Out[164]=

Out[165]=

Out[166]=

Out[167]=

Out[169]=

In[170]:= dy1 : m‘ [t]==(el-blm[t]-glk([t]) m[t]
dy2 := k' [t] ==(e2-b2k[t]-g2m[t]) K[t]

rat = NDSol ve[{dyl, dy2, m[0] ==1, k[0] == 100}, {m[t], k[t1}, {t, O, 100}]

Out[172]= {{m - I nterpol ati ngFunction[{{0., 100. }}, <>][t],

alnterpol ati ngFunction[{{0., 100.}}, <>][t]}}

Out[168]= | 0.1



58 luennot04.nb

In[173]:= Plot [{m[t] /. rat, k[t] /. rat}, {t, O, 100}]

25
20
154
10}
51
20 4‘0 6‘0 8‘0 160
Out[173]= - G aphi cs -

In[174]:= ParametricPlot [{m[t] /. rat [[1]], k[t] /. rat [[1]]},
{t, 0, 100}, Pl ot Range -> Al | ]

100t

80+

60 ¢

40 |

20t

Out[174]= - G aphics -

m Tehtavia

63. Tutki yhtalon dN(t)/dt= e N(t) - BN? (t) kéyttaytymista eri parametrien arvoillaja antamalla lukumaéralle eri
|ahtdarvoja g an hetkella t=0. Piirra lukuméaéran kuvagja ajan funktiona.

64. Tutki seka jénisten ja kettujen etté kuusien ja méntyjen eldmaé kuvaavien yhtél 6iden kayttaytymista eri parametrien
arvoillajaeri 18htdarvoja kayttéen. Piirré kettujen lukuméaré janisten lukuméarén funktionaja kuusien lukumééra
mantyjen lukuméaran funktiona. Etsi kuvaajien avulla stabiilit ratkaisut, joissalgjien lukumaarét pysyvét g an funk-
tiona vakioina.
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I Ohjelmointi Mathematica'lla

Ohjelma ja sen suoritus

Mathematica'n kieli soveltuu myds ohjelmointiin. Se tuntee yleisimmeét toistorakenteet ja ehtolauseet. Mathematica-
ohjelmat kirjoitetaan tavalliseen tekstitiedostoon, jonka tunnisteeksi on sovittu .m . Esimerkiksi ohjelma.m on hyvéa
tiedostonimi.

Mathematican kieli on tulkittu kieli, toisin kuin esimerkiksi C-kieli Atk I-kurssilla. Téma tarkoittaa sité, ettd M athemat-
icalukee ohjelmaa ja kéy sitd suoraan |8pi kasky kaskyltd, kaéntdmétta sitd ensin mihink&in muuhun - kuten esim-
erkiks assembly - muotoon.

Kun ohjelmaon kirjoitettu tiedostoonsa, kasketdén M athemati caa suorittamaan se. M athematica lukee ohjelman késky
késkylta ja yrittda suorittaa sen. Kaikkien grafiikkakaskyjen tul osteet avautuvat myos grafiikkanadytolle.

Ennen ohjelman g oa on syyté varmistaa, etté $Path-méarittelyissé on mukana hakemisto, jossa ohjelmatiedosto on.
Hakemisto liitetéddn méérittelyihin komennolla SetDirectory[" hakemisto"].

Ohjelma luetaan M athematicaan << - késkyll&, esimerkiksi

In[175]:= Clear[a, b, c, f]
<< ohjel ma. m

CGet::noopen : Cannot open ohjel ma. m

out[176]= | $Fai |l ed

Ohjelmaoli
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In[177]:= Cl ear [f, X]

a=15

b=-2

c=3

f[x_]1]:=zax"2 + bx + ¢
Sol ve[f [x] == 0, X]

Out[178]= 1.5

Out[179]= |
Out[180]=| 3

out82= | {{x > 0. 666667 - 1. 24722 i}, {X - 0.666667 + 1. 24722 1}}

m Tehtavia

65. Tutki esimerkin ohjelmaa ohjelmam. K&y se [&pi kéasky kaskyltd, ja selité, mitd se tekee.

66. Kirjoitaitse tiedostoon ohjelma, jossa méérittelet funktion f(x)=x"3-4x+12 ja piirrét sen kuvaajan.

Ehtolauseet

Valintaeri kaskyjen suorittamisen valilla tehdaén 1 f-komennolla
If[ehto
, kaskytl
, késkyt2]

Siin& annetaan ehto, jonka perusteella valinta suoritetaan. Ehto voi saada kaksi arvoatos ja epétos. Ehdon jalkeen
seuraa kaks késkysarjaa pilkuilla erotettuna. Sarja kaskytl suoritetaan, jos ehto ontosi ja kaskyt2 jos ehto on
epétosi. On myts mahdollista antaa kolme lauseketta, joista viimeinen suoritetaan, jos ehto ei ole sen paremmin tosi
kuin epétosikaan.

In[183]:= If[1<2, Print["Tosi"], Print["Vaarin"]]

Tosi

Ehtorakenne, joka usein tulee vastaan matemagattisia funktioita kasiteltédessa, liittyy funktion maarittelyalueen rgjaamis-
een. Funtioiden ei tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voidaan mééritella pal oittain.

funktio[x_]:=lausekel/;maarittelyaluel
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funktio[x_]:=lauseke2/;maarittelyalue?

Merkintéd /; kéaytetdén siis méérittelyal ueen rajaamiseen.

m Vertailuoperaattorit

Ehtojen muodostami sessa tarvitaan vertailuopraattoreita.
x==y yhta suuri
x!=y eri suuri
x>y suurempi kuin
X<y pienempi kuin
X>=y suurempi tai yht& suuri kuin
X<=y pienempi tai yhta suuri kuin

X===y identtisesti yhta suuri

In[184]:= | 1<2<3

Out[184]= True

Out[185]= Fal se

In[185]:= | 1<3<2

m L oogiset operaattorit

Loogisia operaatioita tarvitaan yhdistettessa erilaisia entolausekkeita.
Not[x] tai! e
X&& 'y ja
x|y tai

Xor[xy,...] joko...ta

In[186]:= | Not [Tr ue]

Out[186]= | Fal se
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Raketin lentorata

Tarkastellaan raketin lentorataa sell ai sessa tapauksessa, etta raketin polttama polttoaine on merkittva osa kokonai smas-
sasta, joten lennon aikana raketin massan muutos téytyy huomioida.

Massa gjan funktionam[t_]:=If[c t<p,m0-ct,m0-p].

Toinen tapa mééritel|& massa gjan funktiona:

In[187]:= Cl ear [m]
mit_]:=nmD-ct /; ct <p
mt_J]:=nmd-p/; ct >=p

Nousun differentiaaliyhtal 6
In[190]:= | dy :=m[t] x' "' [t] =fm[t]-m[t]g
Tyontdvoima ajan funktiona

Inf191]:= | fm[t_]:=f /; ct <p
fmit_1:=0/; ct >=p

Vakiot yksikoissi kilogramma, kilometri ja sekunti g=9.81 m/s?, ¢ = 1 kg/s, m0=1000 kg, p = 100kg, f=15000N

In[193]:= g=9.81+%10"-3;
c =1,
D = 1000;
p = 100;
f = 15;

Differentiaaliyhtdl on ratkai suna saadaan paikka=paikka(t)
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In[198]:= ratl =
NDSol ve[{dy, x[0] ==0, x' [0] ==03}, x[t], {t, O, 1000}, AccuracyGoal - 157;
pai kka=x[t] /. rat1[[1]];
nopeus = D[pai kka, t1];
Pl ot [pai kka, {t, 0, 300}]
Pl ot [nopeus, {t, 80, 200}]

40 ¢
20t
50 100 150 200 250 300
-20 ¢+
-40 ¢
Out[201]= - G aphi cs -

100 120 140 160 180 200

-0.2¢

-0.4!

Out[202]= - G aphics -

Lasketaan hetki ja nopeus, kun korkeus 40km
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tl =t /. tloppu
| oppunop = nopeus /. t »tl

Out[203]= {t -198.596}

out[204]=

In[203]:= ‘ tl oppu = Fi ndRoot [pai kka == 40, {t, 180, 200}]
| 198. 596

Out[205]= | -0. 367819
ja radan maksimi

In[206]:= t max = Fi ndRoot [nopeus =0, {t, 150, 200}]
tm=t /. t max
xmax = pai kka /. t ->tm

Out[206]= | {t >161.102}

Out[207]= | 161. 102

General ::spelll : Possible spelling error: new
synbol name "xmax" is sinmilar to existing synbol "tmax".

Out[208]= | 46. 8956

Polttoaineen loputtua raketti avaa laskuvarjon 40 km korkeudessa. Laskeutumista kuvataan differrentiaaliyhtaloll&,
jossa huomioidaan myos ilmanvastus, ilmanvastuskertomeksi valitaan y=3000 kg/s

In[209]:= | difflasku:= (M -p)y'"' [t]+kitkay' [t]=-(mD-p)g
kit ka = 3000

out2101= | 3000

L askeutumisen ratkaisu
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In[211]:= rat2 =
NDSol ve[{di f fl asku, y[0] ==40, y' [0] == | oppunop}, y[t], {t, O, 20000}1;
pai kka2 =y[t] /. rat2[[1]];
Pl ot [pai kka2, {t, 0, 20}, Pl ot Range -» Al | ]

39. 975

39. 957

39. 925}

39.9¢

39.875¢

39.85¢

Out[213]= - G aphics -

Nopeus maahan tultaessa
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In[214]:= nopeus? = D[pai kka2, t1];

Pl ot [nopeus2, {t, 0, 10}];

t maa = Fi ndRoot [pai kka2 == 0, {t, 10000, 15000}1;
tm2 =t /. tma

nopeusnmaa = nopeus2 /. t »tnR

km = 3600 nopeusnmaa km/ t

-0. 002944 ;

-0. 002946 ;

-0. 002948 |

-0. 002952 ¢

- 0. 002954 ;

Ceneral ::spelll: Possible spelling error: new
synbol name "tnmma" is sinmilar to existing synbol "tmax".

out[217]= | 13554. 4

out[218]= | 0. 002943

_10.5948 ki

out[219]= =

Piirretdén koko lentorata
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In[220]:= lentorataftt_]:=I1f[tt <tl, paikka/. t »tt, paikka2 /. t »tt -tl]
Pl ot [l entorataftt], {tt, O, 15000}]
Plot [l entorataftt], {tt, tl =50, tl +10}, Pl ot Range -» Al | ]

40 +
30 |
20
10
20‘00 40‘00 60‘00 80‘00 10600 12600 140\09\
Out[221]= - G aphics -
47 ¢

461
45|
44 ¢
43¢
42t

41}

160 170 180 190 200 210

Out[222]= - G aphi cs -

m Oikea maan vetovoima

Todellisessa tilanteessa maan vetovoima ei ole vakio vaan kédntéen verrannollinen etéisyyden neliéon
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In[223]:= << M scel | aneous” Physi cal Const ants”
rmaa = Eart hRadi us / Met er » 10" -3;
Print [rmaa, " kni]

General ::spelll : Possible spelling error: new
synbol name "rnma" is sinmilar to existing synbol "tnmaa".

318907

£0 km

Gravitaatiovoima
In[226]:= | grav:=g (rmaa/ (z[t] +rma))”2
Raketin diff.yht.

In[227]:=| diff3:=m[t]z"' [t] =fm[t]-m[t] grav

m Ratkaisun jarajanopeuden etsiminen oikealle gravitaatiovoimalle

Jos raketin kineettinen energia, 1/2mv, "2, silloin, kun polttoaine loppuu on suurempi kuin sen potentiaalienergia,
mgR"2/(R+z), niin se vapautuu maan vetovoimasta. Rajanopeudeksi saadaan Vija=v29 RIV(R+2) .
Polttoaineen loppumisen jalkeen raketin liikeitd kuvaa yhtél 6

Z"[t]=grav,

jonka ratkai suna saadaan raketin nopeus v2 =2*g* R?/(R+z) +V,,2. Hyvin kaukana maasta raketti matkaa siis nopeu-
della v, . Jotta rajanopeus saavutettaisiin, téytyy tyontdvoimaa kasvattaa edel lisestd huomattavasti ja liséta polt-
toainetta rakettiin.

In[228]:= f =15;

tpo = p/c;
max = 1000;

rat3 = NDSol ve[{di ff3, z[0] ==0, z' [0] =0},
z[t], {t, O, max}, AccuracyGoal -» 17];

pai k[t _]=2z[t] /. rat3[[1]];

vraja = rmaa*Sqrt [2+x9g/ (rmaa + pai k[tpo])1;

Print ["raj anopeus = ", vraja, " knvs korkeudella ", paik[tpo], " kni]
nop[t_] =D[paik[t], t];
Print["v_p =", nop[tpo], " knvs"];

vaareton = Sqrt [nop[tpo]”2 -vraja”2];

Print ["nopeus kaukana on ", vaareton, " kn/s"]
Pl ot [pai k[t], {t, O, max}]

Pl ot [nop[t], {t, 0, max}]

Ceneral ::spelll: Possible spelling error: new
synbol name "max" is similar to existing synbol "Mx".
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raj anopeus = 9.57858 knvs korkeudel | a 2321. 17 km
v_p = 10. 3486 knvs
nopeus kaukana on 3.91712 knvs

5000t
4000 t
3000
2000 ¢

1000 ¢

200 400 600 800 1000
Out[240]= - G aphi cs -

10+

200 400 600 800 1000

Out[241]= - G aphi cs -

m Tehtavia

67. Tutustu rakettiesimerkkiin ja kokeile mita tapahtuu, jos muutat vakioiden, kuten alussa olevan polttoaineen arvoja.

68. Mé&grittel funktio f[x], joka saaarvon 1, kun x<=0 jaarvon 0, kun x>0. Piirré funktion kuvaaja.
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m Switch-lause

Switch[expr, form1, valuel, form2, value2, ...,_,other value]

Switch-lause laskee lausekkeen expr arvon ja vertaa tulosta jokaiseen for mi arvoon. Jos expr=formi niin Switch-
komennon tuloksena saadaan valuei. Kun mikéan arvo ei kdy, niin jatetéddn Switch-lause suorittamatta, tai jos alaviiva
vaihtoehto on lisétty, niin suoritetaan alaviivan jalkeen tulevat késkyt.

Toistorakenteet

Mathematica tuntee For, Do ja While -komennot.
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m For-siimukka

For-komento on muotoa
For[alkuasetukset puolipisteillé erotettuna, ehto, laskuri, komennot puolipisteilla er otettuna].

Alkuasetukset suoritetaan vain kerran, ennen muita toimia. Ehto tarkistetaan joka kierroksella, jajos se on epétosi,
poistutaan silmukasta, muuten jatketaan silmukan suorittamista j érj estyksessa:

ehto
komennot
laskuri,
ehto

jne.

Laskuri ja komento ovat tavallisia M athematica-komentoja. Jos halutaan useampi komento, voidaan ne erottaa puolip-
isteellata kirjoittaa listaksi.

Mathematica tuntee C-kielen tyyliset lyhennysmerkinnét:
Lyhennysmerkinnét

Lyhennys Merkitys

at+=b a=atb

a=b a=ab

al=b a=alb

a*=b a=a*b
++a, at+ a=atl
-3, a- aal

Esimerkki:

In[242]:= For[a=0; i =0, i <N[Pi], i +=N[Pi /5], a+=Sin[i]; Print[a]]
0
0.587785
1.53884
2.4899

3.07768
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m Do -siimukka

Do-komento on muotoa
Do[komennot puolipisteill& erotettuna, laskuri, alkuarvo, loppuarvo, askel].

Jos askel puuttuu kaytetdan oletusarvoa askel=1. Jos seké askel ettéd alkuarvo puuttuvat niin kaytetéddn molemmille
oletusarvoa 1.

Esimerkki:

In[243]:= a=0
Do[a +=Sin[i]; Print[a], {i, O, N[Pi 1, N[Pi /5]}]

Out[243]= 0

0. 587785

=

. 53884
2.4899

3.07768
3.07768

m While-siimukka

While-komento on muotoa
Whileg[ehto, komennot puolipisteilld erotettuna]
Komentojen joukossa téytyy olla lauseke, joka muuttaa ehdon totuusarvoa silmukkaa suoritettaessa.

Esimerkki:
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In[245]:= a=0
i =0
VWil e[i <N[Pi ], i +=N[Pi /5]; a+=Sin[i]; Print [a]]

Out[245]= | 0

Out[246]= | 0

0. 587785
1.53884
2. 4899
3.07768
3.07768

m Nest ja FixedPoint

Liséksi Mathematica osaa Nest ja FixedPoint-toistorakenteet, joihin el tassd sen tarkemmin puututa.

m Tehtavia

69. Kuten melkein sanasta voi paétell§, eivét edelld esitetyt esimerkit tee aivan tdsmélleen samaa asiaa. Mita ne tekevéat
eri tavalla?

70. Tutki, mita eroa on lausekkeillaat+ ja++a?

Vuorovaikutus ohjelman ajon aikana

Usein on tarve pyytaa kayttd 84 syottéamadn esimerkiksi jokin luku. Téaman voi tehda I nput-komennolla

Esimerkiks

In[248]:= | 2 + I nput ["Anna | uku! "]

Out[248]= | 8
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Kuten aikaisemmin oli jo esilld, Mathematicassa voidaan datoja lukea my6s tiedostosta ReadL ist-komennolla.

Komennolla
datat=ReadList[" file" , {Number ,Number}]

luetaan tiedostosta file kahteen sarakkeeseen sijoitettuja lukuja taulukkoon datat.

Tiedostoon kirjoittamista varten taytyy avata kirjoituskanava kaskylla

In[249]:= | kanava = OpenWite["ti edosto", Format Type - Qut put For m]

Out[249]= | Qut put St ream[t i edost o, 18]

Tiedostoon kirjoitetaan kanavan kautta.

In[250]:= X =2

y=4

Wite[kanava, x, " ", y]
Out[250]= | 2
out[251]= | 4

Lopuksi kirjoituskanava suljetaan komennolla Close:

In[253]:= | Cl ose[kanava]

Out[253]= | tiedosto

m Tehtavia

71. Kirjoita Mathematica ohjelma, joka laskee n ensimmaisté Fibonaccin lukua. Fibonaccin luvut saadaan rekursio-
kaavalla

eli jokainen luku on kahden edeltdj dnsa summa. Lukumaara n kysytaan kayttdjata. Lukujen tulostukseen voit kayttda
Print-komentoa.
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m Kertaustehtavia

11. Mééarittele paloittain funktio, joka saa arvon x"2, kun x<3, arvon x+5 kun 3<=x<7 jaarvon 14, kun x>=7. Riirraf:n

kuvagja. Mieti, miten saisit funktiosta jatkuvan.
10

12. Laske summa Z N2 kayttéen Do-ja While-silmukoita.
i=0

13. Laske rekursiokaavan
Yi=3VYi-1t4 Yi-2

Yo=1

y1=9

mukainen y; :n arvo, kun i=7.

I Schrddingerin yhtalo

Atomien ja molekyylien ominaisuuksia voidaan kuvata lineaarisella toisen kertaluvun differentiaaliyhtal 6118, jossaon
ominaisarvo. Y htél6a kutsutaan Schr édingerin yhtaloksi. Se voidaan kirjoittaa seuraavaan muotoon

y'(n- V() y(=ey(r).

Funktio V(r) kuvaa kahden mikromaailman hiukkasen ( atomi, elektroni, protoni jne) vélisté vuorovaikutustajae on
yhtélén ominaisarvo, jonka arvo maéraytyy ratkaisulle y(r) vaadituista rgjaehdoista, kun r »co jaltai r - 0.

Esimerkiksi vetyatomin tapauksessa Schrédingerin yhtél on ratkaisuna saadaan aaltofunktio y(r), jonka nelio kuvaa
el ektronin todenndk6i syys akautumaa protonin ymparistossd, seka ominaisarvo e eli energia, jolla protoni sitoo
elektronin itseensa.

Yhtalon ratkai seminen tapahtuu siten, ettd ensin arvataan ominaisarvo ja sita kéyttéen ratkaistaan differentialiyhtél o
(NDSolve-komento). Jos ratkaisu e toteuta hal uttuja rajaehtoja, niin suoritetaan parempi arvaus ominaisarvolleja
yritetdan uudelleen.
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Mathematica ohjelma vetyatomin perustilalle

Edella kuvattua yksinkertaista periaatetta voidaan kehittda siten ettd numeerinen tarkkuus paranee ja ratkaisusta
saadaan stabiili. Tall6in pisteissdr —»0 jar—oco annettuja alkuarvoja kayttéen lasketut ratkai sut sovitetaan yhteen
pisteessar=ry; Siten, etté seka y(r) etté sen derivaattay'(r) ovat jatkuvia tdssd pisteessd. Koska yhtélo on lineaarinen,
niin ominaisarvon maaradmiseen riittad, etté suhde y'(r)/y(r) on jatkuva kohtauspisteessé r=r; . Lineaarisen differen-
tiaaliyhtd on ratkaisunhan voi vapaasti kertoa vakiolla ja tuloksena saadaan yhtél6lle uusi ratkaisu. Lopuksi ratkaisu
normitetaan siten, ettd | y2(r) dr =1.

Ominaisarvon arvausta parannetaan binaarihaun avulla. Haku toimii silloin, kun on 16ydetty kaksi ominaisarvoa e=el
ja e=e2, jotka antavat eri merkin erotukselle

A= Yo '(rvai )/ Yo (Tvaii )= Yoo '(Fvai ) Yoo (vai )-
Merkinndt yo (rvai) j@ Y (fvai) tarkoittavat origostaja dérettomyydesta |&htevié ratkaisuja.

Schrodingerin yhtal o

In[254]:= Cl ear [e, VY]
yhtalo:=y'"' [r] - (Mcoul [r]-e)y[r] ==

Coulombin potentiaali
In[256]:= Vcoul [r _1:=-2/r + L (L+1)/r"2

Alkuarvoissa asetetaan

- laskentatarkkuutta kuvaava parametri, tark

- piste, josta diff. yht&l6n ratkaiseminen alkaa léhelld origoa, ralku

- piste, johon diff. yht&l6n ratkai seminen péattyy, rvali

- piste, josta diff. yht&l6n ratkai seminen alkaa kohti origoa, rloppu

- ensimmaéinen arvaus ominaisarvolle, e=el, ja sité vastaava A(el)=erol.

- toinen arvaus ominaisarvolle, e=e2, ja Sitd vastaava A(e2)=er 02.

In[257]:= L =0;
tark = 10" (-12) ;
ralku = 10~ (-8) ;

rvali = 1;
rl oppu = 8;
el = -1.1;
e2 = -0.9;

Ceneral ::spelll: Possible spelling error: new synbol
name "rloppu” is simlar to existing synbol "tloppu".
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Ratkai sufunktion asymptoottinen kéyttaytyminen alkupisteessa y(r->0)=cl1 * r jaloppupisteessa y(r->c0) =2 *

e V~¢", Lasketaan my0s funktion derivaatat alku- jaloppupisteissa.

In[264]:= Cl ear [r, e, yal, dyal, ylo, dyl o]
cl =1

c2 =10~-4

yal [r_]1 = clxr

dyal [r_] =Dryal [r], r];

ylo[r 1 = c2xE” (-Sqrt [-e] =r)
dylof[r_]1=Drylol[r], rl;

Ceneral ::spelll: Possible spelling error: new
synmbol nane "dyal" is sinmilar to existing symbol "yal"

Ceneral ::spelll: Possible spelling error: new
synmbol name "dylo" is simlar to existing synbol "ylo".

Out[265]= | 1

om[zse]:‘ 16000
Out[267]=| r

e -er

Out[269]= <0000
Lasketaan logaritmisten derivaattojen erotus, erol, sovituspisteesss, rvali, sen jalkeen arvataan uusi ominaisarvo, €2,
ja lasketaan sitd vastaava logaritmisten derivaattojen erotus, ero2. Mikali erol ja ero2 ovat erimerkkiset, niin oikean
ominaisarvon taytyy ollavdilla el < e < €2. Parannetaan arvausta puolittamalla vali jokaisella kierroksella ja huolehti-
malla sitd, ettéd erol jaero2 ovat aina erimerkkiset.

m Alkuarvojen etsinta ominaisarvolle (el ja €2)

In[271]:= Clear [y, rl]
e=e2
rata = NDSol ve[{yhtal o, y[ral ku] ==yal [ral ku], y' [ral ku] ==dyal [ral ku]},
y[rl, {r, ralku, rvali}, AccuracyGoal - 15]

out[272]= | -0.9

Ceneral ::spell : Possible spelling error: new synbol
name "rata" is simlar to existing synbols {rat, ratk}.

Out[273]= | {{y[r] > InterpolatingFunction[{{1. x10°8, 1.1}}, <>][r]}}
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In[274]:= kuvaal ku =Pl ot [y[r] /. rata, {r, ralku, rvali}, PlotRange -> All ]

0.35¢
0.3}
0.25¢
0.2¢
0.15¢
0.1¢

0.05¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Out[274]= - G aphi cs -

In[275]:= C ear [al k]
al k[r_1 =y[r] /. rata[[1]]

| ogal kK[r_] = Dlal k[r], r]/alk[r]

I nterpol ati ngFunction[{{1. x108, 1.1}, <>][r]

outf277}= I nterpol ati ngFunction[{{1. x10-8, 1.}}, <>][r]

In[278]:= Cl ear [l op]
ratl =
NDSol ve[{yhtal o, y[rloppu] ==yl o[rl oppul, y' [rloppu] ==dyl o[rl| oppul},

Out[276]= | I nterpol ati ngFunction[{{1. x10°®, 1.}}, <>][r]
| y[ri1, {r, rloppu, rvali}, AccuracyGoal - 15]

General ::spell : Possible spelling error: new synbol
nane "ratl" is simlar to existing synmbols {rat, rata, ratk}.

Out[279]= {{y[r] > Interpol ati ngFunction[{{1., 8.}}, <>][r1}}
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In[280]:=

Out[280]=

In[281]:=

Out[282]=

In[283]:=

out[281]= |

Out[283]=

kuval oppu =Pl ot [y[r] /. ratl, {r, rvali, rloppu}, Pl otRange -> Al |l ]

4x10°%}

3x107 8¢

2x10° %t

1x107 8}

- G aphi cs -

lop[r_1=yI[r] /. ratl [[1]]
| oglop[r_1= D[lop[r], r]1/lop[r]

I nt erpol ati ngFunction[{{1., 8.1}, <>]1[r]

I nterpol ati ngFunction[{{1., 8.}}, <>][r]
I nt erpol ati ngFunction[{{1., 8.}}, <>][r]

ero = logal k[rvali]-loglop[rvali ]

-0.197542
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In[284]:= Show[kuvaal ku, kuval oppu]

0.35¢
0.3}
0.25¢
0.2¢
0.15¢
0.1¢

0.05

Out[284]= - G aphi cs -

Logaritmisten derivaattojen erotus arvoilla el (erol) jae2 (ero2)

In[285]:= erol = 0.174;
ero2 = -0.197;
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m Varsinainen iterointi

In[287]:=
Wi | e[Abs [el -e2] > tark,
e = (el+e2) /2

(» al kuosa =*)
rata =

y[r], {r, ralku, rvali}, AccuracyCGoal -» 15];
al kufr_1] =yl[r] /. rata[[1]];
| ogal k[r_1 = D[al ku[r], r]/al ku[r];
(» | oppuosa =*)
ratl = NDSol ve [

1
1(* Wil e-sil nukka | oppuu =)

Print ["omi nai sarvo = ", e]
Print [l ogaritm sten derivaattojen erotus = ", ero]
Ceneral ::spell : Possible spelling error: new synbol

name "al ku" is simlar to existing synbols {alk, ralku}.

Ceneral ::spell : Possible spelling error: new synbol

name "loppu” is simlar to existing synbols {rloppu, tloppu}.

onmi nai sarvo = -0.999997
| ogaritm sten derivaattojen erotus = -3.65146 x10713

Sovitetaan ratkaisut yhteen ja normitetaan. Naméa ehdot madradvét vakiot ¢l ja c2.

In[290]:= (* rat kai suj en sovittam nen yht een *)
c2 = alkufrvali]/loppufrvali J;
(* rat kai sun nornittam nen *)

norm= Nintegrate[ (al ku[r])”~2, {r, ralku, rvali}] +
c2”"2Nintegrate[ (l oppuf[r])”~2, {r, rvali, rloppu}]

Out[291]= 0. 24999

NDSol ve [{yhtal o, y[ral ku] ==yal [ral ku], y' [ral ku] =dyal [ral ku]l},

{yht al o, y[rl oppul ==yl o[rl oppul, y' [rl oppu] ==dyl o[rl| oppul},
y[r1, {r, rloppu, rvali}, AccuracyGoal - 15];
lloppu[r_1 =y[r]/. ratl[[1]];
loglop[r_1 = D[loppu[r], r]/loppulrl;
(» al ku- ja | oppuosan sopi vuus yhteen x)
ero = |l ogal k[rvali]-1loglop[rvaliJ;
If [eroerol >= 0,
el = e;
erol = ero,
e2 = e;
ero2 = ero;
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In[292]:= (* kuvaaj at : *)
(* Todennakoi syyst i heydet *)
kuvaal ku =Pl ot [(al ku[r])~2/norm {r, ralku, rvali}, PlotRange -> All ]

0.5}

0.4:

0.3}

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Out[292]= - G aphics -

In[293]:= kuval oppu =
Plot [(c2loppu[r])”*2/ norm {r, rvali, rloppu}, PlotRange -> All ]

2 3 4 5 6 7 8

Out[293]= - G aphics -



In[294]:= Show[kuvaal ku, kuval oppu, Pl ot Range -> Al | ]

0.5+

0.4:

0.3

0.2

0.1

Out[294]= - G aphi cs -

Lasketaan varsinaiset aaltofunktiot, y(r)/r.

In[295]:= kuva3 =
Plot [(al ku[r]/r) /Sqgrt [norm], {r, ral ku, rvali}, PlotRange -> All ];
kuvad4 =Pl ot [(c2l oppu[r] /r) /Sqrt [norm],
{r, rvali, rloppu}, PlotRange-» Al ];
Show[kuva3, kuva4, Pl ot Range -> Al | ]

1.8¢
1.6}
1.4

1.2+

0.2 0.4 0.6 .8 1
0.8}
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out[297]=

- G aphi cs -

m Tarkkaratkaisu

Lasketaan myos Schrodingerin yhtél 6n tarkka ratkaisu Coulombin potentiaalille (-2/r), kun tiedetdan, ettéd ominaisarvot
ovat muotoa e=1/(k+L+1)"2, missa ns paakvanttiluku k saaarvot 0, 1, 2 .... Tuloksena saadaan hypergeometrisia
funktioita, jotka ovat Laguerren polynomeja.

In[298]:=

Out[301]=

Clear [y, e, n, tarkka, L, k]
e=-1/1+k+L)"2;

rat = DSol ve[yhtalo, y[r], r] 7/ Sinplify;
tarkka[k , L_] =PowerExpand[rat] // Sinplify

2r ]+

{{yIr1 S e TeT it (C[l] Hyper geonetricU[-k, 2+2L, ——

C[2] LaguerreL[k, 1+2L, 1+2k7r+|_])}}

Valitaan kvanttiluvut k ja L, normitetaan ratkaisu ja piirretéén kuvaaja.
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In[302]:=

Out[305]=

In[306]:= |
Out[306]= |

In[307]:=

Out[307]=

In[308]:=

out[308]=

0;
1

k
L=1;
fun=y[r] /. (tarkkafk, L] /. C[2] - 0);
fu=fun[[1]]

e—r/ZrZC[l]
normark =Integrate[fu~r2, {r, 0, Infinity}]
24 C[1]?

aalto[r_]1=fu/ (Sqrt [norntark] =r) // Power Expand

e’ /2y

2.6
Pl ot [aal to[r], {r, O, 8}, PlotRange » Al |l ]

0.14:

0.12;

0.08}
0.06 ¢
0. 04
0.02}

- G aphi cs -

m Tehtavia

72. Yrita |0ytéd vetyatomin 1. viritystilan energia ja maarittaa sita vastaava aaltofunktio.
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I Vektoreita ja matriiseja

Peruskomentoja

Mathematicassa vektorit ovat listoja. Esimerkiksi vektori a=(x,y,z) esitetdan listana a={x,y,z}}. Matriisit vuorostaan
ovat listoja, joiden akioinaon listoja.

_(a b
m= ( cd )
annetaan Mathematicalle muodossa m={{a,b} ,{c,d}}.
Téarkeimmét vektoreiden ja matriisien laskutoi mitukset:

Vektorin p kertominen skalaarillaa: p a

Skalaarivakion a liséaminen kaikkiin vektorin p komponentteihin: a + p

Piste- eli sisétulo: a.b
Matriisin m javektorin a tulo: m.a
Kahden matriisin tulo: ml.m2
Transponoitu matriisi: Transpose[m]
Ké&énteismatriisi: Inverse[m]
Determinantti: Det[m]
Ominaisarvot: Eigenvaluesim]
Ominai svektorit: Eigenvectorgm]

Matriisiyhtédlon m x = a ratkaiseminen x:n suhteen: Linear Solve[m,a]

Mathematica osaa ndyttda matriisit selkedmmassa muodossa MatrixForm-komennon avulla. Tdman komennon voi
kirjoittaa myds varsinaisen laskukomennon per&éan. Esimerkin matriisi m on méaritelty kuten tehtévissa.

In[309]:=| m= {{1, 2}, {3, 4}}

Out[309]=| ({1, 2}, (3, 4}}
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In[310]:= | I nverse[m] // MatrixForm

Out[310]//MatrixForm=

-2 1
3 -1
2 2

m Tehtavia

74. M &rittele matriisi
(s 4
m=
34
ja laske sen kaéanteismatriisi, ominaisarvot, ominaisvektorit, transponoitu matriisi ja determinantti.
75. Esité edellisen tehtévén tulokset matriisimuodossa.
76. M &rittele vektori a=(4,5) jaratkaise x yhtél 6std mx=a.
77. Kokeile auttaako MatrixForm esittémaan vektoreita selkedmmass muodossa.

78. Méarittele jokin 3x3-matriisi jatutki, onko silla kéénteismatriisia. Jos on,niin laske se ja totea tuloksen oikeellisuus
kertomalla matriis kéénteismatriisillaan.

Schroédingerin yhtalon ratkaiseminen matriisimuodosta

Esimerkkina ratkai staan Schrodingerin yhtalo
y'(r) -V(r) y(r) = e y(r)

matriisimuodossa. Sité varten kirjoitetaan toinen derivaatta ns. kolmen pisteen kaavan avulla,
y'(r) > < (y(r-h) - 2y() + y(r+h) )

Piste r on matriisin diagonalielementti ja pisteet r-h jar+h vasemman ja oikeanpuol eisia sivudiagonaal gja.

Alkuarvoiks tarvitaan

- pisteiden vali, h

- alkupiste differentiaaliyhtél on ratkaisemiselle, alku

- loppupiste differentiaaliyhtél on ratkaisemiselle, loppu

- pisteiden lukuméaara, nn

In[311]:= h = 0.05;
al ku = 0;
| oppu = 8;
nn: = (l oppu-al ku) /h+1;
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Potentialiksi valitaan talla kertaa harmoonisen vérahtelijan potentiaali, V() = r?.

In[315]:= Clear [x, r, v, i, j, d]
v:=Table[r”~2, {r, al ku, | oppu, h}];

Muodostetaan kerroinmatriisi toisen derivaatan ja potentiaalitermin laskemiseksi.
In[317]:= d:=-1/h"2
mat = Tabl e[Switch[i -j, -1, d, O, V[[i]]- 2d, 1, d, _, O]

, {i, nn}, {j, nn}];

Lasketaan ominaisarvot ja ominaisvektorit. Ratkai suna saadut ominaisarvot on j&rjestetty siten, etté alin ominaisarvo
on viimeinen jaylin enssimmainen. Vastaavat ominaisvektorit ovat samassa jarj estyksessa.

In[319]:= | ei gen = Ei genval ues [mat ];
ei gvec = Ei genvect ors[mat 1;

Lasketaan perdkkaisten ominaisarvojen erotus. Jos tulokset ovat tarkkoja, niin erotuksien pitéisi olla yhtésuuria.

In[321]:= erotus[i _]:=eigen[[i]]-eigen[[i -1]]
Li stPl ot [Tabl e[{i, erotus[i]}, {i, nn, nn-5, -1}], Pl otJoi ned - Fal se]

-3.9425¢
-3.945¢
-3. 9475}

157 158 159 160 161
-3.9525¢ ’
-3.955¢

-3.9575¢

Out[322]= - G aphi cs -

Tulostetaan muutama viimeinen ominaisvektori siten, etté interpol oidaan polynomi laskettujen pisteiden kautta.
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In[323]:= norm = Nl ntegrate[Eval uate[
Tabl e[I nterpol ation[-eigvec[[nn-i]]1][(x-alku) /h+17, {i, 0, 0}1~2],
{x, al ku, | oppu}]

General ::spelll : Possible spelling error: new
synbol name "normi" is simlar to existing synbol "norni.

Out[323]= {0. 0499954}
In[324]:= kuval =

Pl ot [Eval uat e[Tabl e[l nterpol ati on[-eigvec[[nn-i]]]l[(x-alku) /h+117/
(Sgrt [norm 1), {i, 0, 0}11, {x, alku, 4}, Pl ot Range -» Al | ]

Out[324]= - G aphics -

m Tarkkaratkaisu

Schrddingerin yhtélon tarkka ratkaisu harmooniselle oskillaattorille (r2).
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In[325]:=

out[327]=

Out[328]=

Out[326]= |

Cl ear [n, L, harnmosk, k]

e=2(2xk+L) +3

harmosk[k , L 1=u""[r]+(e-r*2-Lx(L+1)/r"2)ufr] ==
rat har [k_, L_] =DSol ve[harnosk [k, L], u[r], r]

3+2 (2k +1L)
(3+2 (2k+L)—L(]r'72+L)—r2)u[r]+U”[r] —= [
DSoIve[(3+2(2k+L)—L<lriz+L)—r2)u[r]+u”[r] ==0, ufr], r]
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In[329]:=

out[330]=

Out[331]=

Out[332]=

out[333]=

Out[334]=

Out[335]=

Out[336]=

Cl ear [aahar ]

k=0
L=0
rat =rathar [k, L] /. C[2] >0 //Sinplify

aah =uf[r] /. rat [[1]]

no =Integratefaah”2, {r, O, Infinity}]

aal har [r _] =aah/ (Sgrt [no]) // Power Expand

kuva2 = Pl ot [aal har [r], {r, O, 4}, Pl ot Range -» Al | ]

0

{{u[r] e2@'£22_ r C[l]}}

)
2e 2 r C[1]

\n C[1]?

General ::spelll1 : Possible spelling error: new synbol

nanme "aal har" is simlar to existing synbol "aahar™

(2
2eZr
7173

0.8}

0.6+

0.4

0.2

- G aphi cs -
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In[337]:=

Out[337]=

Show[kuval, kuva2?]

0.8}

0.6+

0.4+

0.2

- G aphi cs -



