Harjoitus 2 -- Ratkaisut

1 Listat

= a Table-komento
Huom. (*-merkki aloittaa kommentin ja*)-merkki paattaa sen.

in[25]:= Tabl e[xz, {x, 1 (*1. x:n arvox), 100 (xviineinen x:n arvox), 1 (xaskel pituus*))]

oufesl= {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361,
400, 441, 484, 529, 576, 625, 676, 729, 784, 841, 900, 961, 1024, 1089, 1156, 1225,
1296, 1369, 1444, 1521, 1600, 1681, 1764, 1849, 1936, 2025, 2116, 2209, 2304,
2401, 2500, 2601, 2704, 2809, 2916, 3025, 3136, 3249, 3364, 3481, 3600, 3721,
3844, 3969, 4096, 4225, 4356, 4489, 4624, 4761, 4900, 5041, 5184, 5329, 5476,
5625, 5776, 5929, 6084, 6241, 6400, 6561, 6724, 6889, 7056, 7225, 7396, 7569,
7744, 7921, 8100, 8281, 8464, 8649, 8836, 9025, 9216, 9409, 9604, 9801, 10000}

tai lyhyemmin (oletusarvoisesti ensimméinen arvo ja askelpituus ovat 1):

In[26]:= Tabl e[xz, {X, 100}]

ouf2e)= {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361,
400, 441, 484, 529, 576, 625, 676, 729, 784, 841, 900, 961, 1024, 1089, 1156, 1225,
1296, 1369, 1444, 1521, 1600, 1681, 1764, 1849, 1936, 2025, 2116, 2209, 2304,
2401, 2500, 2601, 2704, 2809, 2916, 3025, 3136, 3249, 3364, 3481, 3600, 3721,
3844, 3969, 4096, 4225, 4356, 4489, 4624, 4761, 4900, 5041, 5184, 5329, 5476,
5625, 5776, 5929, 6084, 6241, 6400, 6561, 6724, 6889, 7056, 7225, 7396, 7569,
7744, 7921, 8100, 8281, 8464, 8649, 8836, 9025, 9216, 9409, 9604, 9801, 10000}

Summa lasketaan Sum-funktiolla, Length antaa listan alkioiden lukumé&aran.

in271:= Sum[%[[i 11, {i, Length[%]}]

out27]= 338 350

Toinen, kéteva tapa laskea taulukon alkioiden summa on Total-funktiolla, argumentiksi annetaan summattava lista.

inf28:= Total [%%]

out28]= 338 350

m b Pistetulo
Vektoreitaja matriiseja kuvataan Mathematicassa listoilla:

npol= a = {2, -3}; b={-1, 1};

Vektorien vélinen kulma on cosa = % Pistetulo lasketaan Dot-funktiolla (tai kirjoittamalla piste vektorien véliin) ja
a|

vektorin pituus Norm-funktiolla. a-kirjain kirjoitetaan esc-a-esc.
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a.b
] 77N
Nor m[a] Nor m[b]

in[30):= a = ArcCos [
out[30]= 2. 9442

Y o. kulmaon radiaangja. Sama asteina on

in[31):= o / Degree

out31)= 168. 69

m C Ristitulo
Kahden vektorin ristitulo on kohtisuorassa kumpaakin vektoria vastaan, ts. kohtisuorassa niiden maéraméaa tasoa vastaan.
Huom. ristitulo on mé&éritelty vaan kolmiulotteisille vektoreille. Ristitulovektorista saa yksikkdvektorin jakamalla pituudella.

n@2= a={2, -1, 3}; b={0, -1, -1};
n=Cross[a, bl;
n=n/Norm[n]

ot
V& V6

out[34]= {

J

m d Matriisit

Matriisi mééritelld8n Mathematicassa listana, jonka akiot ovat listoja. N&ma osalistat vastaavat matriisin vaakariveja.
Eigenvectors-komento antaa listan, jonka alkiot ovat matriisin ominaisvektoreita.

nEsi= M= {{2, -1}, {3, 11},
m =lnverse[m];
evec = Ei genvectors[m];
eval = Ei genval ues[m];
x1 =evec[[1]];
X2 =evec[[2]];
Al =eval [[1]17;
A2 =eval [[2]];

Print["M =", MatrixForm[m]]
Print ["det M =", Det [m]]
Print ["Mn kaanteismatriisi: M' =", MatrixForm[ni] ]
Print ["Mn ominaisvektorit: X; =", MatrixForm[x1], " ja X, = ", MatrixForm[x2]]
Print ["Mn ominaisarvot: 2 =", A1, " ja X =", A2]
2 -1
M =
51 ]
det M=5
1 1
Mn kaantei smatriisi: M! = [53 2
"5 &

M n omi nai svektorit: X; =

1
M n omi nai sarvot: A = 5

3+jm/H) ja 2 = %(3-1'1\/?)

10
Tarkistetaan tulokset. Nyt taytyisiollaM M1 =M"1M =1 = (O 1),jaM Xi=4X,i=12
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in48l:= mm // MatrixForm
m.m// Matri xForm
m x1

// MatrixForm

m x2 _
// Matri xForm

Out[48]//MatrixForm=
(1 X ]
01

Out[49]//MatrixForm=

o 1)

Out[50]//MatrixForm=
2 (-142 (i+1 (3+1‘1 m)))

3 6
3+i/11
2 (1+3 (%% (3”1 m)))
3+iV11

Out[51]//MatrixForm=

2 <71+2 (%% (371'1 m)))
3-iV11

2 (143 (’,%% (3-i m)))
3-iv11

Nyt ominaisvektorit on vain esitetty eri muodossa. FullSimplify paljastaa yhtasuuruuden (Voit kokeilla myds Simplify-
funktiota. Se el osaa sieventéd kompleksilukuja):

. . . . . ) . m x1
in[s2):= Print [Matrl xForm[Ful | Sinplify[x1]], " =", Matri xForm[FuI I Simplify [T”]

m X2
Print [MatrixForm[FuIISi mplify[x2]171, " MatrixForm[FuIISi r'rplify[—z]”
A

(%(ujm) _{f(lﬂim)J
(%(1@/?) ) f(llm)J

m e Indeksointi

Muuttujien indeksdinti on kéteva tapa kasitella useampaa kuin yhté muuttujaa jonkin kollektiivisen nimen ja numeron avulla.
Tama eroaa listoista siind mielesss, ettd "listan" kokoa el tarvitse méaritellé -- indeksointi vastaa ik&én kuin tietokannan
luomista. Huom. seuraava komento asettaa A:n arvoksi MatrixForm-muodossa olevan olion. Sen jdlkeen A:ta kasiteltdessa
olisi ainakirjoitettava A[[1]] jos haluttaisiin viitata koko listaan. Full Form-komento néytt&& kaikki olion rakenneosat (sité ei
yleensa tarvitse missadan). Esim. aaltosulkeilla muodostettu lista on Mathematican sisdlla muodossaList[...].

ins41:= A = Tabl e[Random[], {33}, {3}] // MatrixForm

Out[54]//MatrixForm=

0.428526 0.570961 0.0360724
0.487975 0.438475 0.0655944
0.0217754 0.339788 0.460727
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inss):= Ful | For m[A]
2 A (xMathematica ei osaa | askea kertol askuax)
A[I1]1]
Out[55]//FullForm=
Mat ri xFor m[Li st [Li st [0.42852603312090737", 0.5709613052464932", 0. 03607243276687788" ],
Li st [0. 4879748258764512", 0.438474655439727", 0.06559436150354325" ],
Li st [0. 021775425522507746" , 0. 3397883005952657", 0.4607272621455252" 11]

0.428526 0.570961 0.0360724
outsel= 2 | 0.487975  0.438475 0.0655944
0. 0217754 0.339788 0.460727

out571= {{0. 428526, 0.570961, 0.0360724},
{0. 487975, 0.438475, 0.0655944}, {0.0217754, 0.339788, 0.460727}}

Kannattaa siis erottaa M atrixForm-komento matriisin luomiskéskysta

insel:= A = Tabl e[Random[], {3}, {3}1;
Mat ri xFor m[A]
Out[59]//MatrixForm=
0. 736094 0.00476315 0.531299
0.208767 0.543359 0. 542352
0. 402756 0.822252 0.917013

Eigenvectors-funktio antaa taulukon, jonka alkiot ovat matriisin ominaisvektorit. Huomaa pistetuloista, etté Eigenvectors-
komento automaattisesti normittaa ominaisvektorit (pituus on 1).

In[60]:= & =.
evec = Ei genvectors [A];
a[l] =evec[[1]];
a[2] =evec[[2]];

a[3] =evec[[3]];
Tabl e[a[i].a[j], {i, 3}, {j, 3}] 7/ MatrixForm
Out[65]//MatrixForm=
1. 0.0127302 -0.0673906
0.0127302 1. 0. 547909
-0.0673906 0.547909 1.

Indeksdinnin etuja on se, ettd ominaisvektorit voidaan merkité vaikka ominaisarvojen avulla. Toisaalta tdmé merkinté saattaa
vaikeuttaa niihin viittaamista, ja ominaisvektorien ol etusarvoinen jarjestys on melko hyva (suurinta ominaisarvoa vastaava
vektori on ensimmaéinen ja pienintd vastaava viimeinen). Toisadta taas, jos ominaisarvoja on paljon (suuri matriisi) ja
halutaan jotain tiettyd ominaisarvoa vastaava ominaisvektori, niin tall& merkinnélla on etunsa.

In[e6l:= ?a
d obal "a
a[l] = {-0.448639, -0.460827, -0.765743}

a[2] = {-0.897452, 0.280793, 0.340198}

a[3] = {-0.507736, -0.511446, 0.693273}

Seuraavassa Do[lauseke{i,imax}] suorittaa lausekkeen, joka riippuu i:std, imax kertaa. Liséé tésté seuraavissa harjoituksissa.
Huom. indeksditya muuttujaa ei saa tyhjennettya komennollaa=., vaan tarvitaan Remove-kasky.

n671:= Renmove[a];
eval = Ei genval ues [A];
Dof[af[eval [[i1]] =evec[[i]l], {i, 3}]



n[7o)= ?a
A obal "a
a[0.0154468] = {-0.507736, -0.511446, 0.693273}

a[0.533204] = {-0.897452, 0.280793, 0.340198}

a[l.64782] = {-0.448639, -0.460827, -0.765743}

Indeksdintia tullaan kayttéméan myohemmin lisaa.
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2 Kuvaajien piirtaminen

m a) Perus-plottaus

n71:= Plot [{Sin[x], Cos[2Xx]}, {X, O, 2x}]

1.0

out[71]= A N S VI VI R R

m b) Pisteiden plottaus
Prime[n] antaa n:nnen alkuluvun (ts. Prime[1]=2, Prime[2]=3, jne)

inj72= al kul uvut = Table[{n, Prime[n]}, {n, 20}]
Li st Pl ot [%]

ou721= {{1, 2}, {2, 3}, {3, 5}, {4, 7}, {5, 11}, {6, 13},
{7, 17}, {8, 19}, {9, 23}, {10, 29}, {11, 313}, {12, 37}, {13, 41},
{14, 43}, {15, 47}, {16, 53}, {17, 59}, {18, 61}, {19, 67}, {20, 71}}

70F °

40F y
out[73]= b
30 .« °

10F .
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¢ Parametrinen kayra

ParametricPlot-funktio sotkee jostain syysta kuvan mittasuhteet. Mittasuhteita voi séétda asetuksella AspectRatio. GoldenRa-
tio on matemaettinen vakio, "kultaisen leikkauksen" suhdel uku.

nrap= X[E_T:i=t3+t -1, y[t_1:=Sin[1/(t*+1)];
ParanetricPlot [{x[t], y[t1}, {t, -2, 2}, AspectRatio - 1/ Gol denRati o]

Out[75]=

m d

Manipulate-komennolla mita tahansa lausekkeita voidaan kétevasti muokata jonkin parametrin suhteen -- erinomainen

tydkalu havainnollistamiseen. Syntaksi on Manipulate]lauseke,{ p,pmin,pmax}], missa lauseke riippuu parametrista p. Plot-
komennon asetus PlotRange mééraa y-akselin rajat.

In[76]:= A =.; X =.;

) Sin[ax]
Mani pul ate[PI ot [— {X, -2, 2}, PlotRange » {-2, 10}], {a, 1, 10}]
X

a iy

out[77]=

Manipulate toimii minké tahansa lausekkeiden kanssa. Esim.



in[7e:= Mani pul ate[x, {x, 0, 10}]

out[78]=

M
U

Xi
in[79):= Mani pul ate[Sum[i—', {i, 0, n}], {n, O, 10}]

out[79]=

x2

T+X+ —t —+ — + —— + ——

¥
120

2

x3 x4
6 24

X3

=

x6 x7 x8 x?

x 10

+ + + +
720 5040 40320 362880 3628800

My®6s useamman parametrin suhteen voidaan manipul oida.
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ingol:= Mani pul ate [Pl ot 3D[Sin[ax] Cos[by], {X, - =}, {y, -xm x}], {a, 0.5, 2}, {b, 0.5, 2}]

out[80]=

o

()
[+

+
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ngsi= 1 =.; n=.;
Mani pul ate[Li stPlot [Table[{i, Prime[i]}, {i, 1, n}1], {n, 1, 100}]

n
n U

350F .
3oof—
0. .
Out[86]= 200; °

150

501

3 Tiedostonkasittely

Tiedostoja luotaessa on hyva tietéd, mihin ne luodaan. Directory[] antaa senhetkisen tydhakemiston. Jos haluat muuttaa
oletusarvoa, kayta SetDirectory["hakemistopolku'"]-funktiota.

ing71:= Directory[]

outg7]= C: \ Docunments and Settings\mattas\ My Documents

Jos tiedostoon kirjoitetaan >>-komennolla, taulukot kirjoittuvat aaltosulkeineen péaivineen, ts. tiedostoon tulee Mathematica-
koodia. Tiedostoa, johon kirjoitetaan, ei tarvitse erikseen luoda.

infgs:= al kul uvut >> harj 2t 3a. m

Tiedoston sisdltdma Mathematica-koodi gjetaan <<-komennolla. Tiedoston viimeisen késkyn tulos tulostetaan naytdlle, ja
sen voi vaikka sijoittaa muuttujaan. Tdmé mahdollistaa funktioiden kirjoittamisen tiedostoon.

in[gol:= al kul uvut
al kul uvut = << harj2t3a. m

oufool= {{1, 2}, {2, 3}, {3, 5}, {4, 7}, {5, 11}, {6, 13},
{7, 17}, {8, 193}, {9, 23}, {10, 29}, {11, 31}, {12, 37}, {13, 413},
{14, 433}, {15, 47}, {16, 53}, {17, 59}, {18, 61}, {19, 67}, {20, 71}}

Komennolla <<< lisdtdan jo olemassa olevan tiedoston loppuun (<< tyhjentéisi tiedoston).

ino1:= al kuluvut2 = Table[{n, Prinme[n]}, {n, 21, 40}];
al kul uvut 2 >>> harj 2t3a. m

Nyt jos yllaluodun tiedoston sisélto ajetaan Mathematicassa, se tulostaa vain viimeksi lisétyn taulukon sisallon.

in[e3:= << harj 2t 3a. m

ouez- ({21, 73}, {22, 79}, {23, 83}, {24, 89}, {25, 97}, {26, 101},
(27, 103}, (28, 107}, {29, 109}, {30, 113}, (31, 127}, (32, 131}, {33, 137},
(34, 139}, (35, 149}, (36, 151}, {37, 157}, (38, 163}, (39, 167}, {40, 173})
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Jos taulukko halutaan kirjoittaa tiedostoon néttiin taulukkomuotoon, voidaan kéyttda esim. Export-funktiota (argumentti
"Table" kertoo, etta taulukko kirjoitetaan tiedostoon kaksi sarakkei sessa muodossa:

infe4:= Export ["harj 2t 3a.txt", al kul uvut, "Tabl e"]

outjo4]= harj 2t 3a. t xt

T&lldin tosin tiedoston loppuun lisd8minen e onnistu. Listat voi vaikka yhdistéa ennen tiedostoon kirjoittamista, Join-
funktiolla:

injes]:= Joi n[al kul uvut, al kul uvut 2]

ouos= {{1, 2}, {2, 3}, {3, 5}, {4, 7}, {5, 11}, {6, 13}, {7, 17}, {8, 19}, {9, 23}, {10, 29},
(11, 313, (12, 373}, {13, 41}, {14, 43}, (15, 47}, {16, 53}, {17, 59}, {18, 61},
(19, 673, (20, 71}, {21, 73}, {22, 79}, {23, 83}, (24, 89}, {25, 97}, {26, 101}
(27, 103}, {28, 107}, (29, 109}, {30, 113}, {31, 127}, (32, 131}, {33, 137}
(34, 139}, (35, 149}, (36, 151}, {37, 157}, {38, 163}, {39, 167}, {40, 173}}

6= Export ["harj2t3a.txt", %, "Table"]

outos]= harj 2t 3a. t xt

Kahteen sarakkeeseen kirjoitettuja taulukoita luetaan tiedostoista Import-komennolla. Se siis lukee raakaa dataa ja muuttaa
sen Mathemati cassa kaytettévaan muotoon.

inje7:= | mport [“harj 2t3a.txt", "Tabl e"]

ourer= ({1, 23}, {2, 3}, (3, 5}, {4, 7}, {5, 11}, {6, 13}, {7, 17}, {8, 19}, {9, 23}, ({10, 29},
(11, 31}, (12, 37}, {13, 41}, (14, 43}, (15, 47}, (16, 53}, (17, 59}, (18, 61},
(19, 67}, {20, 71}, {21, 73}, {22, 79}, {23, 83}, {24, 89}, {25, 97}, {26, 101},
(27, 103}, (28, 107}, {29, 109}, {30, 113}, (31, 127}, (32, 131}, {33, 137},
(34, 139}, (35, 149}, (36, 151}, {37, 157}, (38, 163}, (39, 167}, {40, 173})

m Db

Tama tehtéval varten ladataan Units-paketista yksikdiden méérittelyt. Kun ndma késkyt kirjoitetaan erilliseen tiedostoon (ks.
harj2t3b.m), yléindeksgja sun muitaei voi kayttaa.

infegl:= << Units’
Nopeusfunktiossat on aika sekunteina, joten ainakunt esiintyy kaavassa, lisétéan perdén yksikkod Second.

o= a =0.1Second™; b=10"*Second™?; t =.;
1, Meter
vi[t_1:=42, -1, — ;
{ 2} Second
bt? Secondz} Meter
2 Second '

V2[t_]:= {2 at Second, -1,

Kappaleen paikka gan funktiona on r(t) = 1(0) + fOtV(t')dt', tai vakionopeuden tapauksessa r(t) = r(0) + vt. Integraali
lasketaan Mathematicassa komennolla Integrate[f,{ x,xmin,xmax}], missé f on jokin x:n funktio, ja integroimisragjat ovat
xmin:sté xmax:iin. Mé&érittelen seuraavassa kappaleen paikan t:n funktioksi, joten integroimismuuttujalle on annettava jokin
toinen nimi, esim. 'ti'".

in[1o6):= r0 = {-6, 0, 2} Meter;
rift _1:=r0+v1[t] =t Second
r2ft _1:=rO0+Integrate[v2[ti], {ti, O, t}] Second

Funktioidenrl jar2 lausekkeilla pitdisi ollayksikkond Meter.
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inf1101:= r1[t]
r2[t]

Meter t
Oout[110}= {—6 Meter + 2 Meter t, —Metert, 2 Meter + —

J

Meter t3

outi11)= {—6 Meter +0.1Meter t2, —Metert, 2 Meter + W}

Integroimis- ja piirtdmisrajojen (PlotRange) hakeminen tapahtuu yrityksen ja erehdyksen kautta. Ei téasté lentoradasta kovin
hienoa kuvaa saa. Huom. r[t]:11& on yksikkd Meter. Piirtofunktio el osaa késitella sitd, joten se pitéé jakaa pois.

in[i0s):= ParametricPl ot3D[r1[t] / Meter, {t, 0, 20}, Pl otRange » {{-20, 20}, {-20, 20}, {-20, 20}}]

Out[105]=
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n[112= ParametricPl ot3D[r2[t] /Meter, {t, O, 20}, Pl otRange » {{-20, 20}, {-20, 20}, {-20, 20}}]

out[112]=

Samat kaskyt, ei-vakioisen nopeuden tapauksessa, on kirjoitettu tiedostoon harj2t3b.m. Tallenna se Directory[]-funktion
ndyttémaén hakemistoon ja aja se.

in[113]:= << harj 2t 3b. m

out[113]=
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m C)

K&ytetdén taas indeksdityja muuttujia.

In[114]:= a =.
A={{2, 2, -1}, {-1, -1, 13}, (O, 1, 2}};
Do[a[i ] = Ei genvectors[AI[[i 1], {i, 3}]

Seuraavassa r:n on oltava vektori (ts. jokin olio, jolle pistetulo &i]:n kanssa on méaritelty).

aril.r)?
— !

nf117= f[r_1:= Sum[ i, 3}]

mpsi= f {1, 2, -1}]
out[118]= ; (ﬁ+2 (—lf\/?))2+; (f\/27+2 (—l+ﬁ))2
Voitaisiin my&s mééritella

@i 1. {x, y, zH?
. ,

n19= 9[X_, y_, z_]:= Sum[ {, 3)]

npz0)= 91, 2, -1]

out[120]= % (\/2_+2 (,1,\/2_))2+; (f\/2—+2 (—l+\/2—))2

Huomaa ero funktioiden f ja g kdytdssdl f ottaa vain yhden argumentin, joka on vektori (3-alkioinen lista). g ottaa kolme
argumenttia. Piirretadan f:n kuvagja:

n[i211:= Mani pul ate [Pl ot 3D[f [{X, ¥y, z}], {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, PlotRange -» {0, 50}], {z, -3, 3}]

7 M

U
—o0e608 | [—|» [+ ]|[r]|x |

out[121]=




