Harjoitus 5 -- Ratkaisut
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Ei kommenttia.
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Tutkittava funktio oskilloi darettdman tihedan nollan lahella PlotPoints-asetus maarés, kuinka tihedsti Plot-funktio ottaa
piirrettavasta funktiosta " ndytteitd" kuvaajaa varten.

1
f[x 1:=Sin|—[;
- 5]
Pl ot [f [x], {x, 0.01, 2}, PlotRange » {-1, 1}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotPoints - 100]
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Luodaan pisteet y; (kaytetdan y:td muuttujana, silla x on varattu funktion f argumentiksi):

b-a

a=0.1;, b=2.0; n=20; h=—1; y[1l] =a; y[n] =b;
n -

Dofylil=a+ (i -1)h, {i, 2, n-1}];

Show[Pl ot [f [x], {X, &, b}, PlotRange » {-1, 1}, AxesOrigin - {0, 0}1,
ListPlot [Table[{y[i]l, f[y[i11}, {i, 1, n}11]
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Ongelmallinen tapaus, silla tdma h:n arvo riittéisi mainiosti alueeseen x = 0.5, mutta ei |&hempana origoa. Tdmén voisi



2 | hO5ratk.nb

korjata luomalla epétasavélisen pisteiston: x;,1 — X = h; tms.
L uodaan taulukko derivaattojen arvoista:

fryli +111-fy[i -1]] . ]
™ } {|,2,n—1}],

fLyli +111-2fF[y[i1]1+f[y[i -1]1]
hZ
Show[Pl ot [f' [x], {X, a, b}, PlotRange -» {-45, 20}, AxesOrigin - {0, 0}], ListPlot [df]]

df = Tabl e[{y[i 1,

ddf =Tab|e[{y[i], } i, 2, n-1}];
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Show[Pl ot [f"'"' [x], {X, a, b}, PlotRange » {-100, 1000}, AxesOrigin - {0, 0}], ListPlot [ddf]]
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Téama h:n arvo ei riitd mihink&an. Oikeastaan mik&&n h:n arvo (tai mik&én n:n arvo) e riit4, jos tarpeeksi 1&helle origoa
mennaan.

Clear [a, b, n, h]

b-a

a=0.05; b=0.2; n=40; h=—l; y[1l] =a; y[n] =b;
n -

Do[y[il=a+ (i -1)h, {i, 2, n-1}];

fryli +111-fy[i -11] . ]
o } {|,2,n—1}],

fLyli +117-2F[y[i11+f[y[i -1]]
h2

df = Tabl e[{y[i 1,

ddf =Tab|e[{y[i], } (i, 2, n-1}];
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gl = Show[Pl ot [f"' [x], {X, a, b}, PlotRange -» All ], ListPlot [df]];
g2 = Show[Pl ot [f'"' [x], {X, a, b}, PlotRange » All ], ListPlot [ddf]];
Graphi csArray [{gl, g2}]
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3

Differentiaaliyhtél 6iden ratkaisuun perehdyt&dén myshemmin. Tassd véhén maistiaisia
Clear [n, t, A]

ratk =DSol ve[{n' [t] =-An[t], n[0] =n0}
(xr at kai stava yht al 6 (ryhmi) aal tosul kei siin, nyds al kuehdot tannex),
n[t](* ratkaistava funktiox),
t (*riippumaton nmuuttujax)]

{{n[t} %@’IAI’IO}}

Ratkai su saadaan séénttna (transformation rule). Myas parametrit ng ja A kannattaa antaa séantdjen kautta (néin niihin ei tule
pysyvésti mitdén arvoa). Seuraavassa sovelletaan ensin sééntar at k, jonka jalkeen sijoitetaan ng:n jaA:n arvot.

Plot [n[t] /. ratk /. {n0-10%, 1-0.1}, {t, 0, 50}]
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Kun differentiaaliyhtél 66n sijoitetaan derivaatan approksimaatio, saadaan Ni;; = (L - A h) N;. Olkoonh = 0.1, jat; = (i— 1) h,
kuni=1, ..., m

h =0.1; m=200;
Do[t[il=¢( -1)h, {i, 1, m];

Taulukoidaan arvot n;: (merkitéén n:&8 w:118).

u[l] =10%; 1=0.1;
Dof[uli]l=(1-xh)uli-1], (i, 2, m1;
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Show[Li stPlot [Tabl e[{t [i 1, u[i1}, {i, m]],
Plot [n[t] /. ratk /. {n0—>1025, A-0.1}, {t, 0, mh}, PlotStyle ->Hue[1]]]
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Likimé&réinen ja tarkka ratkaisu k&yvét hyvin yksiin. Suuremmilla h:n arvoilla (tai pienemmill& m:n arvoilla) havaitaan
poikkeamaa:

Cear [t, ul;

t[m -t[1]

m-1
Do[t[i]l=t[1]+ (i -1)h, {i, 1, m];

m=40; t [1] =0; t [m] =40; h =

u[l] =10%; x=0.1;
Do[uli]=(1-Ah)pli-11, {i, 2, m];

Show[Li st Pl ot [Table[{t [i ], u[i1}, {i, m1],
Plot [n[t] /. ratk /. {n0-10%, Xx-0.1}, {t, 0, mh}, PlotStyle -> Hue[1]]]
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Tassa ratkai sumenetelméssa virhe siis kasaantuu joka aika-askeleella.

4

Otetaan yksikot mukaan. Jélleen aikamuuttujaan t on liitettéva yksikko Second.
In3l= << Units®
n43;= Cear[g, a, v, X, t, c]

4= ¢ = 0.1 Meter Second™®;
g[t_]:=ct Second;

Nopeus on kiihtyvyyden integraali. Merkitéén integroimismuuttujaa s:11& Alaviiva funktion méérittelyssa (g[t_]) tarkoittaa,
etté g hyvaksyy argumentikseen minka tahansa lausekkeen. Kun integroidaan ajan suhteen, on yksikéita kerrottava sekunnilla.
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in46l= vO =1 Meter Second™;
vt _]:=vO+Integrate[g[s], {s, O, t}] Second;

Paikka on nopeuden integraali.

In[48]:= x0 =0;
X[t_]1:=x0+Integrate[v[s], {s, O, t}] Second // Sinplify;

ins1:= Pl ot [Eval uate[x[t]/Meter], {t, O, 10}, I nageSi ze » Snal | ]
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Toinen l&hestymistapa: (huom. sddntdja (a->b) voidaan soveltaa myds funktioihin, ja niill& voidaan sijoittaa funktioihin

arvoja)

ns2p= Clear[g, v, X, t, s, x0, vO]

niB3= X[t _1:=x0+Integrate[v0O +Integrate[g[s], {s, O, r}1, {r, O, t}1;

ins41:= Pl ot [Evaluate[x[t] /. g[s] »0.1s /. {v0O->1, x0-03}], {t, O, 10}, I nageSi ze » Snal | ]
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Mérétyn integraalin voi kirjoittaa esc-dintt-esc (Mméaraaméaton esc-int-esc):

npBsl= gt _]1:=0.1t; x0=0; vO=1;

t S
X[t _] :=x0+j (v0+-J-g[r]dlr)dls
0 0

in571:= Pl ot [Eval uate[x[t]1], {t, O, 10}, I mageSi ze -» Smal | ]
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m b) Puolisuunnikassaanto
Katso |uennoista puolisuunnikassdannon méaéritelma. Lasketaan paikka gjanhetkillat,i =1, ..., n;t; = 0jat, = 10s.

t[n]-t[i]

n-1 '
Doft[i]=t[l]+ (i -1)h, {i, 2, n-1}]

insel= N =20; t [1]1 =0; t[n] =10; h=
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Oletetaan, etta kiihtyvyystunnetaan vain hetkillat;.
o= Do[g[i]=0.2t[i], {i, 1, n}]

Paikan laskemiseksi hetkella t; tarvitaan nopeuden arvot hetkilla tj, missa j = 1, ..., i. Taulukoidaan siis ensin nopeuden
arvot kaikillagjanhetkilla. Nopeus hetkella t; saadaan alkuehdosta. Loput lasketaan puolisuunnikaskaavalla kiihtyvyydest&
ti . !
V(t) = V(ty) + [at)dt ~ vy + h iy 22
ty
Koskanyt halutaan kaikki nopeuden arvot, yo. kaava on kétevinté kirjoittaa muotoon

i—2 &t
v(t) = v +h X —;

1t 1+
+h3L2 =y +h =22

1= V[1] =1; (+al kuehto vO=1nV/sx)

gli -11+9gIi]

Do[v[i]:v[i—l]+h (i, 2, n}]

Summan voi tietenkin laskea jokaiselle i:n arvolle erikseen:

glj1+9l +11

in[63):= Do [AV =0; Do [AV += >

LG, 1, -1}]; VIi]=v[l] +hav, {i, 2, n}]

ines:= Li stPlot [Table[{t [i], V[i1}, {i, 1, n}], I mageSize » Snall ]
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Paikka voidaan nyt |askea nopeudesta, samallatavalla kuin asken nopeus kiihtyvyydesta
in[e6):= X[1] = 0;
VI -1]+V][i]

Do i]=x[i -1 h
[x[l] X[i -17 + -

{2, my]
injeo):= ListPlot [Table[{t[i], x[i1}, {i, 1, n}], I nageSi ze » Smal | ]
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