Harjoitus 9 -- ratkaisut
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Sijoitetaan yhta 6n ratkai sufunktio funktioksi r.

eq=y'' [x]+4xy' [x]+ (102 +4x?)y[x] =0;
r[x_1=y[x] /. Flatten[DSol ve[{eq, Y[0] =0, y' [0] =1}, y[Xx], X]]
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Simplify-funktio ei osaa késitella kompleksisia eksponentteja. ComplexExpand laskee ne auki Eulerin kaavalla
€% =cosx+isnx

r [(x_]1 = Conpl exExpand [r [x]] // Sinplify
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Funktio onkin reaalinen!

Pl ot [r [x], {x, -3, 3}, PlotRange - Al | ]
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Funktion kuvagja on sinikdyrg, jota moduloi Gaussin funktio e . Tamén kaltaisia funktioita saattaa tulla vastaan esim.
aaltoliikeopissa, optiikassatai kvanttimekaniikassa (aaltopaketti).
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Differenssimenetelméssa |ahdetaén liikkeelle siitd, ettd maérétddn ne pisteet (muuttujan arvot), joissa yhtalélle etsitéan
ratkaisua. Yhtélon ratkaisu halutaan selvittéd alueessa —3 < x < 3, kun tiedetddn funktion kayttaytyminen pisteessa x = 0.
Ratkaisuprosessin on aettava pisteesta x = 0 ja edettéva positiiviseen ja negatiivisene suuntaan. Prosessin alkuun voidaan
péasta monellatavalla.

Olkoot xg = 0 ja x, = 3. Kéytetddn ensimmadisen indeksin arvona nollaa, silla siitéd on helppo |éhted sekéa positiiviseen etta
negatiiviseen suuntaan. Alueessa 0 < x < 3 ratkaisua edustaa y;, i = 1, ..., n ja alueessa —3 < x < 0 ratkaisu on y; kun
i=-1, .., —n. Muodostetaan differenssiyhtalo ja ratkaistaan y;,1:
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Yo = i (2 -102-4%2)+ yia (22 - 1)) (@)
W h
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P h
Alkuehtoina annettiin y(0)=0ja y'(0)=1, ei yo=0ja y.1 = Yo+ y' (0 h=yo+h. Huom. nyt X, = xo+ih, eikd
Xo + (i — 1) h, kuten aiemmin.

(huom. kannattaa kirjoittaa desimaalipisteet eksplisiittisesti nékyviin. Muuten Mathematica alkaa murskata murtolukuja ja
laskussa kestda kauan.)

X[Nn] —x[O]_

n =1000; x[0] =0.0; x[n] =3.0; x[-n] =-3; h= T ;
n -

Do[

X[i]=x[0]+i h;

X[-i1=x[0]-i h;,

{i, 1, n-1}]

Alkuehdot:

y0 = 0; dyO = 1;

y[0] =yO;

y[1] =y [0] +dyOh;
y[-1] =y[0] -dyOh;

Varsinainen ratkaisuprosessi: Positiiviseen suuntaan etenevé ratkaisu voidaan toteuttaa yhtdl6lla (1), ja negatiivinenkin
voitaisiin toteuttaa omassa Do-lausekkeessaan suoraan yhtddlla (2). Toinen tapa on yhdistéa Do-lausekkeet ja kirjoittaa

negatiiviseen suuntaan mentdessdi —» —i,i—-1- —-(i—-1) =-i+ 1jne
Do
) 1 ) 2 ) 5 ) 1 2x[i -11))
yli]= m [y[l -1] [h—2-102-4x[| -1] ]+y[| -2] [—h—2+T])
h? h

) 1 ) 2 ) ) ) 1 2x[-i +1]
y[-i] =m [y[-l +1] [h—2-102—4x[-| +1] )—y[—l +2] [h—2+T]]

nz h

i, 2, n}]

Negatiiviseen suuntaan eteneva Do-lauseke voisi myo6s olla muotoa (huom. kun indeksin arvot pienenevét, on annettava
askel pituus)

oo
_ 1 _121024,12 .212x[i+1]_
100 g 10 0 [ 02 ey e [ =5
h2 h
(, -2, —n}]

Piirretéén likiratkaisun kuvagja ja tarkka ratkaisu samaan kuvaajaan. Likiratkaisua el erota tarkasta.
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Showl[Li st Pl ot [Table[{x[i], Y[i1l}, {i, -n, n}], PlotRange -» All ],
Pl ot [r[t], {t, -3, 3}, PlotRange » Al l 1]
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Pienennetéan n:n arvoa ja katsotaan, kuinka likiratkai sun kéy. Muodostetaan ratkai suprosessista funktio, joka ottaa argumen-
tikseen tutkittavan n:n arvon.

exam nesol ution[m ] :=[
Clear [X, Y];
n=m
x[n] -x[0]
x[0] =0.0; x[n] =3.0; x[-n] =-3; h= —1;
n -

Do[x[i]=x[0]+i h; x[-i]=x[0]-ih, {i, 1 n-1}7;
y0 =0; dy0 =1; y[0] =y0; y[1] =y[0] +dyOh; y[-1] =y[0] -dyOh;

Do
i ! i 17 (2 J102-axqi 172 PN Bt i A N
y[']=m[)’[|- ][h—z— -4x[ - ]]+Y[|- ][—h—2+T]),
h2 h
_ 1 i (2 on a2 o (A, 2XEE A1)
y[-|]=i_2x[-i+1] [y[-l + ][h_Z_ -4X[-1 + ]]-y[-l + ](h—2+TJ],,
h? h
(i, 2, ny;

Showl[Li stPl ot [Table[{x[i], y[i1}, {i, -n, n}], PlotRange » Al | ],

Plot [r[t], {t, -3, 3}, PlotRange » Al |l 1]

GraphicsGrid toimii samallatavalla kuin GraphicsArray, jota on kéytetty jo aiemmin.
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Graphi csGid[{Tabl e[exam nesolution[i], {i, {500, 200, 100}}1,
Tabl e[exam nesol ution[i], {i, {50, 20, 18}}1}]

Kun n =~ 18, akaa ratkaisu leviamaan reuna-alueella k&siin. Tata vastaava h:n arvo on

// N

3
h18 =
18 -

0.176471

Tarkkaratkaisu oli muotoa
1 2
T € X sin10x,
ts. se oskilloi aaltoluvullak = 10. Tésté saadaan aallonpituus A = 27":
2
A=—//N
10
0. 628319

Nyt h:n arvo on n. 1/3...1/4 aallonpituutta.

A/h18

3.56047

Jos oskilloivasta funktiosta otetaan néytteitd askelpituudella h < A /4, oskillaatiot nékyvé vield hyvin. Jos askel pituutta tasta
viela kasvatetaan, vérahtelyjen muoto vaéristyy ja saattaa jopa kadota kokonaan.

gli 1 :=Show[PI ot [Sin[z], {z, 0, 4x}, PlotStyle - Red],

Li st Pl ot [Table[{z, Sin[z]}, {z, 0, 4, ZI—F}] Joi ned ->True”;



GaphicsGid[{Table[g[i], {i, {9, 8.2, 7.5}}],
Table[g[i], {i, {6.3, 5.02, 4.1}}], Table[g[i], {i, {rA/h18, 2.8, 2.2}}1}]
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Edellisen kuvakollaasin viimeisté kuvaa vastaava askel pituus ndkyy vasemmassa al akulmassa.



