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Harjoitus 10

1. Tarkastellaan Maan vetovoiman alaisuudessa putoavaa kappaletta. Sen li-
ikerataa kuvaa differentiaaliyhtalo
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missd (rajoitutaan téssi kahteen ulottuvuuteen) r(t) = z(t)X+y(t)y (X ja
¥ ovat yksikkovektoreita), |r(t)| = /z(t)? + y(¢)? on kappaleen etaisyys
Maan keskipisteestd, M on Maan massa ja G on gravitaatiovakio. Yhtilo
(1) vastaa kahta kytkettya, epélineaarista differentiaaliyht&loa:
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a) Muodosta r(0), joka on on jossain R-sdteisen pallon pinnalla (xy-
tasossa R-séteisen ympyréin kehilld) ja r'(0), jonka suunta annetaan
suhteessa Maan pintaan pisteessd r(0). Ratkaise yo. yht&lot Mathe-
matican valmiilla funktiolla NDSolve, kun v = 0. Piirrd ratkaisusta
(z(t),y(t)) kuvaaja. Kokeile eri lahtopaikan ja nopeuden arvoja. Milli
parametrien arvoilla saat kappaleen laskeutumaan ldhtopaikkaansa?

b) Ota ilmanvastustermi mukaan (y # 0). Etsi nyt parametreille sell-
aiset arvot, ettd kappale palaa ldhtopaikkaansa.

c) Ratkaise tehtavd differenssimenetelmadlld. Nyt yhtalot ovat sen ver-
ran monimutkaisia, ettd x;1:t4 ja y;11:t4 ei saa suoraan ratkaistua.
Téassd voidaan kuitenkin kiyttdd FindRoot-funktiota, tai ohjelmoi-
da itse vilinpuolitus- tai Newtonin algoritmi. Ratkaisu etenisi seu-
raavasti:

Do[{x[i+1], y[i+1]}={x[i+1], y[i+1]} /.

x[i+1] -2x[i] +x[1i-1] GMx[i]
FindRoot [{ > + pym =0,
h (x[i1% + y[i]?)
yli+1]-2y[i] +y[i-1] . GMy[i] __0}
n? (x111% + y111%)°"

(x[i+1], x[11), {y[i+1], y[i1}}], {§, 2, n}] // Quiet



