Harjoitus 10 -- Ratkaisut

1

Tassa harjoituksessa ei kasitella kahden pisteen reuna-arvoprobleemaa. Sité kasitelldén 3. harjoitustydssé ja harjoitus 11:ssa.
Téass& harjoituksessa |&hinnd esitell 8&n differentiaaliyhtal 6iden ratkai sumahdollisuuksia Mathematicalla.

Maan sade, massa ja gravitaatiovakio |6ytyvéa paketista Physical Constants. Supistetaan yksikét pois.
in[1:= << Physi cal Constants”

2= R=EarthRadi us / Meter
M= Eart hMass / Ki | ogram
G= Gravitational Const ant /therZ/Newton*Ki | ogr anf

outz]= 6378140
ouz= 5.9742 x10%
outa)- 6.673x107*

Differentiaaliyhtél 6t paikkavektorin r komponenteille:

GM Y
= eax ="' [t] = - — X[ oA 7 ey 117 X [
(x1t1%+y[t1?) m
GM Y
eqy =y’ [t] =~ Y- A ey 12y s
/2 m

(x[t12+y[t1?)

m a) ei kitkavoimaa
IImaistaan |&htdpaikka leveysasteen avulla:

7= © = 60. 0 Degree; (x| &ht 6pai kan | eveysast ex)
r0 =R {Cos[©], Sin[e]};

L dhtopaikka voidaan piirtéd ympyrén kehdlle:



2 | hlOratk.nb

ing]:= Show[Graphics[Crcle[{0, 0}, R1], Graphics[Point [rO]], Axes -» True]

out[9]= PR TR .
—6.x10° -4.x10° -2.x10° 2.x10°  4.x10°  6.x10°

—2.x10°

Olkoon «a 18htdnopeuden ja Maan pinnan védinen kulma |éhtdpaikassa. Talldin nopeuden suuntakulma sellaisessa koordi-
naatistossa, jossa y-akseli osoittaa Maan akselin suuntaisesti, on ¢p=r/2-(f+a) (osoital)

inf10= a = 20. 0 Degr ee;
V =10000; (x| &ht énopeus netrei nd sekunni ssax)
¢=(6+a) -m/2;
v0 =V {Cos [¢], Sin[é]};

Vektoria vy on hieman suurenneltava, jotta se nékyisi Maan mittakaavassa.

inf141:= g0 = Show[Graphics[Circle[{0, 0}, R11,
Graphi cs[Point [r0]], Graphics[Arrow[{r0O, r0+200v0}]], Axes » True]

Out[14]= PR " P L
—6.x10° -4.x10° -2.x10° 2.x10° 4.x10°  6.x10°

-2.x10°

L 8hdetéan ratkai semaan yhtél 6ita. Kannattaa al oittaa pienestéd T:n arvosta (jos esim. kappal een lentorata vie Maan keskipistee
seen, NDSolve kaatuu).
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nisi= T = 18000; (*l ent oai ka sekunt ei nax)
val = {m- 10000, ¥y - 0.0};
sol = Flatten[NDSol ve[{egx, eqy, x[0] ==rO[[1]], y[O] ==rO[[2]],
X" [0] =vO[[1]1], y' [0] ==vO[[2]1]} /. val, {x[t], y[t1}, {t, O, T}11;
{(X[t_1, Y[t_1}={x[t], y[t]1} /. sol;
Show[gO, ParanetricPlot [{X[t], Y[t]}, {t, O, T}, AspectRatio ->1]]

Out[19]=

-25x107

Ilman vastusvoimia kappaleen lentorata on ellipsi, jonka toinen polttopiste on Maan keskipisteessa. Jotta kappale palaisi
| 8htOpi steeseensd, on |ahtdnopeuden oltava Maan pinnan suuntainen (muuten kappale térméisi Maan pintaan jossain muualla

kuin lahtopisteessa -- laskennallisesti kappale voi tietenkin matkata alueessa jossa etéisyys Maan keskipisteesta on <R).
Kirjoitetaan ratkai suprosessi omaksi funktiokseen, jonka argumenit ovat

0 |ahtdpaikan leveysaste

o |&hténopeuden suuntakulma
\% |&hténopeus

m kappaleen massa

y kitkakerroin

T

lentoaika
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inzoj:= raketti [6_, a_, V_, m0_, ¥O_, T_]1:=
Modul e[{¢, 10, VO, X, Y, eax, eay, g0},
¢p=0+a-n/2;
r0 =R {Cos[e], Sin[e]};
v0 =V {Cos [¢], Sin[¢]};
g0 = Show[G aphics[Circle[{0, 0}, R11,
G aphi cs[Point [r0]], G aphics[Arrow[{r0O, r0O+200v0}]], Axes -» Truel;

GM Y

eqx =x' ' [t] = - X[ S 7y 117 X[
(x1t1% +y[t1?) m
GM Y

eqy =y’ [t] =~ Y- A P ey 12y s
/2 m

(x1t 12 +y[t1?)
val = {m-n0, y-» y0};
sol = Flatten[NDSol ve[{egx, eqy, x[0] ==rO[[1]1], y[O] ==rO[[2]],
x' [0] =vO[[1]], y' [0] =VvO[[2]1} /. val, {x[t], y[t1l}, {t, O, T}11;
{(XTt_1, Y[t_1}={x[t], y[t]1} /. sol;
Show[gO, ParanetricPl ot [{X[t], Y[t]}, {t, O, T}, AspectRatio ->1]]

]:

1= raketti [60.0 Degree, 0.0 Degree, 10000, 10000, 0.0, 20000]

5.x10°

-15%10" -1.x107 5.x 10°

Out[21]=

m b)joo kitkavoimaa

Otetaan kayttoon epérealistinen malli kitkavoimalle (kitkakerroin on sama riippumatta etéi syydestd Maan pinnasta).
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in[22:= raketti [60. 0 Degree, 20.0 Degree, 15000, 15000, 0. 001, 6500]

out[22]=

Raketti el plaaa |ahtdpaikalleen milldén parametrien arvoilla (kitkavoima kéantda sen kulkusuunnan aina Maan keskipistetta

kohti).

m b-ekstra) parempi kitkavoima

Muutetaan hieman kitkavoiman lauseketta, muodostetaan voimajoka heikkenee kun raketti loittonee Maasta. Heikkeneminen
voisi ollavaikkamuotoa 1/ (r(t)/R) (taysin hatusta vedetty).

in[23)= raketti2[e_, a_, V_, nD_, ¥O_, T_]:=

Nbdule[{d;, ro, vo, X, Y, egx, eqy, g0},

p=6+a-n/2;
r0 =R {Cos[e], Sin[e]};
v0 =V {Cos [¢], Sin[¢]};
g0 = Show[Graphics[Circle[{0, 0}, R11,
Graphi cs[Point [r0]], Graphics[Arrow[{r0O, r0+200v0}]], Axes -» Truel;

cax < x' (1] = GM N VX 17 ey ot N
ax = - It 12 {12132 m > 5 '
(xIt1%+yIt19) AXIt12 +yIt] /R
N GM ¥ VX [t1 ey 12 ,
eqy =y' ' [t] == - y[t]--— y'[tl;

3/2
(xrt1%+yrt12)” "xirTeyin? /R

val = {m-nD, y- y0};
sol = Flatten[NDSol ve[{egx, eqy, x[0] ==r0O[[1]1], y[O] ==r0O[[2]],
X' [0] =vO[[1]], ¥y' [0] =vO[[2]]} /. val, {x[t], y[t1l}, {t, O, T}11;
{XTt_1, Y[t_1}={x[t], y[t1} /. sol;
Show[g0, ParanetricPl ot [{X[t], Y[t]}, {t, O, T}, AspectRatio ->1]]



6 | hlOratk.nb

inj24):= raketti 2[60. 0 Degree, 20.0 Degree, 15000, 15000, 0.001, 13000]

5.x 108

Out[24]=

<5.x10°

-1.x10

in[2s:= raketti 2[60. 0 Degree, 0.0 Degree, 15000, 12000, 0. 001, 4000]

out[25]=

m b-ekstra2)
Liséksi voitaisiin lisdté yhtéd dihin tyontévoima, esim.
¢ fo v(t), kunpolttoainettaon jajella
- { 0, kun polttoaineonloppu
Nyt ratkaisussa olis méaréttava polttoaineen médra alussa m, ja polttoaineen palonopeus c (kg/s). Kappaleen massa olisi
myds gjan funktio:
my —ct, kunt<m/c
m =
mo—m, kunt=m/c
m /¢ on siis se gjanhetki, kun polttoaine loppuu.
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2

Muodostetaan differenssiyhtalot. 1lman kitkatermid niista saadaan eksplisiittisesti ratkaistua x;,1. Kitkatermin kanssa on
ké&ytannossa turvauduttava numeeriseen yhté on ratkaisuun, esim. FindRoot-funktioon.

X1 =2X+% 1 _ % Y X1 =%1\2 | (Vi1 Yie1\2 Xaa—Xig
h? =GM (x2+yv2)3/2 + m \/( 2h ) +( 2h ) 2h
| 1

Yie1=2Yit+Yi1 GM Yi 7\/ Xp1—X%1\2 Vit~ ¥%-1\2  Yier—Yi
—_— = —_— + = +
2 e k(R () 2

Ratkai staan ndma ensin ilman kitkatermeja. Alkunopeus ja -paikka

ino3:= © = 60. 0 Degr ee;
r0 =R {Cos[e], Sin[e]};
V = 5000;
a = 20. 0 Degr ee;
v0 =V {Cos [a], Sin[al};
g0 = Show[G aphics[Circle[{0, 0}, R11,
Graphi cs[Point [r0]1], Graphics[Arrow[{r0O, rO+200v0}]], Axes -» True];

Ajanhetket, joillaratkai sua etsitaan:

n7sp= h=2; t[1]1 =0.0; T =2000;
i = 1;
VWhile[t[i]=T, i++; t[i]l=t[i -1]+h];
n=i;

Alkuehdot ratkaistaville funktioille:

np12)= Cear [X, Y]
X[1] =rO[[111; y[11=r0[[2]];
X[2] =x[1]1 +vO[[1]] h;
y[2] =y[1]1 +vO[[2]] h;

In[116]:= Do[

{X[i +17, y[i +1]1} =
{X[i +11, y[i +11} /.

i 11 -2 i i -1 GMx i
Finaroot [{ X0 111 22X 00 ext -1 DI
" (X[ 12 +y 1 17)
y[i+1]—2y[i]+y[i—1]+ GMy i ] B }
h (x1i 12 +y1i 1)

X[ +11, X[ 13, (YL + 11, YL} ]s
I f [Norm[{x[i], Y[i]}] <R, Break[]],
G, 2, n-1}]//QJiet;
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n1171= Show[gO, ListPlot [Table[{x[i], y[il}, {i, 1, n}11]

Out[117]= T PR I
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