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Harjoitustyo 3

Johdanto on pitkiinpuoleinen, mutta tehtivinannossa annetaan tarvittavien yhtaloi-
den numerot.

Johdanto

Osa l

Vetyatomi koostuu protonista ja elektronista. Niilld on erimerkkinen sdhkova-
raus, joten ne vetdvit toisiaan puoleensa. Klassisessa fysiikassa systeemin dy-
namiikka voidaan johtaa Hamiltonin funktiosta
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missd p;, r; ja m; ovat protonin ja elektronin liikem&ara, paikka ja massa. Termi
p?/2m kuvaa kineettisté energiaa ja
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on sihkoiseen vuorovaikutukseen liittyvd, Coulombin potentiaalienergia (ey on
tyhjion permittiivisyys). Yleisesti potentiaalienergian nollataso voidaan valita
miten halutaan. Téssd on valittu V' (co) = 0. Jotta elektroni ei karkaisi protonil-
ta, on sen energian oltava negatiivinen.

Kvanttimekaniikassa paikka ja liikem#iréd korvataan operaattoreilla, muodoste-
taan Hamiltonin operaattori, jonka ominaisfunktiot kuvaavat elektronin ja pro-
tonin todenndkdisyysjekaumaa avaruudessa. Kvanttimekaniikassa siis luovutaan
pisteméisen hiukkasen kisitteestd ja tilalle tulee aineaalto. Hamiltonin operaat-
torin ominaisarvoyhtéld, eli Schrédingerin yhtdlé on

h2 2 2

h e
——V%\I/(I‘l, I'Q) — %V%\I}(I‘l, I'Q)

om (I‘l,rg) = Et\IJ(I'l,I‘Q) (3)

S —
47T60|I‘1 — I'2|

missd V; tarkoittaa gradienttia r;:n suhteen. Tésta voidaan erottaa massakeskip-
isteen liike ja elektronin ja protonin suhteellinen liike. Massakeskipiste liikkuu
vakionopeudella ja suhteelliselle liikkeelle saadaan
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P(r) = Ex(r) (4)
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missi r = r; —ry ja E = E; — E., missd E. on massakeskipisteen liikkeen
energia.

Lihdetddn ratkaisemaan yhtalod (4). Siirrytadn luonnolliseen yksikkdjarjestelmdadn,
jolloin padstddn eroon ylimadriisistd vakioista:
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joka on Bohrin atomimallin ennustama vetyatomin alimman tilan sidde. Yo.
kaavan voi johtaa ympyriliikkeen liikeyhtalosta olettamalla, ettd radan sdde voi
olla vain hiukkasen DeBroglien aineaallon aallonpituuden monikerta. Energian
yksikoksi saadaan Rydberg
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ja Schrodingerin yhtdloksi saadaan
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V() + <; + E) Y(r) =0 (9)

Tehddan seuraavaksi muuttugien erottelu: Merkitdan ¢ (r) = u(r)w(¢, ), missi
r, ¢ ja 6 ovat pallokoordinaatiston muuttujia. Kun tdm3 sijoitetaan yhtaloon
(9), saadaan kaksi riippumatonta yht&lod u:lle ja w:lle. u on aaltofunktion ra-
diaaliosa ja w kulmaosa. Merkitdan u(r) = y(r)/r, jolloin funktiolle y saadaan
yksinkertainen yht&lo

on (E+ 2. M) y(r) = 0 (10)
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missd [ on kulmalitkemddrddn liittyva kvanttiluku.

Osa 2

Johdetaan funktiolle y reunaehdot: Suurilla 7:n arvoilla termit 2/r ja [(1+1)/r?
ovat pienid, ja jai
y"(r)+ Ey(r) =0 (11)
jonka ratkaisu on
y(r) ~e VET r — oo (12)

Pienill r:n arvoilla dominoiva termi on taas [(I + 1)/r?, eli
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y(r) ~ Pt =0 (14)

Rajoitutaan téssa kuitenkin pallosymmetrisiin ominaisfunktioihin, joille [ = 0,
mistd seuraa ettd w(¢p,0) = 1, ts. aaltofunktio on kokonaisuudessaan i(r) =

u(r) = y(r)/r.

Ratkaistava yhtalo on siis
2
v+ (B4 2) ) =0 (15)

ylld mainituilla reunaehdoilla (12) ja (14) (silld muutoksella ettd | = 0). Re-
unaehdot madraédvit siis funktion y asymptoottisen kayttaytymisen origossa ja
ddrettomyydessd. Huom. probleemassa on siis kaksi tuntematonta: aaltofunktio
y ja ominaisarvo F. Taméi voidaan ratkaista analyyttisesti: ominaisarvot ovat

muotoa
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Ep=-—, n=12,... (16)

ja ratkaisufunktiot voidaan esittdd ns. Laguerren polynomien avulla.

Johdatus tehtavanantoon

Téssa harjoitustyOssa tehtévisi on ratkaista yhtdlé (15) numeerisesti. Sinun on
siis 10ydettévd ominaisarvot E seki vastaavat ominaisfunktiot y. F:n arvo on
kiytdnnossa arvattava ja sitten testattava, onko arvatulle E:n arvolle olemassa
ratkaisufunktiota y. Huom. y:n on toteutettava yhtalo (15) kaikilla :n arvoilla,
joten sen on oltava jatkuva ja derivoituva.

Seuraten luennoissa esitettyd menetelmid, aseta tarkasteltavan alueen rajat rg
ja reo. Jaa alue kahteen osaan, Iy = [ro,7i] ja oo = [14, 7o), ja ratkaise yhtalo
erikseen kummassakin. Alueessa I sovella reunachtoa (14) ja alueessa I, re-
unaehtoa (12), ts. funktion y ja sen derivaatan arvot pisteissd 7o ja roo madrdy-
tyvit niistd reunaehdoista.

Sovita eri alueista saadut ratkaisufunktiot yhteen pisteessé r;. Funktion ja sen
derivaatan on oltava jatkuvia, ts.
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yo(ri) _ yeo(ri)
Yo(ri)  Yoo(ri)

Jos y toteuttaa tdman ehdon, se kelpaa ratkaisuksi, ja vastaava E:n arvo on
yhtdlén ominaisarvo.

Kun ominaisarvo on 16ytynyt, laske aaltofunktio u(r) = y(r)/r ja normita se
luennoissa esitetylla tavalla.



Tehtavananto

1. Etsi vetyatomin neljd alinta energiatilaa. Maarita energian arvot (prob-
leeman ominaisarvot) seki vastaavat aaltofunktiot. Normita aaltofunktiot
ja piirrd niiden kuvaajat. Al3 kiyts hyviksesi yht#lds (16), vaan kirjoi-
ta jonkinlainen ominaisarvojen etsintdalgoritmi. Huom. etsintdalgoritmisi
saattaa 10ytda myds epdjatkuvuuskohdan! Ratkaisussa voit kiyttda Math-
ematican valmista funktiota NDSolve.

2. Kun vetyatomin elektroni siirtyy korkeammalta tilalta matalammalle, se
emittoi fotonin, jonka aallonpituus on

he
A= AL (17)
missd AF on energiatasojen erotus, ¢ on valon nopeus ja h Planckin vakio.
Laske edellisessa tehtadvissd saamistasi energian arvoista emittoituvien fo-
tonien aallonpituudet, kun elektroni siirtyy alimalle tilalle kolmelta ensim-
miéiseltd viritystilalta, ts. laske siirtymid 2 — 1, 3 — 1 ja 4 — 1 vastaavat
aallonpituudet.

Obhjeita toteutukseen

e Energian arvojen etsintii ei tarvitse aloittaa kovin kaukaa nollasta. Esim.
energia —3 Ryd vastaisi klassisesti kiertoradan sidetts 0.1 - 107! m, joka
on jo melko pieni.

e Kun tilan energia kasvaa, elektronin aaltofunktio ulottuu kauemmaksi pro-
tonista. Taman vuoksi parametria r~, on kasvatettava kun etsit korkeam-
man energian tiloja.

e Kéytdnnon ohjeet ovat samat kuin 1. ja 2. harjoitustyossa.



