Harjoitus 5 -- Ratkaisut
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Ei kommenttia.
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Tutkittava funktio oskilloi &érettdman tihedén nollan lahella. PlotPoints-asetus maards, kuinka tiheasti Plot-funktio ottaa

piirrettdvasta funktiosta "naytteitd" kuvagjaa varten.

fIx_] :=Sin[;];

Pl ot [f [x], {x, 0.01, 2}, PlotRange-» {-1, 1}, AxesOrigin- {0, 0}, Pl otPoints - 100]
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Luodaan pisteet y; (kéytetdén y:td muuttujana, silla x on varattu funktion f argumentiksi):

b-a
a=0.1; b=2.0; n=20; h=—1; y[l]l =a; y[n] =b;
n-

Do[y[i]=a+ (i -1)h, {i, 2, n-1}7;

Show[Pl ot [f [x], {X, a, b}, PlotRange-» {-1, 1}, AxesOrigin- {0, 0}1,
ListPlot [Table[{y[i], fIY[il1l}, {i, 1, n}1]1]
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Ongelmallinen tapaus, silla taméa h:n arvo riittéis mainiosti alueeseen x = 0.5, mutta e 1&hempéna origoa. Taman voisi

korjataluomalla epédtasavélisen pisteiston: x,1 — X = hj tms.
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L uodaan taulukko derivaattojen arvoista:

fLyl +111-fyli -111] . )
T } {|,2,n—1}],

f i +111-2f i f i -1
[yt +111 [ylr11+t [yl ]]}’ i 2 n-1}];
h2

Show[Pl ot [f' [x], {X, &, b}, PlotRange -» {-45, 20}, AxesOrigin- {0, 0}], ListPlot[df]]

df = Tabl e[{y[i 1,

ddf = Tabl e[{y [ 1,
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Show[Pl ot [f'' [x], {X, a, b}, PlotRange - {-100, 1000}, AxesOrigin- {0, 0}], ListPl ot [ddf]]
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Tama h:n arvo el riitd mihinkdan. Oikeastaan mikédn h:n arvo (tai mikddn n:n arvo) el riitd, jos tarpeeksi |ahelle origoa
mennaan.

Clear[a, b, n, h]

b-a

a=0.05; b=0.2; n=40; h=—1; y[1l] =a; y[n] =b;
n_

Do[y[i]=a+ (i -1)h, {i, 2, n-1}7;

fryli +111-fyli -111 . )
T } {|,2,n—1}],

fLyli +111-2f[y[i 11 +f[y[i -1]]
h2

df = Tabl e[{y[i 1,

ddf =Tab|e[{y[i], } i, 2, n—l}];
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gl = Show[Pl ot [f' [Xx], {X, &, b}, PlotRange - All ], ListPlot[df]];
g2 = Show([Pl ot [f'"' [Xx], {x, &, b}, PlotRange > Al l ], ListPlot[ddf]];
Graphi csArray[{gl, g2}]
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Differentiaaliyhtél 6iden ratkaisuun perehdytédn myéhemmin. Téssi vahan maistiaisia
Clear[n, t, A]
ratk = DSol ve[{n' [t] ==-An[t], n[0] =n0}
(xr at kai stava yhtal 6 (ryhmé) aal tosul kei siin, nmy6és al kuehdot téannex),

n[t](*« ratkai stava funktiox),
t (xriippumaton nuuttujax)]

{{nit] > et no}}

Ratkai su saadaan sdantona (transformation rule). Myos parametrit ng ja A kannattaa antaa séanttjen kautta (néin niihin e tule
pysyvasti mitéén arvoa). Seuraavassa sovelletaan ensin sééntbar at k, jonka jalkeen sijoitetaan ng:n jaA:n arvot.

Plot [n[t] /. ratk /. {n0-10%°, x->0.1}, {t, 0, 50}]
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Kun differentiaaliyhtél 66n sijoitetaan derivaatan approksimaatio, saadaan N;,; = (1 — A h) N;. Olkoonh = 0.1, jati= (i — 1) h,
kuni=1, .., m.

h=0.1; m=200;
Do[t[i]=( -1)h, {i, 1, m}];

Taulukoidaan arvot n;: (merkitéan n:8a u:118).

u[l] =10%; a=0.1;
Do[u[i]=(1-Ah)puli -1], {i, 2, m];
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Show[Li st Pl ot [Tabl e[{t [i ], u[i ]}, {i, m]],
Plot [n[t] /. ratk /. {n0-10?°, A»0.1}, {t, 0, mh}, PlotStyle->Hie[1]]]
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Likimaéréinen ja tarkka ratkaisu kéyvét hyvin yksiin. Suuremmilla h:n arvoilla (tai pienemmilla m:n arvoilla) havaitaan
poikkeamaa:

Clear[t, ul;

t[m -t[1]
m=40; t[1]1 =0; t[m =40; h= ——m8 ——;
m-1

Doft[i]l=t[1]+ (i -1)h, {i, 1, m];

u[l] =10%°; a=0.1;
Dof[u[i]l=(1-ah)uli -1], {i, 2, m];

Show([Li st Pl ot [Tabl e[{t [i ], u[i 1}, {i, m}1],
Plot [n[t] /. ratk /. {n0-10%, A~0.1}, {t, 0, mh}, PlotStyle->Hue[1]]]
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Téss4 ratkai sumenetel méssa virhe siis kasaantuu joka aika-askeleglla.

4

Otetaan yksikdt mukaan. Jalleen ailkamuuttujaan t on liitettéva yksikko Second.
<<Units’

Cearlg, a, v, X, t, c]

c=0.1Mter Second'3;
g[t_]:=ct Second,;

Nopeus on kiihtyvyyden integraali. Merkitéan integroimismuuttujaa s:l1&. Alaviiva funktion méérittelyssa (g[t_]) tarkoittaa,
etta g hyvaksyy argumentikseen minka tahansa lausekkeen. Kun integroidaan ajan suhteen, on yksikaitéa kerrottava sekunnilla.
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v0 = 1 Met er Second™?;
v[t _]1:=vO+Integrate[g[s], {s, O, t}] Second;

Paikka on nopeuden integraali.
x0 = 0;
X[t_1:=x0+Integrate[v[s], {s, O, t}] Second // Sinplify;
Pl ot [Eval uate[x[t] /Meter], {t, 0, 10}, | nmageSi ze -» Snal | ]
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Toinen ldhestymistapa: (huom. séant6ja (a->b) voidaan soveltaa myds funktioihin, ja niilla voidaan sijoittaa funktioihin
arvoja)

Clear[g, v, X, t, s, x0, vO]

X[t_1:=x0+Integrate[v0+Integrate[g[s], {s, O, r}], {r, O, t}1;

Pl ot [Eval uate[x[t] /. g[s] »0.1s /. {v0-1, x0-0}], {t, 0, 10}, | mageSi ze -» Snal | ]
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Mé&&rétyn integraalin voi kirjoittaa esc-dintt-esc (maérédmatdn esc-int-esc):

g[t_1:=0.1t; x0=0; vO=1,

t S
x[t_] :=x0+j (v0+Jg[r]dlr)dls
0 0

Pl ot [Eval uate[x[t]], {t, O, 10}, I nageSi ze -» Snal | ]
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m b) Puolisuunnikassaanto
Katso luennoista puolisuunnikassdannon maéritelma. Lasketaan paikka gjanhetkillat, i =1, ..., n;t; = Ojat, = 10s.

t[n]-t[1]

n-1
Do[t[i]=t[l]+ (i -1)h, {i, 2, n-1}]

n=20; t[1]=0; t[n] =10; h=

Oletetaan, etta kiihtyvyys tunnetaan vain hetkill&t;.
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Do[g[i]=0.2¢t[i], {i, 1, n}]

Paikan laskemiseksi hetkella t; tarvitaan nopeuden arvot hetkillat;, missd j = 1, ..., i. Taulukoidaan siis ensin nopeuden arvot
kaikilla gjanhetkill& Nopeus hetkell&t; saadaan alkuehdosta. Loput lasketaan puolisuunnikaskaavalla kiihtyvyydesta:
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Koska nyt halutaan kaikki nopeuden arvot, yo. kaava on kétevinté kirjoittaa muotoon
8t

v(ti):v1+h2ij‘:r‘i¥ ha_12+a =Vig+h=—=—.
v[1l] =1; (*al kuehto vO=1nvsx)

i -1 i
Do[v[i 1=Vl -1] +h w G, 2, n}]

Summan voi tietenkin laskea jokaisellei:n arvolle erikseen:

glj1+9l +1]
—
ListPlot [Table[{t[i], VI[i1}, {i, 1, n}1, I nageSi ze - Snal | ]

Do[Av:O; DO[AV+= {4, 1,1 -1}]; VI[i]=v[1] +hav, {i, 2, n}]
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Paikka voidaan nyt laskea nopeudesta, samalla tavalla kuin asken nopeus kiihtyvyydesta.

X[1] =0;

_— .
Do[x[i]:x[i -11 +h w i, 2, n}]

ListPlot [Table[{t[i], x[i1}, {i, 1, n}], I nageSi ze - Snal | ]
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