Harjoitus 9 -- Ratkaisut

1

DSolve ja NDSolve antavat vastaukset sdantolistoina. Saantdja sovelletaan /.-operaattorilla. Kannattaa nimetéa ratkaisu, tai
poimia suoraan ratkaisufunktio. Flatten-funktio poistaa ylimééréiset aaltosulkeet. Sité tarvitaan ainakin ParametricPlot-

funktion yhteydessa.
g=Flatten[DSol ve[{x1' [t]+2t x1[t] =Sin[t], x1[0] =0}, x1[t], t]]
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Plot [x1[t] /. q, {t, 0, 10}]
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NDSolve toimii hyvin epédlineaaristen diff. yhtél iden kanssa. Se antaa vastauksen InterpolatingFunction-oliona (vrt. harj. 4).
Jos diff. yhtal6ssa esiintyy n:nnen kertaluvun derivaattoja, NDSolve vaatii n kpl reunaehtoja (jotta kaikki yleisen ratkaisun

vakiot saisivat numeerisen arvon).
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yIt_]=x2[t] /.

Flatten[

x2' [t]
NDSolve[{xz"' [ty - +1=0,
2+ Cos [10 x2[t 1°]

X2[0] == 1, X2I [0] == l, X2I ! [O] == 1},

x2[t1, {t, -T, T}]
Plot [y[t], {t, -T, T}]
I nterpol ati ngFunction[{{-3.5, 3.5}}, <>][t]

2
Y leisimmaéssa tapauksessa ratkai stava yhtél 6 on muotoa (merk. wqg — 1)
eq=x""[t]1+yx' [t]+w?’x[t]=f0Cos[nt];
jonkayleinen ratkaisu on
sol =Flatten[DSol ve[eq, x[t], t1]

{X[t] %egt (—y—\/yz—tlwz ) Cl1]+ e%t [—7+\/72—4u2 ] cr2] -

4(—f0772COS[t n] +f0w?Cos[t n] +f0OynSin(t r]]> }
(y2+2}72—2w2+7(\/)(2—4w2) (—\,{2—27’]2+2w2+7{ﬂyz—4w2)

Vakiot C[1] jaC[2] méaraytyvat mychemmin alkuehdoista. Annetaan parametreilley, w, fO jan arvot sdantdjen avulla
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y[t_1=x[t] /. Flatten[DSol ve[{eq, x[0] ==1, x' [0] =0}, x[t], t]]
val = {f0-0, y-0, n-0, w-1};

gl=Plot[y[t] /. val, {t, O, 47}];

g2 =ParanetricPlot [{y[t], y'[t1} /. val, {t, 0, 4x}];

Graphi csArray[{gl, g2}]
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ParametricPlot-funktion piirtéméassa kuvagjassa x-akseli on poikkeama tasapainoasemasta ja y-akseli on nopeus. Y mpyran
sdteen neli6 on verrannollinen véaréhtelijan energiaan (pysyy téssa vakiona).

m Db

Sijoitetaan parametrien arvot jo ratkai suvaiheessa.
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val ={f0-0, y-0.1, n-0, w-1};

y[t_1=x[t] /. Flatten[DSol ve[{eq /. val, x[0] ==1, x' [0] ==1}, x[t], t11;
gl=Plot[y[t], {t, O, 8x}];

g2 =ParanetricPlot [{y[t], y'[t1}, {t, O, 8x}];

G aphi csArray[{gl, g2}]
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Nyt vérdhtely vaimenee gan funktiona kitkavoiman takia, joten (x[t],x[t])-tasossa kuvattuna systeemi |&hestyy spiraalimais-
esti origoa, jossa siis kappale on paikoillaan tasapainoasemassa. Huom. kappaleen rata (x[t],x'[t])-koordinaatistossa ei ole nyt
"ympyréspiradi”, vaan elliptinen, mika johtuu alkuehdoista.

T = 80;

val = {f0-1, y-0.1, n->1, w-1};

y[t_1=x[t] /. Flatten[DSol ve[{eq /. val, x[0] ==1, x' [0] ==0}, x[t], t11;
gl=Plot[y[t], {t, O, T}I;

g2 =ParanetricPlot [{y[t], y'[t1}, {t, O, T}1;

Graphi csArray[{gl, g2}]
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Ajava voima saa kappaleen véréhteleméadn. Véréhtely voimistuu kunnes kitkavoima kasvaa tarpeeksi suureksi, ettd kasvu
pysahtyy. Jos kitkaa ei olisi, kasvu jatkuisi loputtomiin. Faasiavaruudessa (eli (x[t],x[t])-koordinaatistossa) tarkasteltuna
kappaleen liike 18hestyy ympyrérataa.

Vérahtelyjen voimistumista kuvaa teho f(t)x'(t) (voima kertaa nopeus).



Plot[y' [t]fOCos[nt] /. val, {t,

10

0, T}1]
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5

Keskimaéréinen teho saadaan yo. lausekkeen aikakeskiarvona. Seuraavan Plot-komennon suorittaminen saattaa kestéa kauan.

Huom. tagjuuden n arvon sijoittaminen (/.val) téytyy tehda joka kohdassa erikseen.
P[tO ]:= [L /. val ] NI ntegrate[y' [t1fOCos[nt] /. val, {t,
27

Pl ot [P[tO], {tO, 0, T}]

5~

t0, t0+2—"/. val }]
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T = 80;

val = {f0-1, y-0.1, n-0.9, w-1};

y[t_1=x[t] /. Flatten[DSol ve[{eq /. val, x[0] ==1, x' [0] ==0}, x[t], t11;
gl=Plot[y[t], {t, 0, T}];

g2 =ParanetricPlot [{y[t], y'[t]}, {t, O, T}I;

G aphi csArray[{gl, g2}]
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w on systeemin "luonnollinen tagjuus', joka riippuu esim. jousivakiosta ja varahtelevan kappaleen massasta. Edellisessa
kohdassa gjavan voiman tagjuus oli sama kuin luonnollinen tagjuus, jolloin varghtelyjen kasvu oli hyvin voimakasta
(resonanssi). Nyt gjavan voiman tagjuus poikkeaa hieman luonnolli sesta tagjuudesta, ja vérdhtelyjen saavuttama amplitudi on
selvésti pienempi.

gl=Plot[y' [t]fOCos[nt] /. val, {t, O, T}I;
n 2
P[tO_1:= [— /. val) NIntegrate[y' [t1fOCos[nt] /. val, {t, t0, t0+ — /. val }]
2 n

g2 =Plot [P[t0], {t0, O, T}I;
Graphi csArray[{gl, g2}]
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Nyt teho f(t)x'(t) menee vélilla negatiiviseksi, mika tarkoittaa sité, etté gjava voimajarruttaa véréhtelevaa kappal etta.

m d-ekstra

Tutkitaan tilannetta, jossa ajavan voiman tagjuus ja systeemin luonnollinen taajuus poikkeavat vield enemman toisistaan.
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val ={f0-2.0, ¥y-0.1, n-10.0, w-1.0};
y[t_1=x[t] /. Flatten[DSol ve[{eq /. val, x[0] ==1, x' [0] ==0}, x[t], t11;

A‘
i

g2 =ParametricPlot [{y[t], y'[t]1}, {t, O, T}I;
I
MIM

Graphi csArray[{gl, g2}]
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n 27
P[tO_]:= (— /. val) Nlntegrate[y' [t1fOCos[nt] /. val, {t, t0, t0+ — /. val }]
27 n

gl=Plot[y' [t]fOCos[nt] /. val, {t, O, T}1;

g2 =Pl ot [P[t0], {tO, O, T}];
G aphi csArray[{gl, g2}]
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Saavutettava varahtelyjen amplitudi on hyvin pieni.
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T = 50;

val = {f0-1.0, y-0.9, n-1.5 w-1.0};

y[t_1=x[t]/. Flatten[DSol ve[{eq /. val, x[0] =0, x' [0] =0}, x[t], t1];
gl=Plot[y[t], {t, 0, T}];

g2 =ParanetricPlot [{y[t], y'[t1}, {t, O, T}I;

G aphi csArray[{gl, g2}]

0.4 —

0.2:

-02}
-0.4}

-06[

Ajavavoima saa aikaa vardhtelyt. Amplitudi e ole kovin suuri, silld gjavavoimaei ole resonanssissa (7 # w).

3

Ratkaistavat yhtal6t (epélineaarisia, joten kaytetdéan funktiota NDSolve)

eql =NL1'[t] ==elNI[t] -BLINL[t]% -1 NL[t]N2[t];
eq2 =N2' [t]=e2N2[t] -B2N2[t]% -¥2 N2[t] NL[t];

Analyyttista ratkaisuakin voi yrittéd, mutta ratkaisu saattaa kestéé todella kauan.

DSol ve[{eql, eq2}, {N1[t], N2[t]}, t]
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T = 20;

val ={€1-50.3, €e2-50.4, B1-50.0, B2-50.0, ¥y1 0.0, y2-0.0};

sol = NDSol ve[{eql, eq2, N1[0] ==1, N2[0] =1} /. val, {NL[t], N2[t1}, {t, O, T}1;
Pl ot [Eval uate[{N1[t], N2[t]} /. sol /. val 1, {t, O, T}]
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Koskakaikki ympériston ja muiden lgjien vaikutukset on nollattu, jéljelle jd& rgjoittamaton eksponentiaalinen kasvu.

= Db
val = {€l->0.3, €2-50.4, B1-50.2, 2-50.2, ¥y1 0.0, y2-0.0};

sol = NDSol ve[{eql, eq2, N1[0] ==1, N2[0] =1} /. val, {NL1[t], N2[t]1}, {t, O, T}1;
Pl ot [Eval uate[{N1[t], N2[t]} /. sol /. val ], {t, O, T}]
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Nyt ympéristo asettaa kummankin populaation kasvulle ragjat, joten kasvu taittuu jossain pisteessd. Populaatiot kehittyvét
edelleen toisistaan riippumattomasti.
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T = 20;

val ={el-»0.3, €e2-50.4, p1-50.2, B2-50.2, ¥y1 0.1, ¥2-0.1};

sol = NDSol ve[{eql, eq2, N1[0] ==1, N2[0] =1} /. val, {NL[t], N2[t1}, {t, O, T}1;
Pl ot [Eval uate[{N1[t], N2[t]} /. sol /. val 1, {t, O, T}]
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Nyt populaatiot varjostavat toisiaan yhté voimakkaasti, ja ympériston rajoitteet ovat samanlaiset molemmille. Téllaisessa
tilanteessa se popul aatio, jonka syntyvyys on suurempi, péisee niskan pale.

n d

val ={el-»0.3, €e2-5-0.4, 1 -50.0, B2-0.0, y1 0.1, y2-»-0.15};
sol = NDSol ve[{eql, eq2, N1[0] =1, N2[0] =1} /. val, {NL[t], N2[t]1}, {t, O, T}1;
Pl ot [Eval uate[{NL1[t], N2[t]} /. sol ], {t, O, T}]

Nyt toinen populaatio elda ensimmadisen "kustannuksella' (esim. sadlistaja). Kun 1. populaation koko kasvaa, toinenkin
|ahtee kasvuun, joka taas aiheuttaa 1. populaation pienenemisen. Kun 1. populaatio romahtaa, toinen alkaa "kuolla nalkaan”,
jne.
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Paranetri cPl ot [Eval uate[{N1[t], N2[t]} /. sol /. val ],
{t, 0, T}, AspectRatio- 1/Col denRati 0]

"The Circle of Life"



