Harjoitus 11 -- Ratkaisut

1

Té&ssa harjoituksessa e kasitell& kahden pisteen reuna-arvoprobleemaa. Sité kasitell&8n 3. harjoitustydssd ja harjoitus 11:ssa.
Tassa harjoituksessa |8hinna esitel|&an differentiaaliyhtél 6iden ratkai sumahdollisuuksia Mathematicalla.

Maan sade, massa ja gravitaatiovakio 10ytyvét paketista Physical Constants. Supistetaan yksikét pois.
<< Physi cal Constants”

R = Eart hRadi us / Met er
M= Eart hMass / Ki | ogram
G= Gravitational Constant /Meter?/Newt on«Ki | ogranf

6378140
5. 9742 x10%*
6.673x10°

Differentiaaliyhtal 6t paikkavektorin r komponenteille:

GM Y
eqx =x"" [t] = - x-S ey 1 1

(x1t1%+y1t1?)

GM Y
eay =y' " [t]=- Y-S ey 1y

(x1t1% +y[t1?)

m a) ei kitkavoimaa

IImaistaan |&htopaikka leveysasteen avulla:

6 = 60. 0 Degree; (x| aht 6pai kan | eveysast ex)
r0=R{Cos[®©], Sin[e]};

L 8htOpaikka voidaan piirtéd ympyran kehdélle:
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Show[Graphics[Circle[{0, 0}, R]], Graphics[Point [r0]], Axes -» True]

—6.x10° -4.x10° -2.x10° 5 2.x10° 4.x10°  6.x10°

-2.x10°

Olkoon « léhténopeuden ja Maan pinnan vainen kulma lghttpaikassa. Tall6in nopeuden suuntakulma sellaisessa koordinaatis:
tossa, jossa y-akseli osoittaa Maan akselin suuntaisesti, on ¢=nr/2-(0+a) (osoital)

a = 20. 0 Degr ee;

V =10000; (%l &ht dnopeus netrei na sekunni ssax)

o= (©O+a) -n/2;

v0 =V {Cos[¢], Sin[é]};

Vektoria vy on hieman suurenneltava, jotta se nékyisi Maan mittakaavassa.

g0 = Show[Graphics[Circle[{0, 0}, R]],
Graphi cs[Point [r0]], Graphics[Arrow[{r0O, r0+200v0}]], Axes -» True]

—6.x10° -4.x10° -2.x10° L 2.x10°  4.x10°  6.x10°

—2.x10°

L 8hdetéan ratkai semaan yhtél 6itéd. Kannattaa aloittaa pienesté T:n arvosta (jos esim. kappaleen lentorata vie Maan keski pistee-
seen, NDSolve kaatuu).
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T =18000; (%l ent oai ka sekunt ei nax)
val = {m- 10000, y - 0.0};
sol =Fl atten[NDSol ve[{eqgx, eqy, x[0] =r0O[[1]], Y[0] ==rO[[2]]1,
X' [0] =vO[[1]], y' [0] =vO[[2]1} /. val, {x[t], y[t]}, {t, O, T}11;
{X[t_1, Y[t_1}={x[t], y[t1} /. sol;
Show[gO, ParametricPlot [{X[t], Y[t]1}, {t, O, T}, AspectRatio->1]]

—25x%10

Ilman vastusvoimia kappaleen lentorata on ellipsi, jonka toinen polttopiste on Maan keskipisteessé. Jotta kappale palaisi
| &htopisteeseensd, on [&htdnopeuden oltava Maan pinnan suuntainen (muuten kappale térméisi Maan pintaan jossain muualla

kuin 18htopisteessa -- laskennallisesti kappale voi tietenkin matkata alueessa jossa etéisyys Maan keskipisteestd on <R).
Kirjoitetaan ratkaisuprosess omaksi funktiokseen, jonka argumenit ovat

0 |ahtopaikan leveysaste

o |&hténopeuden suuntakulma
\% |&htdnopeus

m kappaleen massa

y kitkakerroin

T

lentoaika
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raketti[6_, a_, V_, nD_, yO_, T_]:=
I\/bdule[{d:, ro, v0, X, Y, egx, eqy, g0},

¢=6+a—7r/2;
r0 =R {Cos[e], Sin[e]};
v0 =V {Cos[¢], Sin[¢]};
g0 = Show[Graphi cs[Circl e[{0, 0}, R11,
Graphi cs[Point [r0]], Graphics[Arrow[{r0O, r0+200v0}]], Axes -» True];

GM Y

eqx =x' ' [t] = - —X[] - =X IRy () XIS
(x1t12+y[t1%) m
GM Y

eqy =y [t]=- — It - =X eyt 10 s
2 m

(x1t1? +y[t1?)
val = {m-n0, y - y0};
sol =Fl atten[NDSol ve[{eqgx, eqy, X[0] ==r0O[[1]], Y[O] ==rO[[2]],
X' [0] =vO[[1]], ¥y' [0] =VvO[[2]]1} /. val, {x[t], y[t]}, {t, O, T}1I;
(X[t _1, YIt_1}={x[t], y[t1} /. sol;
Show[g0, ParametricPlot [{X[t], Y[t]1}, {t, O, T}, AspectRatio->1]]

]

raketti [60. 0 Degree, 0.0 Degree, 10000, 10000, 0.0, 20000]

5.x 10°

-15%10"  -1.x10" 5.x 10°

m b)joo kitkavoimaa

Otetaan kayttoon epérealistinen malli kitkavoimalle (kitkakerroin on sama riippumatta etéisyydestéd Maan pinnasta).
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raketti [60. 0 Degree, 20.0Degree, 15000, 15000, 0. 001, 6500]

Raketti e plaaa |ldhttpaikalleen mill&8n parametrien arvoilla (kitkavoima k&éntaé sen kulkusuunnan aina Maan keskipistetté
kohti).

m b-ekstra) parempi kitkavoima

Muutetaan hieman kitkavoiman lauseketta, muodostetaan voima joka heikkenee kun raketti loittonee Maasta. Heikkeneminen
vois ollavaikkamuotoa 1/ (r(t)/R) (tdysin hatusta vedetty).

raketti2[e_, a_, V_, nD_, ¥0_, T_]:=
Nbdule[{d:, ro, vo, X, Y, eqx, eqy, go0},

p=60+a-m/2;
r0 =R {Cos[e], Sin[e]};
v0 =V {Cos[¢], Sin[¢]};
g0 = Show[Graphi cs[Circl e[{0, 0}, R11,
Graphi cs[Point [r0]]1, Graphics[Arrow[{r0O, r0+200v0}]], Axes -» True];

cax =X (] = GM N VX [t12 ey 12 .
ax = - (xt 5 {12132 m > > '
[t1°+y[t1%) X124y t] /R
3 GM v VX Pey 2
eqy =y ' [t]=- yIt] - — y It

3/2
(xrt12+yt1?) m\/x[t12+y[t12/R

val = {m->nD, y- y0};
sol =Fl atten[NDSol ve[{eqx, eqy, X[0] ==r0O[[1]], Y[0] ==rO[[2]],
X" [0] =vO[[1]1], y' [0] =vO[[2]1} /. val, {x[t], y[t1}, {t, O, T}11;
{X[t_1, YIt_1}={x[t], y[t1} /. sol;
Show[g0O, ParanetricPlot [{X[t], Y[t]1}, {t, O, T}, AspectRatio->1]]

]
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raketti 2[60. 0 Degree, 20. 0 Degree, 15000, 15000, 0. 001, 13000]

raketti 2[60. 0 Degree, 0.0 Degree, 15000, 12000, 0.001, 4000]

.x 107

m b-ekstra2)
Lisdks voitaisiin lisdta yhta 6ihin tyontdvoima, esim.
ft fo v(t), kunpolttoainettaon jéljella
- { 0, kun polttoaineon loppu
Nyt ratkaisussa olisi méaréttava polttoaineen méard alussa m ja polttoaineen palonopeus ¢ (kg/s). Kappaleen massa olisi
myds g an funktio:
my—ct, kunt<m/c
m) =
my—m, kunt=m,/c
m / ¢ on siis se g anhetki, kun polttoaine loppuul.
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2

Muodostetaan differenssiyhtal6t. 1lman kitkatermia niista saadaan eksplisiittisesti ratkaistua xj,1. Kitkatermin kanssa on
ké&ytanndssa turvauduttava numeeriseen yhtél on ratkai suun, esim. FindRoot-funktioon.

X1 =2X X1 X y X1 =%1\2 (Ve %12 X=X
2 =GM (xz+y_2)3/z o \/( 2h ) +( 2h ) 2h
I

Yis1=2Yi+Yi1 Yi Y %ip1%-1\2 Yir1—Yic1 2 Yir1—Yie1
= = -GM ———+ < \/( ) + ( )
2 32 m

h (’92+in) 2h 2h 2h

Ratkai staan ndma ensin ilman kitkatermeja. Alkunopeus ja-paikka:

6 = 60. 0 Degr ee;
r0=R{Cos[e], Sin[e]};
V = 5000;
a = 20. 0 Degr ee;
v0 =V {Cos[a], Sin[al};
g0 = Show[G aphi cs[Circl e[{0, 0}, RI1,
Graphi cs[Point [r0]], Graphics[Arrow[{r0, r0O+200v0}]], Axes - True];

Ajanhetket, joilla ratkai sua etsitéan:

i=1;
While[t[i]1<T, i+ t[i]=t[i -1]+h]:
n=i;

Alkuehdot ratkaistaville funktioille:

Cear [Xx, Yyl

X[1]1=rO[[1]]; y[1] =rO[[2]];
X[2] =x[1] +vO[[1]] h;

y[2] =y[1] +vO[[2]] h;

Ratkaisuprosessi voidaan keskeyttdd, jos kappal e péétyy Maan sisaén.
Do

{X[i +171, y[i +11} =
{x[i +171, y[i +11} /.

i +1]-2xTJi i -1 GMX i
Fi ndRoot [{X[I +1] X[2I]+X[I ]+ X[I1] _ N
h (x1i 1% +y1i 12)
yli+11-2yfin+yli -11 GMy [i ] 3 }
h (xti 12 +y1i 12)*"

X[ +11, x[i 1} I +10 v 3
If [Norm[{x[i], Y[il1}] <R Break[]],
i, 2 n—l}]//QJiet;
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Show[gO, ListPlot [Table[{x[i], y[i1}, {i, 1, n}1]1]

—6.x10°
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