Harjoitus 12 -- Ratkaisut
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Ratkaistava yhtal 6
eq=y'"' [x]+k?y[x] =0;

Ratkaisuvalin pituus voi olla mita tahansa (oltava numeerinen, jos kaytetéén NDSolvea)
L=1.0;

Adltoluku k = ZT” missaA = n % n kokonaisluku (td&ma on tarkka ratkaisu, oletetaan, etta téta ei tiedetd). "Arvataan”
k1l =8.0;

Ratkaisuprosessi: ratkaistaan yhtél6 alueessa [0, L /2] reunaehdoilla y(0) = 0 jay' (0) = 1, jaalueessa[L /2, L] reunaehdoilla
y() =0jay' (L) = 1 (ensin +1)
yo[x_] =
y[x] /. Flatten[NDSol ve[{eq /. k - k1, y[0] ==0.0, y' [0] =1.0}, y[x], {X, 0.0, L/2}11;

yo[X_] =Yy [x] /. Flatten[NDSol ve[{eq /. k - k1, y[L]=0.0, y' [L]=1.0}, y[x], {X, L/2, L}11;
Show[Pl ot [yO[x], {x, O, L/2}1, Plot [yeo[x], {X, L/2, L}], PlotRange » Al l ]
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Ratkaisun hyvyytta voi arvioida erotuksen yo(L /2) — y.(L/2) avulla. Huom. nyt funktioiden derivaatoilla on aina sama arvo
pisteessa L/2.
yO[L /2] -yw[L/2]

-0. 189201

Toinen alkuarvaus vélinpuolitusmenetel maa varten:
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k2 =5.0;
yO[X_] =

y[x] /. Flatten[NDSol ve[{eq /. k » k2, y[0] ==0.0, y' [0] =1.0}, y[x], {X, 0.0, L/2}11;
yo[X_] =Yy [x] /. Flatten[NDSol ve[{eq /. k k2, y[L]=0.0, y' [L]=1.0}, y[x], {X, L/2, L}11;
Show[Pl ot [yO[x], {X, O, L/2}], Plot [yeo[Xx], {X, L/2, L}], PlotRange » All]
YO[L /2] -yowo[L/2]
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Kirjoitetaan erotuksen lasku omaksi funktiokseen:
Cl ear [A]

Alx_] :=Mdul e[{},
g0 = Fl atten[NDSol ve[{eq /. kK >k, y[0] ==0.0, y' [0] ==1.0}, y[x], {x, 0.0, L/2}11;
yo[x_1 =yI[x] /. q0;
gwo = Flatten[NDSol ve[{eq /. k»x, y[L]1=0.0, y' [L] ==12.0}, y[x], {X, L/2, L}11;
Yo[X_]1 =Yy [X] /. Qoo;
yO[L/2] -yw[L/2]]

A[8.0]
A[5.0]

-0. 189201

0. 239389

Etsitéddn funktion A nollakohta (yht& 6n ominaisarvo) tarkkuudella 1/2000000:

Vihi | e[Abs [k1 - k2] > 10°°,
k1l +k2
0= )
2
I'f [a[kO] A[k2] <O, k1 =kO, k2 = kO]];
kO
6. 28319

Kirjoitetaan vélinpuolitusmenetelméa omaksi funktiokseen:

bi section[f_, a_, b_] :=l\/bdu|e[{zl, z2},

z1 =a;
z2 =b;

Vihi | e[Abs [21 - 22] > 10°°,
z1+22
2
I ff[z]f[z2] <O, z1=2, 22=z]];

Z];

Z =
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bi section[a, 5.0, 8.0]
bi section[a, 8.0, 14.0]

6.28319

12. 5664

Vastaava ominaisfunktio. Normitetaan ratkaisu niin, etti sen suurin arvo on 1. Téta koodia voisi véhan optimoida.
Renove [pl ot sol uti on]

plotsolution[x_, h_]:=Mdule[{},
g0 = Fl atten[NDSol ve[{eq /. k »x, y[0] =0.0, y' [0] ==1.0}, y[x], {X, 0.0, L/2}11;
yo[x_] =y[x]1 /. q0;
geo = Fl atten[NDSol ve[{eq /. k »x, y[L]=0.0, y' [L] =1.0}, y[x], {X, L/2, L}11;
Yyoo[X_1 =Y[X] /. qe;
n[x_1:=y0[x]/; 0sx=<L/2
niX_1:=yw[Xx] /; L/2<xsL;
nmax = Part [NMaxi mi ze[n[x], x], 11;
€[x_1 =n[x] / nmex;
Show([Pl ot [£[x], {X, O, L}, PlotStyle- Hue[h], Pl otRange » Al ]]
1

pl ot sol uti on[kO, 1]
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Lahdetdan etsiméan lisaé ratkai suja. Edetédn ykkosen pituisin askelin kohti suurempiak:n arvoja. Jos kahdella perakkaisella
k:llalasketut A:n arvot ovat erimerkkiset, kaytetédan valinpuolitusmenetel maa.

kl=1.0;

i =1;

Wil e[i <10,

I f[a[kl] A[Kk1+1.0] <0, x[i] =bisection[a, k1, k1+1.07; i ++];
k1l +=1.0;

1

Kymmenen ensimméistd ominaisarvoa (ne ovat 2r:n véein):

?k
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d obal " x
x[1] = 6.28319
x[2] = 12. 5664
x[3] = 18. 8496
x[4] = 25. 1327
x[5] = 31. 4159
x[6] = 37. 6991
x[7] = 43. 9823
x[8] = 50. 2655
x[9] = 56. 5487

x[10] = 62. 8319

Do[g[i]=plotsolution[x[i], i /41;, {i, 4}]
Show[Tabl e[g[i ], {i, 4}]1]

1.0+

05

_05

—10[

Etsitd8n seuraavaksi reunaehtoa y' (L) = —1 vastaavat ratkaisut. Nyt kdy niin, ettd funktioiden yg jay., arvot pisteessa L/2
ovat aina samat, joten riittéa vertailla derivaattojen arvoja.

Z[x_]:=Modul e[{},
g0 = Flatten[NDSol ve[{eq /. k »x, y[0] ==0.0, y' [0] ==1.0}, y[x], {x, 0.0, L/2}11;
yO[x_1=y[x] /. q0;
gwo = Flatten[NDSol ve[{eq /. k »x, y[L]=0.0, y' [L] ==-1.0}, y[x], {x, L/2, L}11;
Yo[X_1 =Yy I[X] /. qo;
y0' [L/2] -y®' [L/2]]

kl=1.0;

i =1;

Wil e[i <10,

If[=2[k1] =[k1+1.0] <0, A[i] =bisection[=, k1, k1+1.01; i ++];
k1l +=1.0;

1

Adltoluvun arvot ovat taas 2r:n vélein, mutta alkaen télla kertaam:sté. (L:n matkalle mahtuu n+1/2 aallonpituutta)

?A
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d obal “
A[1] =3.14159
A[2] = 9. 42478
A[3] = 15. 708
A[4] =21.9911
A[5] =28.2743
A[6] = 34.5575
A[7] = 40. 8407
A[8] =47.1239
A[9] = 53. 4071

A[10] = 59. 6903

plotsolution2[x_, h_]:=Mdule[{},
g0 = Fl atten[NDSol ve[{eq /. k »x, y[0] =0.0, y' [0] ==1.0}, y[x], {X, 0.0, L/2}11;
y0[x_1=yI[x] /. q0;
goo = Fl atten[NDSol ve[{eq /. k »x, y[L] =0.0, y' [L] =-1.0}, y[x], {X, L/2, L}11;
Yyo[X_]1 =Yy[X] /. qu;
nix_1:=y0[x]/, 0sx=<L/2
niXx_1:=Yyeo[X] /; L/2<Xx<L;
nmax = Part [NMaxi mi ze[n[x], x], 11;
€[X_1 = n[X] /nnmex;
Show([Pl ot [£[x], {X, 0, L}, PlotStyle-Hue[h], PlotRange - Al |1]]
]

Do[g[i] =plotsolution2[A[i], i /41;, {i, 4}]
Show[Tabl e[g[i ], {i, 4}1]
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Sama differenssimenetelmalla

Taulukko x:n arvoista, joilla ratkai sua etsitédn: (luodaan pariton mééré pisteitd, jotta niista voidaan maéréta keskimmainen,
jossa ratkaisun hyvyytté voidaan tutkia

C ear [Xx, Y]
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x[n] -x[1]

n-1
Do[x[i]=x[1]+ (i -1)h, {i, 2, n-1}]

n=101; x[1] =0.0; x[n] =L; h=

Differenssiyhtd ¢:
Yie1=2Yi+Yio1

= +Kk2y; =0,

josta
Yie1 = (2= 02K Yi = Vima
Ratkaisu yhdelle k:n arvolle, reunaghdollay' (L) = 1

y[1]1=0.0; dy0O=1.0; y[2] =y[1] +dyOh;
y[n] =0.0; dyL=1.0; y[n-1] =y[n] -dyLh;

Funktion asrvojen erotus valin keskipisteessi, | = “;—1 on

YoX) = Yoo X) = (2= W2 K2) Vi1 = Y12 — (2= M2 K2) Vi1 + Vi
= (2= P2 K?) (Yi-1 = Yis1) — (Vi—2 — Yi+2)

Do
ylil=(2-h?K?)y[i -11-y[i -2];
y[n-i +1] = (2-h*k?)y[n-i +21-y[n-i +3];,

e 2.1y

(xfunktion arvojen erotus keski pi st eessax)
(2-h2K?) (vl =11 -yl +11) - (Y[l =21 -y [l +2])
-0. 100477

ListPlot [Tabl e[{x[i], y[i1}, {i, 1, n}]]
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Kerdtéan kaskyt funktioiksi. N&issa kédytetdan koko ajan samaa resol uutiota ja samoja reunaehtoja.



ad[k_] : = Modul e[{},
Do
ylil=(2-h?K?)y[i -1]1 -y[i -2];
yln-i +1] = (2-h?k?)y[n-i +2] -y[n-i +31;,
) n-1 _
{|,3, > +1}],
(2-h2K2) (vl -11-y[l +11) - (Y[l =21 -y [l +2])

]:

plotd[k_] : = Modul e[{},

Do
ylil=(2-h?K?)y[i -1]-yI[i -21;
yln-i +1]1 = (2-h?Kk?)y[n-i +2] -y[n-i +31;,
) n-1 )
{in s > +1}];
Li stPlot [Tabl e[{x[i ], Y[i1l}, {i, n}], Joined->True]

]

Ad[12. 0]
Ad[15. 0]

-0. 0460749

0.125744

Vé&inpuolitusmenetel ma

pl otd[bi section[ad, 12.0, 15.0]]

0.05+

-0.05+
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