763315A ATK2 — Numeerinen Mallintaminen 29.2.2008

Numeriikkaa

Interpolointi ja funktioiden approksimointi

e Motivaatio

— funktion arvot tunnetaan vain a#rellisessd pistejoukossa

— funktion arvojen laskeminen on tyolasté

e Oletetaan, ettd funktion f arvot tunnetaan pisteissa x;,7 = 1,...,n. Merk-
itddn f(x;) = f;. Pisteitd (z;, f;) sanotaan datapisteiksi (esim. mittaustu-
loksia).

e Interpolaatio tarkoittaa funktion arvojen médrittamistd pisteissd z: z; <
r<Zig1,t=1,...,n—1.

— Jos halutaan laskea f(z), kun = < x; tai x > x,, kyse on ekstrapolaa-
tiosta. T&lloin yleensd arvataan funktion kiyttdytyminen ja sovite-
taan arvattu malli dataan “mahdollisimman hyvin” (tdstd my6hem-
min lisdd).

— Interpolaatiota tai funktioiden approksimointia tarvitaan esim. funk-
tion integraalia laskettaessa, tai yleensdkin jos funktiota tarvitaan

jossain laskussa ja joko siitd ei tiedetd tarpeeksi tai se on hankala
késitell.

e Funktiota voidaan approksimoida polynomilla, esim.

n n T — T
pi)=> fi 1] —=
=1 Li — irj

=1 j=lj#i"'

Huom. yo. polynomi on astetta n — 1.

Tehtdvd: osoita, ettd p(z;) = fi, i =1,...,n.

Polynomi on helppo laskea ja kisitella.

Polynomi on jatkuva ja ddrettomén monta kertaa derivoituva.

— Suurilla n:n arvoilla polynomi oskilloi voimakkaasti



In[534]:= a=Table[{x, Exp[—xz]}, {x, -2, 2, 0.05}] // N;
b = InterpolatingPolynomial [a, x];
plot [{Exp[-%*], b}, {x, -2.1, 2.1},
PlotRange - {0, 1}, AxesOrigin - {0, 0}, ImageSize - Small]

1,

out[536]=

— Ei sovellu ekstrapolaatioon
e Paloittainen interpolointi

— Funktiota f approksimoidaan jokaisella valilld x; < = < x;41 eri
funktioilla, merk. f(z) = ¢;(z), kun z; <z < ®jy1,i=1,...,n— L.

— Interpoloiva funktio on nyt paloittain méaritelty

q1(x), 1 <x< Iy
To < x < X3

Q) =4 ©) 1)

Qn—l(x)7 Tp—1 < T < Tp

— Funktiot ¢; voivat olla esim. polynomeja, yksinkertaisimmillaan vakio-
tai lineaarisia funktioita.
In[408]:= a = Table [{x, Sin[x]}, {x, 0, 2, 7/ 3}];
b = Interpolation [a, InterpolationOrder - 1];
Plot [{Sin[x], b[x]}, {x, 0, 2}, ImageSize - Small]
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— Jos ¢; ovat suoria, ts. ¢;(x) = a;(x — ;) + b;, i = 1,...,n, kertoimet

a; ja b; saadaan médrattyd suoraan funktion arvoista: ¢;(x;) = f;.

— Jos ¢; ovat korkeamman asteen polynomeja, tarvitaan lisdehtoja.
Usein vaaditaan esim. interpoloivan funktion derivaatan jatkuvuus
pisteissa x;.

— Paljon kiiytetty interpolaatio on ns. luonnollinen kuutiollinen spline,
jossa kukin ¢; on 3. asteen polynomi, ja Q' ja Q" ovat jatkuvia, kun
1 < x < Tnp, ja Q//(wl) = Q//(wn) =0.



— Mathematicassa em. spline-sovitus antaa parametrisen kiyran.
<< Splines’
s = SplineFit [a, Cubic];
ParametricPlot [s[x], {x, 0, 2 7},
ImageSize - Small,
AspectRatio - 1/ GoldenRatio ]
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— Paloittain maaritelty interpolaatiofunktio kiyttdytyy datapisteiden
véleissd paremmin kuin yksi polynomi, sill§ polynomin aste pysyy
kurissa.

e Huom. téssé jatetddn paljon hienouksia, kuten virheen arviointia, pois.
Lisétietoa 10ytyy muista numeriikan kursseista.

Derivointi

e Jos funktion lauseke on tiedossa, derivaatan likiarvo saadaan suoraan

madritelmasti: 1 B - )
z) = lim 2EEN 7 I

@) = Jimy h
valitsemalla h:n arvo halutun tarkkuuden mukaan.

e Funktion f derivaatoille voidaan johtaa likima#raisia lausekkeita f:n Tay-
lorin sarjasta

e Oletetaan jélleen, ettd funktion arvot tunnetaan pisteissd x;, i =1,...,n,
f(x;) = fi. Oletetaan lisiksi, ettd pisteet x; ovat tasavilein, ts. z;41 —2; =
h,i=1,...,n—1.

— 1. derivaatalle saadaan tarkempi arvio:

/ _ fir1 — fim Lo .
f(xi)—T—gf (xl)h2—|—... (2)
— 2. derivaatta
it1 — 2fi + fi
' (x;) = fii hJ; i1 %f(4)($i)h2 — ... (3)



— 3. derivaatta

_ fiva —2fic1 +2fic1 — fi—a
2h2

1
f" (1) - Zf(5)(xi)h2 +.. @
— ja niin edelleen...Funktion n:nnen derivaatan arvon laskemisessa
tarvitaan funktion arvo n + 1 pisteessa.

— Tehtivd: Todista yo. kaavat (kynilld ja paperilla) lihtien f:n Taylorin
sarjasta.

In592)= £[x_] :=Exp[0.2 x] Sin[x]; n =16; Clear [t];
t[l] = 0; t[n] =27;

t[n] -t[1]

Do[t[i]:t[1]+(i—1) — {4 2,n—1}];
oo

h=t[2] -t[1];

E[t[i+1]] - £[t[i-1]]
df = Table [{t[i], — }

i, 2, n-l}];

E[t[i+1]] -2 £[t[i]] + £[t[i-1]]
ddf:Table[{t[i], - }
h

{i, 2, n-1}];
F[t[i+2]] -2 £[t[i+1]]
.

dddf = Table[{t[i],
2h3

2 f[t[i-1]] - £[t[i-2]]

}, {i, 3, n—2}];

2hl

In[599):= gl = Show [ListPlot [df], Plot [f'[x], {x, 0, 2x}]];
g2 = Show [ListPlot [ddf], Plot [f''[x], {x, 0, 27x}]];
g3 = Show [ListPlot [dddf], Plot [f£''' [x], {x, 0, 2m}]];
GraphicsArray [{gl, g2, g3}]

: : A
e

e Derivaatan arvon laskemiseksi datapisteiston reunoilla, f'(z1) ja f'(x,),
tarvitaan reunaehtoja, esim. f(z1 — h) = f(zn, +h) =0.

e Derivaattafunktiolle saa approksimaation my6s interpoloimalla datapis-
teitd ja laskemalla interpoloivan funktion derivaatan.
Integrointi

e Tarkastellaan funktion f m&irittys integraalia yli vélin [a, b]. Tavanomai-
nen (Riemannin) integraali maaritelladn karkeasti ottaen “Riemannin sum-



mien”

n—1

> Ft) (@i — )

i=1
raja-arvona, kun vélin [a, b] jakoa osavéleihin [z;, z;11] tihennetddn. Téssa
x1=a,x,=bjat; €x;,xip],i=1,...,n—1.

e Olkoon taas x;41 —x; = h,i=1,...,n—1jamerk. f(z;) = f;. Yksinker-
taisin approksimaatio integraalille saadaan kiinnittamalla ylla ¢; = x;:

n—1

/ nf(x)da:thfi
1 i=1

e Parempia approksimaatioita mairétylle integraalille saa interpoloimalla
funktiota f paloittain méiritellylld funktiolla (ks. kaava (1)).

— Jos g; ovat 1. asteen polynomeja, ¢;(x) = a;(x — x;) + b;, saadaan ns.
puolisuunnikassadnto:

n—1 n—1
o N Jitfiti N I
/zl f(x)dsr:rvhi; 5 = 2+;:2fz+2
Tehtdvd: Todista yo. kaava!

— Jos f:34 interpoloidaan kehden wvdilin yli ulottuvilla toisen asteen
polynomeilla, saadaan ns. Simpsonin kaava:

/ ’ f(z)dz ~ g (fi+4fo+2fs+4fs+ ... +2fno+4fn1+ fn)

e Numeerinen integrointi on oma taiteenlajinsa. Tdma4 oli vain alkua.



X

nR92= £[x_] := ; n=21; Clear [t];

1+ x?
t[l] =0; t[n] =4;

t[n] - t[1]
Do[t[i] St[1]+ (i-1) — " (i, 2, n—l}];
n-1
h=t[2] -£[1];
nB39%6)= g[x_] := (For[i=1;gx =0, i<n, i++,

If[x2t[i] &&x<t[i+1], gx=£[t[i]];
Break]]; gx)

In[397]:= j = Interpolation [Table [{t[i], £[t[i]]}, {i, 1, n}],
InterpolationOrder - 0];

Inf401:= g1 = Plot [{£[x], g[x]}, {x, t[1], t[n]}];
g2 =Plot [{£f[x], j[x]}, {x, £[1], t[n]},
PlotRange - {0, 0.5}];
GraphicsArray [{gl, g2}]

0.5
0.4
0.3
outf403l= ¢,

0.1

Jostain syystd Mathematica ei laske paloittain méaritellyn funktion inte-
graalia oikein.

k[x_] := For[i:O; kx =0, i <n, i++,

If[xzt[i] s&x<t[i+l],

fle[i+1]] - £[t[i]]
kx = " (x-t[i]) + £[t[i]1];

Break] ] ; kx]

flt[i]] + £[t[i+1]]

In[431]:= hNSum[ , {1, 1, n—l}]

2
hNSum[£[t[i]], {i, 1, n-1}]
NIntegrate [j[x], {x, 0, 4}]

Out[431]= 1.40235
Out[432]= 1.35529

out[433]= 1.44941



Funktion sovittaminen dataan

e Motivaatio

— etsid parametreille sellaiset arvot, etté teoreettinen malli vastaa havain-
toaineistoa

e Esim. mitataan jonkin elektronisen komponentin 1dpi kulkeva virta I sen
paiden vilisen jinnitteen V funktiona. Jos oletetaan, ettd komponentti
noudattaan Ohmin lakia, V' = RI, tehtdvini on mairittaa sellainen resis-
tanssin R arvo, ettd funktio V(I) vastaa havaintoaiheistoa (V;, I;) mah-
dollisimman hyvin.

e Paljon kiytetty sovitusmenetelmé on pienimmdn neliésumman menetelmd.
Olk. havaintoaineisto (z;, y;), % = 1, ..., n. Pienimmé&n nelidsumman mene-
telméssa etsitddn funktio f, jolle

n

> (i) —w)?

i=1
saa pienimman arvonsa. Huom. ei vaadita, ettd funktio f kulkisi yhdenkddn
datapisteen kautta.

e Esim. f(z) = ax + b. Merk.
S = Z(awi +b— ).
i=1

Derivoidaan tdmaé a:n ja b:n suhteen, asetetaan derivaatat nolliksi ja ratkaistaan

a ja b:
1Ssy — 545,
NSy, — S2
b SySzz — SzSzy
nSyy — S2

missd S, = > @i, Sy = D Ui, Sex = D27 ja Spy = > w;y;. Tehtivi:
Laske yo. laskun vélivaiheet!
In629):= a = Table [{n, Prime [n] + Random [Integer, {-2, 2}]}, {n, 1, 10}];
y = Fit[a, {1, x}, x];
Show [ListPlot [a], Plot [y, {x, 1, 10}]]

30?—
25 —
20;
out[s31]= 15 —
10f
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e Jos halutaan origon kautta kulkeva suora, merkitddn vaan f(z) = ax ja
lasketaan yo. lasku uudestaan. Tee tamd!

e Sovitettava funktio voi periaattessa olla minki muotoinen tahansa.

e Sovituksen hyvyyttd voidaan (ja pitdisikin) arvioida tilastollisesti. Téssé
kurssissa siihen ei puututa.

Yhtaloiden ratkaiseminen

e Mathematicalla onnistuu analyyttinen yhtédloiden ratkaisu kétevasti.
— Muotoa
™ + an_12" P+ ... fax+ag=0

olevilla yht&l6illa on aina n kappaletta (kompleksista) juurta. Jos a;
ovat kokonaislukuja ja n < 4, yhtalolle on olemassa ratkaisukaava.

In[638]:= Solve [{x2 +2y+1=0, x+y == 2}, {x, y}]
out3gl= {{y—»1-21i, x-1+21i}, {y->1+21, x->1-21}}
— Lineaarisia yhtaloryhmis voidaan ratkaista lineaarialgebran keinoin.

Solve[{x+2y-22=1, -x+2y+3z=
_2y+3z== _1}1 {xl Y, z}]

1 2 -2 1
m=|-1 2 3 |; b= 2 |;
0o -2 3 -1

LinearSolve [m, b] // MatrixForm

’

1 5 1

Out[649]= er —o y - P z > 7}}

Out[651]/MatrixForm=
1

7

gk Qo

e “Hankalan” mallisille yhtéloille, esim. « = tan x, voidaan etsid likim&&rai-
nen ratkaisu. Kirjoitetaan yht4lé muotoon f(z) = 0. Kumpikin seuraavista
menetelmistd nojaa johonkin alkuarvaukseen yhtdlon ratkaisulle. TAmé&
arvaus voidaan etsié vaikka graafisesti, lukemalla funktion kuvaajasta, tai
ehk fysikaalisilla argumenteilla.

e Newtonin menetelmé. Olkoon zg alkuarvaus, ts. f(z) on itseisarvoltaan
(mielellddn) pieni.

— Piirretdan funktiolle tangentti pisteeseen (xq, f(xo)):

y = f'(zo)(x —x0) + f(20)



— Lasketaan tangentin ja z-akselin leikkauspiste x1:

f(ivo)
f' (o)

— Piirretddn funktiolle tangentti pisteeseen (z1, f(x1)), lasketaan tan-
gentin ja z-akselin leikkauspiste xo, ...

T =g —

— Niin saadaan jono parempia arvioita funktion nollakohdalle:

Loy L1y L2y«

Jono katkaistaan pisteessd xy, kun f(x) on itseisarvoltaan riittavin
pieni.

— Jos pisteeseen (x;, f(x;)) piirretty tangentti on liian loiva, seuraava
piste (z;41, f(zi+1)) voi olla kaukana tarkasta ratkaisusta.

— Newtonin menetelm3 ei suppene epajatkuvuuskohtaan.

— Jos funktiolla on paikallinen minimi ennen nollakohtaa, algoritmi voi
jaada pyOrimédn tdmin minimin ymparille.
— Jos funktio on sopivalla tavalla symmetrinen nollakohtansa suhteen,
algoritmi voi jadda pyorimisn nollakohdan ympérille.
— Huom. Newtonin menetelmé vaatii funktion derivaatan laskemisen
c={{0, 1}, {1, 0}, {0.5, 0.3}, {1.5, -0.1}};
t = Interpolation [c];
y = 0.4; (*xalkuarvaus *)
g[0] = Graphics [{Line [{{y, 0}, {y, tly]}}],
Text [xo, {y, -0.05}1}1;
Do [
g[i] =t'[y] (z-y) +t[y]; (*z on muuttuja=x*)
y =z /. Flatten [Solve [q[i] == 0, z]];
g[i] = Graphics [{Line [{{y, 0}, {y, t[y]}}],
Text [x;, {y, -0.05}]}1;,
{i, 1, 3}]
Show [Plot [t[z], {z, O, 1.2}, PlotStyle - Thick],
Table [Plot [q[i], {z, O, 1.2}], {i, 1, 3}],
Table [g[i], {i, 0, 3}], Ticks - None]

Out[699]=

\
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e Vilinpuolitusmenetelmé. Olkoon [a, b] vili, jonka paitepisteissd funktio f
saa erimerkkisen arvon: f(a)f(b) < 0. Oletetaan, ettd f on jatkuva, jolloin
on olemassa z € [a,b]: f(z) =0.

— Lasketaan funktion arvo vilin keskipisteessd, merk. x; = “T*b

— Jos f(a) ja f(x1) ovat erimerkkiset, funktiolla on nollakohta valilla
[a,z1]. Jos taas f(b) ja f(x1) ovat erimerkkiset, nollakohta on vélilla
[1,b]. Oletetaan tassi, ettd f(a)f(z1) <O.

— Merk. z; = 255 lasketaan f(z2) ja valitaan se osavéli ([a,z2] tai
[z2,21]), jonka pAitepisteissd funktiolla on erimerkkiset arvot.

— Puolittamalla tarkasteltava vili joka askeleella, saadaan jono arvioita
funktion nollakohdalle:
Zo,T1,T2,- -

Jokainen z; on sellaisen vilin keskipiste, jolla f vaihtaa merkkidan,
ja jonka pituus on (b —a)/2"!

— Jono katkaistaan (algoritmi pdattyy), kun tarkasteltavan vélin pituus
on tarpeeksi pieni.

— Vilinpuolitusmenetelmi 16ytaé aina joko nollakohdan tai epéjatku-
vuuskohdan, ts. se suppenee aina, mutta on hitaampi kuin Newtonin
menetelma.

— Ei vaadi derivaatan laskemista.

c={{0, 1}, {1, -0.5}, {0.3, 0.5}, {0.7, -0.5}};
t = Interpolation [c];
a=0.2; b=0.9; (xalkuarvaukset a ja bx)
z=(a+b)/2;
g[0] = Graphics [{Text ["a", {a, -0.1}],
Line[{{a, 0}, {a, t[al}}]}];
g[1l] = Graphics [{Text ["b", {b, 0.1}],
Line[{{b, 0}, {b, t[b1}}1}1];
g[2] = Graphics [ {Text [xo, {2z, 0.1}],
Line[{{z, 0}, {z, t[z]}}]}];
Do [
If[t[z] >0, a=2z, b=2z];
z=(a+b)/2;
g[i] = Graphics [{Text [x;,, {2z, -0.1}],
Line[{{z, 0}, {z, t[z]}}]}],
{i, 3, 4}1]
Show [Plot [t [x], {x, 0, 1}, PlotStyle -> Thick],
Table [g[i], {i, O, 4}], Axes - True, Ticks - None]

out[620]=
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e Vilinpuolitusmenetelmad kiytetdin myohemmin reuna-arvoprobleemojen
ratkaisemisessa. Se sopii hyvin moneen ongelmaan.

11



Differentiaaliyhtalot

e Monia luonnonilmi6itd kuvaa jonkinlainen differentiaaliyhtald
— Radioaktiivinen hajoaminen:

AN
=N
dt

Ratkaisu on eksponentiaalisesti viheneva funktio. Hajoamisnopeuden
méarad hajoamisvakio .

— Newtonin liikeyht&l6t, esim. harmoninen oskillaattori:

d’z I dx

m—s = —kx — my—

at? Tt
Taméin ratkaisu on vaimenevaa virdhtelyi. Toinen esimerkki: Maan
vetovoiman alaisuudessa liikkuva kappale, joka kokee viliaineen vas-

tuksen:
mM

—Grmr(t) = (@) (2)
r(8)[?
Téama vastaa kolmea kytkettyd differentiaaliyhtalod (z(t):lle, y(¢):1le
ja z(t):le).
— Kirchhoffin lait virtapiireissd voidaan muotoilla differentiaaliyht316i-
den avulla. Esim. LR-piiri:

mr’(t) =

dl
L— I=V(t
A RI=V (1)

Jos piirissd on kddmi ja kondensaattori, sille kirjoitettu Kirchhoffin
laki muistuttaa hyvin paljon harmonisen oskillaattorin liikeyhtdloa.

— Eli6populaatioiden kilpailu

{ dTJ:;l = Ni(a — BN2)
% = Ng(’}/ — GNl)

Téssé kaksi populaatiota (suuruudet N (¢) ja Na(t)) kilpailevat saman
ympériston resursseista. Toisen populaation kasvu varjostaa toisen
menestymista.

— Kvanttimekaaniset todenn#kdisyysjakaumat:

T&ama on esimerkki differentiaaliyhtalosté, jolla on ominaisarve. Yhtalon
ratkaisuna saadaan ominaisarvo E ja sitd vastaava funktio ¢(x).

Analyyttinen ratkaisu

e Yksinkertaisten (yleensé lineaaristen) differentiaaliyhtéldiden analyytti-
nen ratkaisu hoituu Mathematicalla kitevésti.

12



In[86]:= P = DSolve [y" [x] +y'[x] ==-2 %2, vIx], x]
g =DSolve [{x'[t] +y[t] ==aExp[-t],
y'[t] +x[t] =bExp[-t], x[0] =0, y[0] =0},
{x[t], y[t]}, t]
r={a->1, b->2};
Plot [Evaluate [{x[t], y([t]} /. a/. r], {t, -1, 3}]

Out[86]= Hy[x} S -4x+2x%- 23—X3 -e*C[1] +c[2]}}

1
out[87]= {{x[t} > —et (—a+b+ae2t—be“+2at+2bt),
4

1
v[t] > -—e " (—a+b+ae2t—bezt—Zat—th)}}
4

oufgo= , ., , ., o, L/
-1 k 1 2 3

e Jos differentiaaliyhtélossa esiintyy n:nnen kertaluvun derivaattoja, sen
yleisessd ratkaisussa on n vakiota. Naméa vakiot voidaan maarité reunae-
hdoilla.

e Harjoituksissa esimerkkeja.

Numeerinen ratkaisu

¢ Differentiaaliyhtéloiden numeeriseen ratkaisuun on monia menetelmis. Téssa
kurssissa ei kilydd mitdan niistd kovin tarkasti 1api. Esitellasn niista erés
helppotajuinen ja yleisesti kiytetty.

e Differenssimenetelmissd differentiaaliyhtalossé esiintyvét derivaatat kor-
vataan likima#raisilli erotusosaméérilld (ks. kappale derivoinnista). Tarkastel-
laan esimerkiksi harmonisen oskillaattorin liikeyhtaloa:

d*x(t) dzx(t)
a2 T at

+ w?z(t) = 0, (5)

missd w? = k/m.

13



Alkuarvoprobleema

e Tarkastellaan yht#lon (5) ratkaisemista alkuarvoprobleemana, ts. olete-
taan, ettd systeemin tilanne (paikka ja nopeus) alussa on tunnettu, ts.
x(to) ja 2'(tp) on tunnettu.

e Muodostetaan yhtlo (5) pisteissd t;, i =1,...:

d*x(t) dzx(t)

+v— +w?z(t;) = 0.
dt? t=t; dt t=t;
Sijoitetaan tahdn yhtdloon derivaattojen approksimaatiot yhtaloistd (2)
ja (3): op t
Ti41l — 2T T Tj—1 Ti+1 — Ti—1 2
% + 7y 57 +wr; =0, (6)
missd 1 =1,....

e Yht#lo (6) on yhtalon (5) diskretdity versio, ts. differentiaaliyhtilss (5)
vastaava differenssiyhtdl.

e Yhtalosta (6) voidaan ratkaista x;+1 z;:n ja x;_1:n funktiona:

h h
(1- %)mi_l + (w?h? = 2)z; + (1 + —72 JTiv1 =0,
josta
1 2,2 vh
Tip1 = T <(2—w h=)z; + ( 5 = Dwiy

Oskillaattorin paikka hetkelld ;1 maaraytyy siis sen paikoista kahdella
aikaisemmalla hetkelld ¢; ja t;—1. Jotta yhtdlo voidaan ratkaista, oskillaat-
torin paikka on tunnettava kehdella ensimmaéiselld ajanhetkells.

e Yleisemmin: Jos yhtilossd esiintyy m:nnen kertaluvun derivaattoja, se
tarvitsee reunaehtoina x;:n arvot n pisteessa.

e Usein alkuehtona annetaan kappaleen paikka ja nopeus alkuhetkelld, ts.
x1 ja 2’ (t1). Talloin voidaan esimerkiksi approksimoida

T2 — X1

2’ (t) = P

josta saadaan zo ~ xq1 + 2’ (t1)h.

14



t[n] -t[1]
2= n=50; t[1] =0; t[n] =47, hs —
n-1

Do[t[i] =t[1l]+ (i-1)h, {i, 2, n-1}]
¥=0.1; w=1; x0=1; dx0 =0;
x[1] =x0; x[2] =x[1] +dx0 h;

1 h
Do[x[i]: {(Z—wzhz)x[i—l]+[L—1)x[i—2]),
2

Yh
1+ —
2

(i, 3, n}]
¢[r_] =yl[r] /. Flatten [DSolve |
{y''[xl+yy' [zl +0®y[r] =0, y[0] =1, y'[0] =0},
vizl, «]];
Show [ListPlot [Table [{t[i], x[i]}, {i, n}]],
Plot [¢[r], {r, O, t[n]}]]

1.0

0.5

out[68]=

-0.5

Kahden pisteen reuna-arvoprobleema

e Jos probleeman reunaehdot koskevat funktion kiyttdytymistd kahdessa
(voi olla useampikin piste, mutta rajoitutaan tissi kahteen) eri pisteessd,
edelld esitetty ratkaisumenetelm3 ei toimi, silld alkuehdoista ei saada suo-
raan ratkaistua funktion arvoa missidan pisteessa.

e Erds tapa on arvata ratkaisu ensimméisessd pisteessd, ja katsoa kuin-
ka paljon arvattu ratkaisu poikkeaa halutusta reuna-arvosta toisessa pis-
teessd. TAmén poikkeaman mukaan hiotaan arvausta. (ns. shooting method)
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73]~ p = DSolve [{y'' [x] +y'[x] = -2x*, y[0] =0},
yv[x], x] // Flatten

1
out[873]= {y[x} s-—e* (12e"x-6e x’+2e x> +3C[2] —3eXC[2}>}
3

In[874]:= (* ¥Y1lla annettiin 1. reunaehto, y[0]==0, joka maaraa
yleisest & ratkaisusta wvakion C[1]. Olkoon
toinen reunaehto y[2]==1. Yritet ddn etsid vakio C[2]
niin etta tuo ehto toteutuu*)

(*# Etsit&dan C[2] vadlinpuolitusmenetelm &ll&. Se vaatii
kaksi alkuarvausta , joista toinen antaa y[2]<1 ja
toinen y[2]>1 =)

(¥1. arvaus: C[2]=6%)

n=1;a=6; q[n]l[x_]=y[x]/.p/.C[2] »a;

g[n][2] // N

g[n] = Plot [gq[n] [x], {x, -0.2, 2.2}, PlotRange - All,

PlotStyle - {Hue[n/7]}];

(¥2. arvaus: C[2]=8%)

n++; b=8; q[n][x_]=y[x]/.p/.C[2] »Db;

g[n][2] // N

g[n] = Plot [gq[n] [x], {x, -0.2, 2.2}, PlotRange - All,

PlotStyle -» {Hue[n/7]}];

out[875]= —0.145345
out[878]= 1.58398

In[880:= (* Hiotaan arvausta véadlinpuolitusmenetelm &lla x)
c=(a+b)/2;
Do [
qn][x_] =y[x] /. p/.C[2] »¢c;
If[g[n][2] >1, b=c, a=c¢c];
c=(a+b)/2;
g[n] = Plot [gq[n] [x], {x, -0.2, 2.2}, PlotRange - All,
PlotStyle -» {Hue[n/7]}], {n, 3, 6}];

njss2)- Show [Table [g[i], {i, 5}], Graphics [Point [{2, 1}]],
Graphics [Text ["y[2]==1", {2.15, 1}]]]

2.5

2.0

out[882]=

S
n
I
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e Jos reunapisteet ovat “hankalia”, esim. singulaarisia pisteitd (nimittdjan
nollakohta tms.), tai reunaehtoina annetaan funktion asymptoottinen kdyt-
tdytyminen esim. ddrettémyydessa tai origossa, ei edelld kuvattu menetelma
valttamattd ollenkaan toimi. Parempi tapa on luoda yritefunktiot kumpaankin
reunapisteeseen erikseen ja sovittaa ndmé arvaukset yhteen jossain vilip-

isteessa.
Tallaisia yhtaloitd kannattaa tutkia analyyttisesti, esim. sarjakehitelmien

avulla.

Olkoon yhtalé muotoa

y'(r) + 27 —y(r)=0
ja reunaehtoina annetaan, ettd y(0) = 0 ja y(10) = 10~*. Muodostetaan
yhtaloa (7) vastaava differenssiyhtilo:

Yit1 — 2Yi + Yi— 2
= 72 1+(;—1>yi=07 (8)

2h?
Yit1 = (h2 t2-— ) Yi = Yi-1,

2

ts.

9)

missd y; = y(r;) ja 0 < r; < 10. Reunaehdoista saadaan siis y; = 0 ja yp,
10~%. Jos arvataan y:n derivaatan arvo pisteessd 71, ts. arvataan funktion
arvo pisteesséd ro, ja lihdetddn soveltamaan yhtdlod (9), ei valttaméatta

koskaan padsté toiseen reunaehtoon.
r[n] -r[1]

482 n =201; r[1] =0.0; r[n] =10.0; h = ;
n-1
Do[r[i] =r[l] +(i-1)h, {i, 2, n-1}]
y[1] =0.0;
a=0.1;
y[2] = a;
2 h?
Do[y[i] = [W*+2- ———|y[i-1] -y[i-2], {i, 3, n}]
r[i-1]

ListPlot [Table [{r[i], y[i]}, {i, 1, n}]]
(*¥a:ta vaihtamalla kuvaajan skaala muuttuu,

muoto pysyy samana )

0.8
L :N
L]
L %
06f y
. %
L]
outissgl= 04 §
025
| Il Il Il
2 4 6 8 10
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e Ylli esitetty ratkaisu voisi onnistuakin paremmalla resoluutiolla.

e Toiseen suuntaan ratkaisu saadaan onnistumaan kohtuu hyvin (tassé kivi

tuuri)
r[n] -r[1]
In602):= n=201; r[1] =0.0; r[n] =10.0; h= ——m;
n-1

Do[r[i] =r[1]+ (i-1)h, {i, 2, n-1}]

y[n] =10.07%;

b=2x10""%;
y[n-1] =b;
2 h?
Do[y[i] = [h2+2——Jy[i+1] —yli+2],
r[i+1]

{il n—2, 1! _1}]
ListPlot [Table [{r[i], y[i]}, {i, 1, n}]]

0.8

0.6

outfe0sl=
0.4

02
8 10

e Parempi ratkaisu saadaan arvaamalla funktion kiyttdytyminen kummas-

sakin reunapisteessd, ts. arvaamalla funktion arvot ys ja ,_1. Léhde-

taén ratkaisemaan yhtdlsa (9) lahtien kummaltakin reunalta ja sovitetaan

ratkaisut yhteen jossakin vilipisteessd, merk. r,,,. Kohti origoa kuljettaessa
yhtalosta (9) tdytyy ratkaista y;—1 y;n ja y;+1:n funktiona:

2

2h
Yi-1 = <h2 +2-— ) Yi — Vit (10)

K2

18



(* merkit d4an r[m]:114 sovituspistett & *)
m=30; y[1] =0.0;, al =0.09; y[2] = al;

2 h?
Do[y[i] = [h2+2— —] yli-1] -y[i-2],
r[i-1]
{i, 3, m}];
y[n] =10.07™*; b1 =1.7%107*; y[n-1] =bl;
2 h?
Do[y[i] = [h2+2- —] y[i+1] -y[i+2],
r[i-1]

{i, n-2, m+1, —1}];
Show [ListPlot [Table [{r[i], y[i]}, {i, 1, n}]],
Graphics [Line [{{r[m], 0}, {r[m], y[m]}}1],

PlotRange - All]

(#* al:n ja bl:n arvoja muuttelemalla funktiosta
saadaan (annetun resoluution rajoissa) jatkuva
ja derivoituva x)

(* huom. funktion arvojen absoluuttista suuruutta

ei tiedetd -- sitd varten taytyisi olla liséaehtoja,

esim. funktion integraalille yli tarkasteltavan

valinx)

AN

L L]

0.6

05F °
L]

0.4F
Out[481]= r
0.3F°
02F

0.1F

2 4 6 8

10
e Harjoituksissa kiiytetdan differenssimenetelmén lisdksi Mathematican valmista
funktiota NDSolve, jonka avulla resoluutio-ongelmilta viltytdsn.

Ominaisarvoprobleema

e Esimerkkini differentiaaliyhtélosté, jolla on ominaisarvo, tarkastellaan kvant-

timekaanista Schrédingerin yhtaloa,
52
~5, VUE) +V(X)Y(r) = By (r)

Tamén yhtdlon ratkaisuna saadaan aaltofunktio v ja energia E. Vety-
atomin elektronia kuvaa Schrédingerin yhtalo (erikoistapaus yo. yhtélosta)

—y(r) — 2y(r) = By(r). (1)
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missd r on pallokoordinaatiston radiaalimuuttuja, r > 0. Tassad potenti-
aali on siis elektronin ja protonin sihkéisestd vuorovaikutuksesta johtuva
Coulombin potentiaali, joka on kidntden verrannollinen varattujen kap-
paleiden etiisyyteen.

Elektronia kuvaava aaltofunktio on ¥ (r) = y(r)/r ja siitd voidaan laskea
elektronin todennakoéisyysjakauma ytimen ympérilla.

Huom. yhtal6 (7) on erikoistapaus yht&lostd (11)

Aaltofunktion asymptoottiselle kiyttdytymiselle voidaan johtaa seuraavat
ehdot (kiydaan tarkemmin 1api kvanttimekaniikan kursseissa):

a) ldhelld origoa y kiyttdytyy kuten cir

b) kaukana origosta (ddrettomyydessd) y kiyttiytyy kuten coe™V—Er

(huom. ominaisarvo E on negatiivinen — tdmé johtuu Coulombin po-
tentiaalin nollatason valinnasta)

— Huom. numeerisissa ratkaisuissa ei voida menné didrettomyyteen, ja
origo on tassd tapauksessa singulaarinen piste, joten yo. reunaehdot
voidaan tulkita siten, ettd y(ro) = ci179, missd ro on jokin “pieni”
muuttujan arvo, ja y(r) = coe™V=ET missii roo on “suuri’.

Vakiot ¢1 ja co médrdytyvat normituksesta (ks. myShemmin)

Niamé reunaehdot madradvit kaytdnnossd funktion arvon ja sen derivaatan
arvon kahdessa pisteessi. Yleisesti tallaisella probleemalla ei ole ratkaisua
(nelja ehtoa 2. asteen differentiaaliyht&lolle).

Ratkaisuja on olemassa vain tietyilld (diskreeteilld) parametrin E arvoil-
la. Niitd E:n arvoja, joille ratkaisuja on olemassa, kutsutaan probleeman
ominaisarvoiksi.

Probleeman ratkaisu etenee seuraavasti (vrt. kahden pisteen reuna-arvo-
probleeman ratkaisu):

Jaetaan tarkasteltava vili kahtia: Iy = [ro, 7], Ioo = [I'i, 7oo], MiSSA 7; On
“sopivasti valittu” sovituspiste

Arvataan E:lle jokin arvo

Ratkaistaan yhtilo (11) alueessa Iy ldhtien reunaehdosta a), ja alueessa
I, 1dhtien reunaehdoista b). Merkitdan ratkaisuja yo ja yoo-

Jos ratkaisufunktiot yy ja y- sopivat yhteen pisteessi r;, kyseinen E:n
arvo todellakin on yhtdlon ominaisarvo.

— Funktiot “sopivat yhteen”, jos funktioiden arvot ja niiden derivaatto-
jen arvot tasmaavat pisteessd ri.
— T&ama ehto voidaan muotoilla seuraavasti:
Yo(ri) _ yoo(ri)
Yo(ri)  Yoolri)’
miki mahdollistaa sen, ettd em. vakiot c; ja co voidaan valita mieliv-

altaisesti ratkaisun alussa. Toinen niistd maaraytyy funktion y jatku-
vuusehdosta, ja toinen lopuksi normituksesta.
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e JOos yg ja Yso eivdt sovi yhteen, arvataan uusi E:n arvo ja ratkaistaan yht&lo
uudelleen. Ominaisarvon etsiminen voidaan toteuttaa esim. valinpuolitus-
menetelmalla.

— Ominaisarvon etsiminen voidaan tulkita funktion

) v
AE) = ) ety

nollakohdan etsimiseksi. Mathematicalla on kitevi niputtaa ratkaisupros-
essi funktioksi.

In[735]:= €1 =-0.9;
g0 = Flatten [NDSolve [{eq /. € » €1,
y[r0] = £0[r0], y ' [r0] == £0 ' [r0]},
y[r]l, {r, r0, ri}1];
yo[r_] =y[r] /. q0;
go = Flatten [NDSolve [{eq /. € » €1,
y[rw] == fo[rw] /. € 2 €l, y'[rw] = foo' [rw] /. € > €1},
y[r], {r, ri, ro}]];
yo[r_] =yl[r] /. q»;
Show[Plot[yO[r], {x, £0, ri}],

(*skaalataan yowo[r], jotta kuvaaja olisi
havainnollisempi )
y0[ri]

Plot [
yo[ri]

yolz], {zr, ri, zw}|,

PlotRange - All, AxesOrigin - {0, 0}]

] y0 ' [ri] yoo ' [ri]
Prlnt["A(el) =", - ]

yo[ri] yo[ri]

Out[740]=

A(el) = -0.381443
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In[756)= €2 =-1.2;
yO[r_] =y[r] /. Flatten [NDSolve [{eq /. € » €2,
y[r0] == £0[x0], y'[xr0] == £0 ' [x0]},
ylrl, {r, 0, ri}1];
yo[r_] =y[r] /. Flatten [NDSolve [{eq /. € » €2,
y[rwo] == fo[rw] /. € »€2, y'[rw] == fo'[rw] /. € » €2},
ylr]l, {r, ri, reo}]];

Show[Plot [yO[r], {r, O, ri}],

yO[ri] ],

PlotRange - All, AxesOrigin - {0, 0}]

) y0 '[ri] yoo ! [ri]
PrJ.nt["A(eZ) =", - ]

yO[ri] yoo[ri]

02}
out[759]=

A(€2) = 0.57066

In[742):= A[e_] := Module [{},

g0 = Flatten [NDSolve [{eq /. € » e,

y[r0] == £0[x0], y'[xr0] == £0 '[x0]},

y[zr]l, {r, 0, ri}]];
yo[r_ ] =yl[r]l /. q0;
go = Flatten [NDSolve [{eq /. € » e,

y[rw] = fo[rw] /. e>e, y'[rw] == fo'[rw] /. € > e},

ylr]l, {r, ri, reo}]];
yo[r_] =yl[r] /. q»;
y0'[ri] yo'[ri] ]

yO[ri] yo[ri]

In[761]:= A[-0.9]
A[-1.2]

Out[761]= —0.381443

Oout[762]= 0.57066

e Kun on 16ydetty kaksi alkuarvausta, 1 ja Es joille A(E;) ja A(E2) ovat
erimerkkiset, voidaan etsid tarkempi ratkaisu vilinpuolitusmenetelmalla.
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In[763]:=

In[765]:=

In[767]:=

Out[767]=

e Ratkai

out[779]=

el =-0.9;,e2=-1.2;
i=1; e[i] = (el +e2) /2;

While [Abs [el - e2] > 10°°,
If[Ale[i]] A[e2] <0, el =e[i], e2 = e[i]];
i++;

e[i] = (el +e2) /2;]
e[i]

-1.

sufunktio y saadaan nyt ratkaisemalla yhtalo (11) E:n arvolla —1.
e0=-1.0;
yO[r_] =y[r] /. Flatten [NDSolve [{eq /. € » €0,
y[x0] == £0[x0], y'[x0] == £0 ' [x0]},
ylrl, {r, 0, ri}]];
yo[r_] =y[r] /. Flatten [NDSolve [{eq /. € » €0,
y[rw] = fo[rw] /. € » €2, y'[rwo] == fo'[rwo] /. € » €0},
ylr]l, {r, ri, ro}]];
(* /; mahdollistaa paloittain mdaritellyn funktion
miadrittelyn, esim. £[x_]:=x2/;x>0 )
(* madrittely f[x_]:=x? pitee, kun /;-merkin jilkeen
kirjoitettu ehto on voimassa =)
nlr_] :=y0[r] /; (0Osr&&r<ri)
yO[ri]
nlr_] := ———— yo[r] /; (ri S r&&r < ro)
yo[ri]
Show [Plot [n[r], {r, r0, rw}],
PlotRange - All, AxesOrigin - {0, 0}]

0.35F

0.20 F
0.15
0.10 |

0.05

2 4 6 8 10

e Normitus: (oletetaan, ettd aaltofunktion arvo ei riipu kulmamuuttujista)

/V|¢(r)|2dV:/QdQ/OOO r2|¢(7‘)|2d7‘:47r/000 y2dr =1 (12)

Merkitaan

| ay(r) 0<r<m
ylr) = { e2Yoo(r) Ti ST <7
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jolloin

1 Too T Too
_ :/ y(r)zdr:c%/ yo(r)zdr—kcg/ Yoo (1)2dr

0 i

T 02 Too
= ([ wtrrar+ G [ ytrar)
T0o Cl T

=ciN

Vakioiden ¢; ja ¢ suhde madrdytyy jatkuvuusehdosta: c1yo(r;) = cayoo(ri),
josta
C2 Yo(ri)

€1 Yoolri)

Integraali N voidaan nyt laskea yo. yhtélosta, jolloin

1
€] = ——
! vVarN
e Varsinainen aaltofunktio on
~y(r)
v = L2

n = NIntegrate [(n[r])z, {r, r0, roo}];

nlr]
gl =Plot[—, {r, r0, rwo},

V4rnn r

PlotRange - All, Filling - Axis] ;

Rea

g2 =Plot3D[ , {x, -ro, ro},
V4rn '\/ x? + y?

{y, -ro, ro}, RegionFunction -

Function [{x, v}, ¥ +y? < roo® & x2 +y% > r02] ,
PlotRange - {0, 0.5}];

GraphicsArray [{gl, g2}]

0.5

0.4
out[812]=

0.2

0.1
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