Druden malli
Tarkastellaan atomeja, joiden jarjestysluku on Z,.
Oletetaan, etti

e niiden Z, elektronista Z valenssielektronia on
suhteellisen heikosti sidottu atomin ytimeen.

o jiljelle jadvat Z, — Z ovat tiukasti sidottuja
ydinelektroneja (core electrons) ja niiden merkitys
kemiallisissa reaktioissa on vah&inen.

e niiden atomien kondensoituessa metalliksi
ydinelektronit pysyvét sidottuina, mutta
valenssielektronit voivat liikkua kauas
isdntadytimistddn. N&itd ldhes vapaita elektroneja
sanotaan johde-elektroneiksi (conduction electrons).

Johde-elektronien lukumasratiheys n on

N

Zp
= — =0.622x 10" —"
n X 1
missé p,, on massatiheys ja A atomin massaluku
(0.622 x 10%* atomia/mooli on Avogadron luku).

Elektronitiheyden mittana kiytetddn usein myos suuretta
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rs on siis sellaisen pallon side, jonka tilavuuden yksi
johde-elektroni ottaa. Monesti kidytetdan myos laadutonta
suuretta rs/ag, missi ag = I /me? on Bohrin radan side.
Metallien (johde-)elektronitiheydet ovat kertalukua

n =~ 10?2 tai ry/ag ~ 2 ~ 3.

Druden mallin olettamukset

Vaikka metallien elektronitiheydet ovat tuhat kertaa
suuremmat kuin normaalilimpétilaisen ja -paineisen
klassisen kaasun ja huolimatta voimakkaista
elektroni-elektroni- seki elektroni-ioni-vuorovaikutuksista
Druden malli kisittelee metallien johde-elekroneja
kineettisen kaasuteorian pohjalta. Mallin
perusolettamukset ovat

1. Térmé&ystensa valilla elektroni ei vuorovaikuta
toisten elektronien eiki ionien kanssa. Kyseessé on
risppumattomien
(elektroni-elektroni-vuorovaikutukset) ja vapaiden
(elektroni-ioni-vuorovaikutukset) elektronien malli.
Ulkoisten kenttien vaikutuksessa elektronit liikkuvat
Newtonin lakien mukaisesti.

2. Torméykset ovat tapahtumia, joissa elektronin
nopeus muuttuu dkillisesti. Ainoastaan elektronien ja
ionien valisilld tormayksilla on merkitysté,
elektronien keskindiset torméykset voidaan unohtaa
(aivan oikein).

3. Tormayksen todennikdisyys aikayksikkda kohti on
1/7, ts. todenn#ksisyys sille, ettd elektroni kokee
torméiyksen infinitesimaalisena aikavilind dt on dt /.

Suuretta 7 sanotaan relaksaatioajaksi, tormdaysajaksi
tai keskimddrdiseksi vapaaksi ajaksi. Druden malli
olettaa, ettd térmaysaika 7 on riippumaton
elektronin paikasta ja nopeudesta.

4. Elektronit saavuttavat termisen tasapainon
ympéristonsi kanssa ainoastaan térméysten avulla.
Lokaalinen terminen tasapaino saavutetaan siten,
ettd torméaysten jilkeisilla nopeuksilla ei ole mitdén
tekemisté torméysti edeltédvien nopeuksien kanssa:
elektroni lihtee jokaisesta tormayksestd
mielivaltaiseen suuntaan nopeudella, jonka miiris
térmayskohdassa vallitseva lampdatila.

Metallin DC-johtavuus

Resistiivisyys p on sidhkokentin E ja sen indusoiman
virtatiheyden j vélinen verrannollisuuskerroin:

E = pj.

Johtavuus o on resistiivisyyden kinteisarvo: o = 1/p.
Jos yksikkotilavuuden kaikki n elektronia (varaus —e)
liikkuvat nopeudella v, kuljettavat ndmé liikesuuntaansa
vastaan kohtisuoran pinnan A lipi ajassa dt
kokonaisvarauksen —en(v dt)A. Virtatiheys j on
varausvirran suuntainen, j || v, vektori, jonka pituus on
aikayksikossd virtaa vastaan kohtisuoran yksikképinnan
l4pi kulkeva varaus, ts.

j = —nev.

Metallin jokaisessa pisteessd elektronit liikkuvat kaikkiin
suuntiin kaikilla nopeuksilla noudattaen pisteessé
vallitsevan ldmpotilan médradmas nopeusjakautumaa.
Nettovirtatiheys saadaan siten kiyttdmalls nopeutena v
keskima#raistd nopeutta.

Tarkastellaan elektronia, joka kokee tormiyksen hetkelld
0. Olkoon elektronin nopeus vilittomésti térmayksen
jilkeen vg. Oletusten mukaan elektroni voi ldhted
torméyksestd samalla todennikoisyydelld mihin tahansa
suuntaan, joten vg ei anna kontribuutiota
keskim#&riiseen nopeuteen. Jos elektroniin vaikuttaa
ulkoinen séhkokenttd F ja jos edellisestd torméyksestsd on
kulunut aika ¢, on elektroni saanut lisinopeuden
—eFEt/m. Koska ajan t keskiarvo on 7, on

ebT

P =

j= (neQT) E
m

Druden mallin mukaan johtavuus on siis

joten

Keskiméiiriinen vapaa matka
Johtavuuden lausekkeesta saadaan relaksaatioajaksi

lauseke
m
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pne?




Kokeellisesti huoneen lampdotilassa (resistiivisyys riippuu
voimakkaasti lampétilasta) on 7 = 1071 ~ 10~ 15s.
Klassisen kineettisen kaasuteorian mukaan laskien
elektronien keskim#ardinen nopeus vy on kertalukua
10°m/s. Keskimddrdinen vapaa matka I = voT on siten
Druden mallin mukaan 1-10A. T&méi tulos on
yhteensopiva mallin oletusten kanssa (elektronit
tormaéilevit ioneihin, joiden vélimatka tyypillisissa
metalleissa on kertalukua 1-10A). Todellisuudessa vapaa
matka on kertalukua 103A ~ lcm. Elektronit eivit
itseasiassa siroakaan metallin ioneista.

Elektronit uniformisessa ajasta riippuvassa kentissi
Jt)
Olkoon p(t) kokonaisimpulssi/elektroni. Virtatiheys on
silloin
enp(t)
—

j=—env(t) =

Lasketaan kokonaisimpulssi/elektroni p(t + dt) hetkelld
t 4 dt:

o tarkastellaan hetkelld ¢ mielivaltaista elektronia.
Téami kokee todennikoisyydelld dt /7 torméiyksen
ennen hetked t + dt, joten

o todennikoisyydelld 1 — dt/7 se ei torméd; ts. kaikista
elektroneista niiden elektronien osuus, jotka eivit
torméi, on 1 — dt/7.

e jos elektroni ei tormé&s aikavélilla dt, sen impulssi
muuttuu ulkoisen kentin vaikutuksesta mairalla

f@)dt + O(dt?).

o hetkelld ¢ + dt tormaamattomien elektronien osuus
kokonaisimpulssista/elektroni on siis

dt
(1 - ?> [p(t) + f(t) dt + O(dt®)] .
e torméivien elektronien osuus kaikista elektroneista

on dt/T.

e tormiyksen jilkeen impulssi on suuntautunut
satunnaisesti, joten

e keskim#irin tormiyksen kokeneiden elektronien
impulssi hetkelld ¢ + dt on f(t) dt.

o kaikkiaan térménneet elektronit antavat
kontribuution dt/r f(t) dt
kokonaisimpulssiin/elektroni.

Kertalukuun dt saakka kokonaisimpulssi/elektroni on siis

dt
p(t+ai) =p(0) - (%) o) + f0) .
Impulssi toteuttaa siis differentiaaliyhtilon
dp(t) _ p(t)
a T + f0)-

Torméyksistd atheutuva termi p(t) /7 vaikuttaa siis
kitkan tavoin elektronien liikeyht&lossa.

Hall-efekti ja magnetoresistanssi
Tarkastellaan z-akselin suuntaista virtajohdinta z-akselin
suuntaisessa uniformisessa magneettikentéssi H ja
z-akselin suuntaisessa sihkokentissi F,:

e sihkokentti aiheuttaa johtimeen virtatiheyden j.

e Lorentz-voima —e/cv x H pyrkii poikeuttamaan
elektroneja negatiivisen y-akselin suuntaan, jolloin
elektroneja kasautuu johtimen reunalle.

e kasautuessaan elektronit synnyttavét negatiivisen
y-akselin suuntaisen sihkokentin (Hall-kentén) E,,
joka puolestaan vastustaa elektronien siirtymisti
reunalle.

e tasapainotilateessa Lorentz-voiman ja Hall-kentin
vaikutukset ovat yhtasuuret.

Mééritellddn magnetoresistanssi p(H)

E
H) ==
p(H) r
ja Hall-kerroin Rg
E
Ry = —L.
" H

Huom. Koska E, on negatiivinen, on Hall-kerroin
negatiivinen. Jos varauksen kuljettajat olisivat
positiivisia, olisi E, positiivinen (kuten erailld
metalleilla onkin). Hall-kentén mittaus kertoo siis
varauksen kuljettajien merkin.

Elektroneihin vaikuttava ulkoinen kentts on nyt
1
f=—¢e|(E+-vxH),
c

joten liikeyhtaloksi saadaan

d
W (m+ 2 H)-2.
dt mc T
Tasapainotilanteessa virta on ajasta riippumaton, eli
0 = —eB; —wepy — Pe
0 = _eEy + Wepy — p_y7
T
missi,
eH
We = —
mc

on syklotronifrekvenssi (magneettikentéissd H
ympyrirataa lilkkkuvan vapaan elektronin kulmanopeus).
Kun merkitdén symbolilla 09 Druden mallin mukaista
DC-johtavuutta, ts.

saadaan yo. yhtil6t muotoon

oo, = WeTJy + Ju

ooy = —w.Tjz + Jy-



Hall-kenttd E, méirdytyy siitd ehdosta, ettd tasapainossa
poikittaisvirta j, hévias. Talloin

WeT\ . H\ .
E = — = — B
y ( %o ) Jz (nec) Jzs

joten Hall-kertoimeksi saadaan

Ry = ——.
nec

Hall-kerroin riippuu siis ainoastaan varauksen kuljettajien
tiheydestd n. Toisaalta oletustemme mukaan ainoastaan
valenssielektronit toimivat varauksen kuljettajina, joten n
riippuu metallin atomien valenssista. Hall-kertoimen
mittaus testaa siten titd olettamusta. Kokellisesti
Hall-kerroin

e riippuu magneettikentésti.
e riippuu lampotilasta.
e riippuu metallin puhtaudesta.

e ldhestyy hyvin puhtaissa niytteissa vakiota
ldmpotilan 1dhestyessd nollaa.

Suureen —1/Rynec vastaava kokeellinen raja-arvo
1-valenssisille metalleille on ~ 1, mutta eriille 2- ja
3-valenssisille negatiivinen.
Yleisesti sihkokentti E ja virtatiheys j eivit ole
yhdensuuntaisia. Ndiden vilinen Hall-kulma ¢ masrdytyy
relaatiosta

tan ¢ = wT.

Koska w, oli syklotronifrekvenssi ja 7 relaksaatioaika, w7
on verrannollinen niiden kierrosten lukumééréin, jotka
elektroni ehtii tehdd tormaysten vélilla.

Metallin AC johtavuus

Tarkastellaan ajasta riippuvaa kompleksista sihkokenttd
E(t) = E(w)e ™.
Fysikaalista kenttdd kuvaa reaaliosa. Liikeyht&l6 on nyt

dp D
=L _¢E.
dt T €

Etsitddn ratkaisua, joka on muotoa

—iwt

p(t) = p(w)e
Sijoittamalla tdma liikeyht#loon saadaan

—iwp(w) = —@ — eE(w).

Ratkaisemalla tistd p(w) ja sijoittamalla se virtatiheyden
lausekkeeseen
—twt _ _nep(t) _nep(w) —iwt

i(t) = j(w)e =

saadaan

Kun mééritelldsin taajudesta riippuva johtavuus o(w)
siten, ettd

nihdsin, ettd
00

ow) = 1—dwr’

Tassd op on Druden mallin mukainen DC johtavuus

AC johtavuus antaa siis nollafrekvenssirajalla korrektin
DC johtavuuden.

Séahkdmagneettisen siteilyn kulku metallissa
Mallin soveltuvuutta voidaan perustella silld, ettd

e vaikka siteilykentéssé vektoriin F liittyy aina sitd
vastaan kohtisuorassa oleva magneettikenttd H,
tdmin kentidn vaikutus johde-elektroneihin on

ep
mc

x H,

eli kertalukua v/c pienempi kuin sdhkékentin
vaikutus.

e vaikka siteilykenttd FE riippuu myds paikasta, talla
vaihtelulla ei ole merkitysts, mikili séteilyn
aallonpituus on suuri verrattuna elektronien
keskimadrsiseen vapaaseen matkaan [. Virtatiheys
pisteessd r nimittdin miardytyy taysin siitd, miten
sdhkokenttd on vaikuttanut elektroneihin niiden
viimeisen térmiyksen jilkeen. Koska elektronit
etenevit keskimadrin matkan [ tormaaméatta, riittas,
ettd E(r,t) ei vaihtele merkittavisti tdlld matkalla.

Etsitdiin siteilykentén (indusoitu varaustiheys p = 0)
Maxwellin yht&loille

V-E = 0
VxE = _190H
c Ot
V-H = 0
4 1 0F
H = —Lj+-2
VX c'7+c ot

ratkaisua, jonka aikariippuvuus on muotoa e~**. Koska
metallissa voimme edellj esitetyn perusteella kirjoittaa
virtatiheyden j sihkokentéin E funktiona, saamme

Vx(VxE) =

_ &(“_UE_EE),
C c c

VE=Y“vxH
C
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Kun miéritellidn kompleksinen dielektrisyysvakio €(w)

siten, etti
dmio
ew) =1+ )
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paddymme aaltoyhtdloon

w?

-V’E = FWE.

Sijoittamalla dielektrisyysvakiolausekkeeseen johtavuuden
muodossa

ne’r 1
ow) = m 1—iwr
saadaan )
W) =1- 4mne 1

me? 11
mw M—i—l

Jos nyt w7 > 1, niin

(W) =1- 2
ew)y=1--2L
w?’
missé
4mne?
o =
P m

on n.s. plasmafrekvenssi.

Aaltoyhtiilon ratkaisut ovat muotoa e olevien
tasoaaltojen superpositioita. Sijoittamalla aaltoyhtdloon
nihdain, ettéd aaltovektori toteuttaa ehdon

+ik-r

k2 = C—ZE(UJ)

Jos

¢ ¢(w) on reaalinen ja negatiivinen (wp, > w), niin
ratkaisufunktio viihenee eksponentiaalisesti eli aalto
ei etene metallissa.

e ¢(w) on reaalinen ja positiivinen (w, < w), niin
ratkaisuna on tasoaalto eli séteily voi edetd
metallissa. Tallaisilla taajuuksilla metalli siis tulee
lapinakyvaksi.

Plasmafrekvenssille ja vastaavalle aallonpituudelle
voidaan johtaa lausekkeet

w re\ /2
v, = L=114x (—8> x 10'°Hz
2 agp
c r 3/2
Ap = — =026x (—S) x 10%A.
vy ap

Metallin lammonjohtavuus

Mairitelldsin terminen virtatiheys 37 siten, ettd se on
yhdensuuntainen 1ampovirtauksen kanssa ja etté sen
pituus on kohtisuoran yksikktpinnan 13pi aikayksikossé
virtaava terminen energia.

Lampotilagradienttien ollessa pienid terminen virtatiheys
noudattaa Fourier’n lakia:

j1=—kVT.

Verrannollisuuskerrointa x sanotaan
limmdnjohtavuudeksi. Kerroin k on positiivinen, silla
lampd virtaa aina vastoin lampdtilagradienttia.

Druden mallissa vain elektronit kuljettavat termista
energiaa. Tdmi on yhteensopiva sen kanssa, ettd metallit

ovat hyvii ldmmonjohteita ja eristeet, joissa ei
”vapaita” valenssielektroneja ole, huonoja.
Tarkastellaan aluksi yksiulotteista mallia, jossa
elektronien liike on rajoitettu z-akselin suuntaiseksi.
Terminen virtatiheys on t&lloin

dTr

0 _ _ 9T
J Kda:

Tarkastellaan elektroneja pisteessi x:

e Puolet pisteeseen z saapuvista elektroneista tulee
johtimen kylmemmaélta puolelta ja puolet
lampimammélta.

e Olkoon £(T) terminen energia/elektroni. Jos
elektroni térmési viimeksi pisteessd z’, on sen
terminen energia £(T[z']).

e Limpimimmailtd puolelta saapuvat elektronit
tormésivit viimeksi keskiméirin pisteessi ¢ — vT,
joten niiden terminen energia on £(T'[z — vT]).
Niiden kontribuutio termiseen virtatiheyteen on siis

gvS(T[a: —vr]).

e Vastaavasti kylmemma#lté puolelta saapuvien

elektronien kontribuutio on
n

o) (=0)E(T[x + vT]).

Pisteesséd x terminen virtatiheys on siten
1
ji= Env[S(T[w — 7)) = E(T[z + v1)).

Olettaen, ettd lampotila muuttuu hyvin vihin vapaalla
matkalla | = v7, voimme kirjoittaa

jq:nvaﬁ _dr
dT dz )’

Tarkastellaan nyt kolmiulotteista systeemis. Oletetaan,
ettd lampotilagradientti on x-akselin suuntainen. Talloin
tasapainotilanteessa terminen virta on myo6s z-akselin
suuntainen, joten virtatiheyden lausekkeessa v? on
korvattava nopeuden z-komponentin v, nelién
keskiarvolla (v2). Isotrooppisessa systeemissé on

(02) = (v) = (v2) = 307

Ominaislimmon ¢y médritelmin mukaan on
€ _NdE_1dB_
"aT T Vdr ~vVdr

Terminen virtatiheys on siis

Ccy.

1
jq = §U27—CV(_VT)a

josta voidaan lukea lammonjohtavuudeksi

11)2 c 1lvc
K= -vTcy = = ;
3 VT3



Limmonjohtavuuden ja sdhkonjohtavuuden suhteeksi

saadaan )
Kk zcymu?

o ne?
Sijoittamalla tdh#n klassisen ideaalikaasun suureet

3 . 1 2 3
p— _ — _k ’l
cy = 27’LkB Ja 2mv = D) B

K_3 (’LB)QT,
o 2\e
2
L R T Al
ol' 2\ e K

Suure k/oT on siten metallista riippumaton
universaalinen vakio (Wiedemann-Franzin laki).

saadaan

eli

Kokeellisesti timin suureen arvo on n. 2.3 x 10~8WQ/K>.

Termovoima

Ttseasiassa elektronien nopeus metallin pisteessi riippuu
pisteessé vallitsevasta lampotilasta. Valittoméasti sen
jilkeen, kun metalli asetetaan lampdétilagradienttiin,
virtaa elektroneja limpimammisti padstd kylmempain.
Niin metalliin indusoituu sdhkokentti, joka puolestaan
vastustaa enempien elektronien siirtymistd. Paadytaan
tasapainotilanteeseen, jossa hyvani aproksimaationa
elektronien keskim#irainen nopeus on lahes paikasta,
riippumaton. Syntynyt sihkokenttd on tapana kirjoittaa
muotoon

E=QVT,

missd kerroin () on nimeltdin termovoima (thermopower).

Yksiulotteisessa mallissamme voimme kirjoittaa
lampdstilagradientista aiheutuvan keskim&ardisen
nopeuden muotoon

dv d

v = glo(z —vr) iz +v7)] = 0T = —1 2 (f) .

dx Td:L' 2

Kolmiulotteiseen systeemiin siirrytddn kuten edelld, ts.
2 2 L,
ve— (v3) = 3V

Nopeus vg voidaan kirjoittaa muotoon

T dv?
= ———(VT
e=~g VT
Sahkokentdn aiheuttama keskim#édriinen nopeus on
eET
Vg = ———.
m

Tasapainotilanteessa vg + v = 0, joten

1 d m? cy

@=—3.a 3 ~ e

Termovoima, on siten riippumaton metallista.
Soveltamalla jilleen klassista ideaalikaasua saadaan

kB 4V
=——=-04 1 —.
0.43 x 10 K

Kokeellisesti termovoima on kertalukua 1V eli 100
kertaa pienempi kuin Druden tulos.
Sommerfeldin metalliteoria

Sommerfeld korvasi Druden kiyttiman
Maxwell-Boltzmannin nopeusjakautuman

3/2
_ m —mv?/2kpT
fpv) =N (anBT) ¢

Fermi-Diracin jakautumalla

(m/h)? 1
Ar®  em?/2—kaTo)/kaT 4 1°

flv) =

Sommerfeldin mallin tirkeimmét tulokset ovat (ks.
statistinen fysiikka):
e Keskim#irdinen vapaa matka

| _ (rofao)”
Pu

x 924,

missé p, on resistiivisyys yksikoissd pfdcm.

e Terminen johtavuus

L,
Kk = -vTey,

3

missd Fermi-Diracin statistiikan mukainen vapaiden
elektronien ominaislimpd on

c —W—Z —kBT nk
V= r B-

Tassd Ep on n.s. Fermi-energia:

50.1eV
(rs/ao)?

Kayttamalla Druden johtavuutta saamme

2 2
AR (k—B) — 244 % 105 WL,
e K

Er =

oT 3
joka on lahes yhtdpitava kokeellisen arvon kanssa.

o Termovoima

71'2 kB kBT kBT \'%
=—— =2 7 =142 x 107,
@ 6 e &F Er K
joka huoneenldmpdtilassa on n. 100 kertaa pienempi
kuin Druden tulos

Ongelmia vapaiden elektronien mallissa
Ristiriitaisuuksia koetulosten kanssa:

o Kokeellisesti Hall-kerroin Ry (mallin mukaan
Rpg = —1/nec) riippuu seki lampétilasta ettd
magneettikentdstd. Tietyissd tapauksissa edes merkki
ei ole mallin mukainen.

e Kokeellisesti magnetoresistanssi riippuu
magneettikentisti (mallin mukaan ei).



e Termoelektrisen kentdn E suunta on joskus
piinvastainen verrattuna vapaiden elektronien mallin
mukaiseen kenttiin.

e Kokeellisesti Wiedemann-Franzin laki pitdi
paikkansa korkeissa (~ 370K) ja alhaisissa (~ 5K)
ldmpotiloissa mutta ei niiden valilla.

e Kokeellisesti DC johatvuus riippuu lampdtilasta.
Tama riippuvuus voidaan tosin tuoda Druden
malliinkin antamalla relaksaatioajan 7 riippua
lampotilasta (mutta miten?).

e Joissakin metalleissa j ei aina ole sihkokentin F
suuntainen.

e AC johtavuuden riippuvuus frekvenssisti on paljon
monimutkaisempi kuin Druden malli antaa
ymmartaa.

Vapaiden elektronien malli jattad selittdmatta:

e Mika m#aris johde-elektronien lukuméarin? Miksi
valenssielektronit kiyttiytyvit metallissa kuten
vapaat elektronit? Miten m#draytyy monivalenssisten
metallien (esim. Fe) johde-elektronien lukumé&ira.

e Miksi kaikki aineet eivit ole metalleja? Miksi esim.
hiili timanttina on eriste mutta grafiittina johde?



