Kidehilat

Bravais’n hila

Kiinteit aineet esiintyvit useimmiten kidemuodossa: aine
rakentuu saénnollisesti samanlaisina toistuvista
yksikoistd. Téatd geometrista sddnnomukaisuutta kuvaa
Bravais’n hila, joka méiritellasin kahdella tavalla:

e Bravais’n hila on sellainen erillisten pisteiden
muodostama rakennelma, ettéd katsottiinpa sité
rakennelman mist4 pisteestd tahansa, se ndyttia aina
samanlaiselta.

e Qlkoot a1, a2 ja as kolme lineaarisesti riippumatonta
vektoria. Bravais’n hila muodostuu kaikista muotoa

R =mn1a1 +nsas +nsas; n; €L

olevista pisteistd. Vektoreita a; sanotaan
primititvisisksi vektoreiksi ja sanotaan, ettd ne
generoivat tai virittivit (span) hilan.

Eriiti hilarakenteita
Kuutiollinen hila:
Luonnollinen valinta primitiivivektoreiksi on

a; = a.’i, as = a@, as = az.

BCC (body-centered cubic):
Jokaisen kuution keskelld on ylima#rdinen hilapiste.
Primitiivivektoreiksi voidaan valita esim.

N ~ a, . ~ N
a; = ak, a; = af),a3 = §(w+y+z).

Primitiivivektorien valinta ei yleensi ole yksikisitteinen.
Yhta hyvin voitaisiin valita vektorit

a; =

a; = S(2+2-79)

FCC (face-centered cubic):
Kuution jokaisen sivun keskelld on ylim&iriinen hilapiste.
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Primitiivivektorit voidaan valita esim. symmetrisesti:

a, . N
a1=§(y+z)
a,. N
a2=§(z+a:)
a, . N
a3—§(-’13+y)-

Koordinaatioluku

Tiettya hilan pistettd ldhinni olevia pisteitd sanotaan
lahimmiksi naapureiksi. Koska Bravais’n hila néyttas
jokaisesta pisteestd katsottuna samanlaiselta, on
lhimpien naapureiden lukuma#rs hilarakenteelle
ominainen suure. Tatd lukuméiirids sanotaan
koordinaatioluvuksi. Esim. kuutiolliselle hilalle se on 6.

Yksikkokoppi (cell)

Primitiivinen yksikkékoppi

Sellaista avaruuden volyymid, joka siirtyessiin kaikkien
Bravais’n hilan vektoreiden kautta tayttda tdsmilleen
(yhteen kertaan ja aukkoja jattamitta) koko avaruuden,
sanotaan alkeiskopiksi tai primitiiviseksi yksikkokopiksi.
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Bravais’n hilan méiritelman perusteella alkeiskopissa on
tésmailleen yksi hilapiste (joko kopin sisélld tai useita
pisteité kopin reunoilla jakautuneena naapurikoppien
kesken). Jos n on hilapisteiden tiheys ja v on alkeiskopin
tilavuus, niin nv =1 eli v = 1/n.

Alkeiskoppi ei yleensi ole yksikésitteisesti madratty.
Ilmeisin valinta lienee vektorin

T =1T101 + 2202 + 2303, 0< 2; <1
kattama tilavuus.

Konventionaalinen yksikkékoppi

Avaruus voidaan tdyttia myos ei-primitiivisilli
yksikkokopeilla eli konventionaalisilla yksikkdkopeilla.
Yksikkokoppi on avaruuden volyymi, joka siirtyessdan
Bravais’n hilan vektoreiden osajoukon kautta tdyttis
tdsmailleen koko avaruuden.

Konventionaalinen yksikkokoppi



e on yleensd suurempi kuin alkeiskoppi.

e noudattaa samankaltaista symmetriaa kuin Bravais'n
hila.

Esim. bce-hilan koventionaalinen yksikkdkoppi késittas
koko kuution.

Wigner-Seitzin alkeiskoppi

Wigner-Seitzin koppi on se hilapistettd ymparoivi
tilavuus, jonka pisteet ovat ldhempénd t#td hilapistettd
kuin mitdin muuta hilapistetta.

Wigner-Seitzin koppi on alkeiskoppi, sillé:

e Jokainen avaruuden piste on ldhinni jotakin
Bravais’n hilan pistetté eli kuuluu johonkin
Wigner-Seitzin koppiin. Wigner-Seitzin kopit
tayttavat siis avaruuden tidsmilleen yhteen kertaan.

e Jos Wigner-Seitzin koppi siirretddn mihin tahansa
toiseen Bravais’n hilan pisteeseen, yhtyy se hilan
symmetriasta johtuen tdysin tdhin toiseen pisteeseen
liittyvaian Wigner-Seitzin koppiin.

Wigner-Seitzin koppi toteuttaa siten tdsméilleen
vastaavan Bravais’n hilan symmetrian.

Kiderakenne
Bravais’n hila on abstrakti pisteistd muodostuva rakenne.
Fysikaalisessa kiteessd toistuva rakenne koostuu
atomeista ja molekyyleistd. Ndiden toistuvien osasten
voidaan ajatella muodostavan Bravais’n hilan alkeiskopin.
Fysikaalisen hilan yhteydessd kidytetddn usein nimitystd
kiderakenne tai kannallinen hila (lattice with basis).
Jos Bravais’n hilan yksikkskopiksi valitaan
ei-primitiivinen koppi, niin voidaan my6s puhua
kannallisesta hilasta. Esim. bec-hilassa voidaan kannaksi
valita kuution yksi nurkka ja kuution keskell§ oleva
hilapiste,

a
2
ja yksikkokopiksi koko kuutio.

adnteishila

Tarkastellaan pisteiden R muodostamaa Bravais’n hilaa

o, —(+y+2),

ja tasoaaltoa etk Tietyillad aaltovektorin k arvoilla t&ll4
tasoaallolla on tdsmilleen sama periodi kuin Bravais'n
hilalla.

Kaikkien niiden aaltovektoreiden K joukkoa, joilla
tasoaalto e’5" noudattaa Bravais'n hilan periodisuutta,
sanotaan k.o. Bravais’n hilan kddnteishilaksi. Jokainen
k#dnteishilan vektori K toteuttaa siis ehdon

ez‘K-(r+R) _ eiK-T

eli
JK-R _
olipa R mik4 tahansa Bravais’n hilan vektori.

Olkoot a1, a2 ja az Bravais’n hilan primitiivivektorit.
Muodostetaan vektorit

as X as

bp = 22—
ai - (az X a3)

a3z X ay
ai - (a2 X asz)
a1 X a2
a;-(as x az)’

b2=27r
b3=27r

Vektorit a; ja b; ovat resiprokaalisia, silld
b, -a; =2nd;;.
Tarkastellaan vektoria
K = k1by + kaby + ks3bs,

ja mielivaltaista Bravais’n hilan vektoria

R =nya; + nzas + nzas, n; € 7.
Resiprokaalisuusominaisuuden perusteella on voimassa

K- R =2n(n1ky + naks + nzks).

Vektori K on siis kd#nteishilan vektori, jos k; € 7.
Ké&anteishila on siis myos Bravais’n hila.
Koska k#dnteishila on Bravais’n hila, on silla itselldin
kéanteishila. Maaritelméin mukaan jokainen vektori G,
joka toteuttaa ehdon

G K _ 1,
on tdmén kifnteishilan vektori. Tdma ehto on
ilmeisestikin voimassa jokaiselle alkuperéisen hilan
vektorille R.
Olkoon nyt

r=2I1a) + T202 + r303

jokin vektori, joka ei kuulu alkuperiiseen hilaan. T#lloin
ainakin yksi kertoimista, esim. z;, ei ole kokonaisluku.
Valitaan kdanteishilan vektoriksi K = b;, jolloin

ezT‘-K — ezbi-T — e27rwi ;é 1’

eli r ei kuulu kifnteishilan k&#nteishilaan.
Ka#nteishilan kdanteishila on alkuperéinen hila.

Ensimméinen Brillouinin vydhyke
Kéinteishilan Wigner-Seitzin alkeiskoppia sanotaan
ensimmdiseksi Brillouinin vydéhykkeeksi.

Huom. Kuten nimityksestd voi paitelld, on olemassa
muitakin Brilloinin vyShykkeitd. Nam& ovat toisen
tyyppisid alkeiskoppeja ja liittyvét periodisissa
potentiaaleissa liikkuvien elektronien energiatasoihin.

Huom. Wigner-Seitzin alkeiskopilla tarkoitetaan aina
r-avaruuden alkeiskoppia ja ensimmaisells Brillouinin
vyohykkeelld vastaavaa k-avaruuden alkeiskoppia.

Esim. r-avaruuden kuutiollisen Bravais’n hilan
ensimmadinen Brillouinin vy6hyke on my&skin kuutio.
Esim. r-avaruuden fcc-hilan k#énteishila on bcc.
Hilatasot

On helppo nihdj, ettd kahden Bravais’n hilan vektorin
summa, ja erotus myos kuuluvat Bravais’n hilaan, ts.



Bravais’n hila on suljettu yhteen- ja vdhennyslaskuissa.
Sanotaan, ettd Bravais’n hila on translaatiosymmetrinen.
Hilataso on kolmen, ei samalla suoralla olevan pisteen
kautta kulkeva taso.
Translaatiosymmetriasta johtuen hilatasolla on
HdrettOmin monta muuta pistettd. Samoin jokaista tasoa
kohti on tasaisten vilimatkojen pa&ssé toisistaan
olemassa ddrettémin monta samansuuntaista tasoa.
Niita yhdensuuntaisia tasoja sanotaan tasoperheeksi.
Tlmeisestikin Bravais’n hilan kaikki pisteet kuuluvat
tasoperheeseen.
Lause: Jokaista tasoperhetti kohti on olemassa tasoja
vastaan kohtisuorassa olevien kianteishilavektoreiden
joukko. Jos tasojen vilinen etdisyys on d, niin lyhyin
niistd kasnteishilavektoreista on pituudeltaan 27 /d.
Kadntden: jokaista kddnteishilavektoria K kohti on
olemassa sitéd vastaan kohtisuora toisistaan etéisyydelld d
olevien tasojen perhe kun 27 /d on lyhyimmin vektorin K
kanssa yhdensuuntaisen k&anteishilavektorin pituus.
Tod.: Olkoon 71 tasoja vastaan kohtisuora yksikkévektori.
Tarkastellaan vektoria K = 27 /d. Jokaisella tasolla
K - r on vakio. Siirryttiessi tasolta toiselle » muuttuu
vektorin dn monikerran verran ja skalaaritulo siis 27:n
monikerran verran. Koska hilan jokainen piste kuuluu
johonkin perheen tasoon, niin myds Bravais’n hilan piste
r = 0 on jollakin tasolla. Perheen tasoilla, ja erikoisesti
jokaisessa hilapisteessé R, skalaaritulo K - R saa siis
arvot k2w, k € Z, joten

JK-R _ 1,
eli K on ki#nteishilavektori.
Kadntden: Olkoon K lyhyin tietyn suuntainen
k#dnteishilavektori. Ne pisteet r, joille on voimassa

K - r = vakio,

ovat vektoria K vastaan kohtisuoralla tasolla. Erikoisesti

yhtils
eiK-'l" =1

midrittas toisistaan etiisyydelld d = 27/ K olevien
yhdensuuntaisten ja vektoria K vastaan kohtisuorassa
olevien tasojen joukon. Koska Bravais’n hilan vektorit R
toteuttavat ehdon e B = 1 olipa K miki tahansa
kadnteishilan vektori, taytyy kaikkien hilapisteiden sijaita
niilly tasoilla. Oletetaan nyt, etté joillakin tasoilla ei olisi
lainkaan hilapisteiti. Bravais’n hilan
translaatiosymmetriasta johtuen hilatasojen vilimatkan
taytyy tallin olla nd, missd n > 1 on kokonaisluku.
Edellisen perusteella lyhyin tasoja vastaan kohtisuora
kiinteishilavektori olisi nyt pituudeltaan 27/nd = K/n
vastoin oletusta.

Millerin indeksit

Kidehilan tasot on tapana spesifioida Millerin indekseilld:
Hilatason Millerin indeksit ovat lyhyimmaén tasoa vastaan
kohtisuoran ka#nteishilavektorin koordinaatit
k#dnteishilan primitiivivektorien maaraimassi
koordinaatistossa.

Jos b1, b2 ja bz ovat kidnteishilan primitiivivektorit, niin
Millerin indeksien A, k ja I m#adradmi taso on
kohtisuorassa vektoria hb, + kb, + lbs vastaan.

o Koska k#dnteishila on Bravais’n hila, ovat Millerin
indeksit kokonaislukuja.

e Koska Millerin indeksit madrdavat lyhyimman
kadnteishilavektorin, niilld ei ole yhteisid tekijoita.

Tarkastellaan Millerin indeksien h, k ja | mairdamas
tasoa. Olkoon
K = hby + kbs +1bs

sitd vastaan kohtisuora ki#nteishilavektori. Tason pisteet
T toteuttavat ehdon

K -r = A = vakio.

Leikatkoon tdma taso suoran hilan primitiivivektorien
suuntaiset koordinaattiakselit pisteissd zia1, x2a2 ja
z3a3. Koska leikkauspisteet ovat tason pisteiti,

K- (w,a,) = A,

ja koska suoran ja kafnteisen hilan primitiivivektorit ovat
resiprokaalisia,
a; - b]‘ = 277'(5,']',

eli
K- ay =2nh, K-as =2nk ja K- a3 = 2nl,

on voimassa,

A A A

T omh T 2k T 2al

Hilatason ja kideakseleiden leikkauspisteet ovat siten
kadntden verrannolliset Millerin indekseihin.

Merkint6ja

e Millerin indeksit on tapana kirjoittaa sulkuihin:
(h, k,1). Esim. (1,0,0) tarkoittaa tasoa, joka on
yhdensuuntainen primitiivivektorien a, ja a3 kanssa.

e Tapana on jattdd pilkut merkitsemétté:
(4,2,1) = (421). Negatiiviset indeksit ilmaistaan
yldviivalla: (4, —2,1) = (421).

e Suorassa hilassa suunnat ilmaistaan kirjoittamalla
koordinaatit hakasulkuihin: [nymnang] tarkoittaa
vektorin nia; + neas + nzasz mAiraimiid suuntaa.

e Merkinté {hkl} tarkoittaa kaikkia tason (hkl) kanssa
symmetrisesti ekvivalentteja tasoja. Esim.
kuutiollisessa hilassa tasot (100), (010) ja (001) ovat
kaikki ekvivalentteja. N&ditd merkitdén yhteisesti
aaltosuluilla: {100}.

o Kaikkia tietyn suunnan [n;nsns] kanssa
ekvivalentteja suuntia merkitdsin kulmasuluilla:
<n1n2n3>.



