Elektronit periodisessa
potentiaalissa

Tarkastellaan tdydellistd Bravais'n hilan kuvaamaa
kidetté. Vaikka todelliset kiintedt aineet eivit esiinnykdsn
tdydellisind hiloina, voidaan poikkeamat periodisuudesta
useimmiten k&sitelld pienind h&iricina.

Kidehilassa elektroni kokee potentiaalin U (r), joka
noudattaa hilan symmetriaa, t.s.

Uir+R)=U(r),

kun R on mielivaltainen Bravais’n hilan vektori.
Olettaen, ettd elektronit eivit vuorovaikuta keskeniin
(riippumattomien elektronien malli), jokaisen elektronin
(n.s. Blochin elektronin) aaltofunktio toteuttaa
Schrédingerin yhtélon

2
1y = (=¥ +Um) v = év,

missé U(r) on periodinen potentiaali.

Blochin teoreema

Potentiaalin periodisuudesta johtuen Blochin elektroneilla
on tarked ominaisuus:

Lause: Olkoon U(r) periodinen siten, etté

U(r + R) = U(r) olipa R miki tahansa Bravais’n hilan
vektori. T4lloin yhden elektronin Hamiltonin

H = —1*V?/2m + U(r) ominaistiloiksi 1 voidaan valita
tasoaallon ja Bravais’n hilan periodisuutta noudattavan

funktion tulo:
k-r

¢nk = ei Unk(’l"),

missé
u,p(r+R)=u,_p(r)

kaikille Bravais’n hilan vektoreille R.
Aaltofunktiolle ¢ on siis voimassa

Y p(r+R) = eik'Reik'Tunk(r +R)
= eik'Rv,bnk(r).

Blochin teoreema voidaan siis lausua myds muodossa:
Louse: Hamiltonin H ominaistilat voidaan valita siten,
ettd ominaistilaan 1) liittyy aaltovektori k ja ettd v
toteuttaa ehdon

b(r + R) = ek By ()
kaikille Bravais’n hilan vektoreille R.

Blochin teoreeman todistus
Maéritelldsn jokaista Bravais'n hilan vektoria R kohti
translaatio-operaattori TR siten, ettd

TRpf(r) = f(r+ R),
kun f(r) on mielivaltainen funktio. Koska Hamilton

h?_,
H=__
>~V + U(r)

on periodinen, on voimassa
TrHY = H(r+ R)}Y(r+ R)=H(r)y(r+ R)
= HTgRy

olipa ¢ miké tahansa funktio. Operaattorit T'p ja H
toteuttavat siis kommutaatiorelaation

TpH = HTpR.
Kahden perikkiisen translaation vaikutus ei riipu
operaatioiden jirjestyksestd, silla
TRTRY(r) = TRY(r+R')=¢(r+ R+ R)
= TR TRY(T).

Translaatio-operaattorit siis kommutoivat kesken#én:

TRTR =TRTR=TR.R'-

Koska kaikki translaatio-operaattorit 7' kommutoivat
kesken&dn ja Hamiltonin H kanssa, voidaan Hamiltonin
ominaistilaksi valita aaltofunktio, joka on samanaikaisesti
kaikkien translaatio-operaattorien ominaistila:

&Y
¢(R)Y, VR € Bravais’n hila,

Hy =
TR

misséd £ on Hamiltonin H ja c(R) operaattorin T
ominaisarvo.

Koska 1 on kaikkien translaatio-operaattoreiden
ominaistila, on sille voimassa,

TpTRY = (R TRt = o(R)c(R').

Toisaalta
TpTRY =TR,Rv =c(R+ R,

joten ominaisarvojen c(R) tdytyy toteuttaa
funktionaalinen relaatio

c¢(R+ R') = c¢(R)c(R).

Olkoon a; Bravais’n hilan primitiivivektori. Operaattorin
Ta, ominaisarvo c¢(a;) voidaan aina kirjoittaa
eksponenttimuotoon
_ 2miz;
c(a‘i) =€ )

missd z; on jokin (kompleksi)luku (myshemmin nihd&én,
ettd z; on reaalinen). Hilavektoriin

R =nja; + naas + nszas

liittyvé translaatio T voidaan konstruoida perékkéisista
primitiivitranslaatioista Tq, kuten

TR = TR TETa.
Operaattorin T ominaisarvo ¢(R) voidaan siis kirjoittaa

muotoon

¢(R) = c(a1)™c(az)™c(as)™

e2mi(z1n1+z2ns+asng)



Olkoon k vektori
k = 21b1 + z2by + x3b3,

missd b; ovat kadnteishilan primitiivivektoreita, jotka
toteuttavat resiprokaalisuusehdon

a,-bj = 271'(51']'.

Hamiltonin ominaistilat ¢ voidaan siis valita siten, ettd

TRY = ¥(r + R) = c(R)Y = ¢F By(r).

Tami on Blochin teoreeman jilkimmaéinen muoto.

Born-von Karmanin reunaehdot

Oletetaan, etti kidehilan ottama kokonaistilavuus on V'
ja tiytetddin tdmi tilavuus alkeiskopeilla, joita suunnassa
a; oletetaan olevan N; kappaletta. Kiteen alkeiskoppien
kokonaislukumaéra N on siis

N = N1 N, N3,

ja jokainen N; on kertalukua N1/3.
Asetetaan nyt tavanomaiset periodiset reunaehdot:

Y(r + N;a;) =9¢(r), i =1,2,3.

Olkoon ¢, j, aaltovektoriin k (n tarkoittaa kaikkia muita
kvanttilukuja) liittyvéd Blochin tila. Sovelletaan Blochin
teoreemaa reuna-arvoihin, jolloin

Y E(r + Nia;) = eiNik'aiwnk(r).
Ottaen huomioon periodiset reuanehdot saadaan

giNik-a: _ 1

Sijoittamalla vektorin k eksplisiittinen lauseke nihdéin,
ettéd
27iN; x5 =1

€ ’

eli lukujen z; tdytyy toteuttaa ehto

m;

Ti

Sallitut Blochin aaltovektorit k ovat siis muotoa

3
m:
k:ZF:bi’ m; € T.
i=1

Yksi sallittu vektori k vie siis k-avaruudessa tilavuuden

b (b by 1
= Nl (N2 X N3> = Nbl (b2 X b3)

Koska by - (b2 x b3) on kidnteishilan alkeiskopin tilavuus,
voidaan sanoa, ettid kddnteishilan alkeiskopissa olevien
sallittujen aaltovektoreiden lukumddrd on sama kuin
hilapisteiden lukumddrd.

Koska ki#nteishilan alkeiskopin tilavuus on (27)3 /v, kun
v = V/N on suoran hilan alkeiskopin tilavuus, voidaan

Ak

sallitun aaltovektorin viem4 tilavuus kirjoittaa myGs
muotoon
(2m)?

Ak =
v

Blochin teoreeman toinen todistus

Mik$ tahansa funktio 1, joka toteuttaa Born-von
Karmanin reunaehdot, voidaan kehittd reunaehdot
toteuttavien tasoaaltojen superpositiona, kuten

P(r) = Zquiq'T.
q

Koska potentiaali U(r) noudattaa hilan periodisuutta,
sen tasoaaltokehitelmissi esiintyvit vain ne tasoaallot,
joiden periodisuus on sama kuin hilalla eli

U(T) = Z UKeiK'T,
K

missi K ovat kadnteishilan vektoreita. Fourierin
kertoimet U g voidaan laskea kaavasta

1

Uk = —/ dr e_iK'rU(r).
v Jkoppi

Valitaan energian nollataso siten, ettd

1
U0=—/ d’f‘U(’I‘)ZO.
U Jkoppi

Koska potentiaali U(r) on reaalinen, sen Fourierin
kertoimet toteuttavat ehdon

U g =Uk

Oletettaen, ettd kidehila on inversiosymmetrinen, voidaan
origo valita siten, ettd U(—r) = U(r).
Inversiosymmetrisessd hilassa on silloin voimassa relaatio

U g =Uk=Uj,

eli potentiaalin Fourierin kertoimet ovat reaalisia.
Tasoaaltokehitelmien avulla Schrodingerin yht&lon
kineettinen energia on

2

h—qQquiq'T.

p? n’ 2 iq-r
—_— = — R — - =
2m¢ ; 2quV € 2m

Potentiaalienergiaksi saadaan

Uy

Z UKeiK-r Z quiq-r
K q

= Z UKquz(K—’_q)lr
Kq

Z UKCq,,Keiql'r-
Kqg



Vaihtamalla tdssd summausindeksien nimet K:sta ja
q':sta K':ksi ja q:ksi ja sijoittamalla kehitelmét
Schrodingerin yht#l6on saadaan

) 72
q-r — = d 1 =
Ze (qu 5>Cq+ZUchK 0.
q K
Koska tasoaallot ovat toisistaan lineaarisesti

riippumattomia, tdytyy jokaisen termin erikseen
toteuttaa ehto

n
(e =€)+ X kg s =0
K
Yhtélo voidaan kirjoittaa myos sellaiseen muotoon, ettd
siind esiintyy vain ensimmdisen Brillouinin vyohykkeen
aaltovektoreita. Merkitdan

g=k—K

ja valitaan K siten, ettd k on ensimmiisessd Brillouinin
vyohykkeessi. Nyt

15 )
(%(k - K) - g) CL_K T Z UchkafK' =0.
KI
Tama saadaan hieman symmetrisempéin muotoon
vaihtamalla summausmuuttujaa, K — K' — K:

2
(;—m(k - K)Z - 8) CL_K Tt Z UK'_KCk_KI =0.
K
Olkoon k jokin kiinnitetty ensimmadisen Brillouinin
vyohykkeen vektori. Ylldoleva yht&lo kytkee toisiinsa
kertoimet ¢, Cp_ K Cl_ K’ Cl_ K5 - - -» €li kertoimet,
joiden aaltovektorit eroavat toisistaan kiznteishilan
vektoreilla. Koska ensimmésessd Brillouinin vyohykkeesss
on tdsmélleen N sallittua aaltovektoria k, on
alkuperiinen probleema hajotettu N riippumattomaksi
probleemaksi: yksi probleema jokaista sallittua
ensimmaisen Brillouinin vyShykkeen vektoria k kohti.
Jokaisen yksittdisen probleeman ratkaisu on sellaisten
tasoaaltojen superpositio, joiden aaltovektorit ovat k ja
siitd kadnteishilavektorien verran eroavat vektorit.

Superpositiossa
=D cqelt”
q

aaltovektori q voi siis saada vain arvot k, k — K', k — K",

...eli
Yp = Z ck_Kei(ka)-’l“_
K
Tami voidaan kirjoittaa myds muotoon

Y (r) = cik-r ch_Ke_iK'r :
K
joka on tésmailleen Blochin teoreeman muotoa, silla

jalkimmadinen tekija

u(r) = Y cp_ge KT
K

ilmeisestikin noudattaa hilan periodisuutta.

Huomioita Blochin teoreemasta
1. Operoitaessa impulssioperaattorilla p = —¢AV Blochin
tilaan ¢, j, saadaan

iV, = =itV (e Tu g (r))

= ko g —ihe'FTVu g (r),

joten Blochin tila ei yleensd ole impulssin ominaistila.
Blochin tilan aaltovektori k ei siis ole suoraan
verrannollinen elektronin impulssiin (toisin kuin vapaalla
elektronilla, jolla impulssia p vastaa aaltovektori p/h).
Suuretta Ak nimitetddn kideimpulssiksi.

2. Blochin tilan aaltovektori k voidaan aina valita
ensimmdisestd Brillouinin vyShykkeestd (tai misté
tahansa kéfinteishilan alkeiskopista). Jos nimittéin k' ei
ole ensimmdisessi Brillouinin vyShykkeesd, niin on
olemassa sellainen kiinteishilavektori K, etti

EF=k+K,

misséd k on ensimméisessd Brillouinin vyohykkeessi. Jos
Blochin teoreema on voimassa vektorille k', niin se on
myos voimassa vektorille k, silli e = 1.

3. Tarkastellaan kaikkia aaltovektoriin k liittyvid muotoa

b(r) = eFTu(r)

olevia Blochin tiloja. Sijoittamalla tam# tila
Schrédingerin yhtiloon saadaan funktiolle u(r) yht#ls

(;—m(—iv + k) + U(r)) up(r) = Epug(r),

missé on eksplisiittisesti merkitty nikyviin k.o.
aaltovektori. Blochin teoreeman mukaan funktion ug,
tdytyy toteuttaa reunaehdot

uk(’l“) = uk(r + R).

Voidaan siis ajatella, ettd y.o. ominaisarvoprobleema on
rajoitettu darellistilavuiseen hilan alkeiskoppiin.
Tallaiselld probleemalla on yleensd numeroituvasti
HdretOn midrd ominaisarvoja ja niihin liittyvid
ominaisfunktioita. Nidmi tiettyyn k:n arvoon liittyvit on
edelld numeroitu kvanttiluvulla n.

Koska aaltovektori k esiintyy y.o. ominaisarvoyht#lossa
parametrina, yhtélén ominaisarvot &, j muuttuvat
vektorin k& muuttuessa. Energiatasot onkin siksi tapana
joskus kirjoittaa muotoon &, (k).

4. Vaikka taydellinen ominaistilojen joukko saadaankin
rajoittamalla k ensimmaéiseen Brillouinin vyShykkeeseen
on joskus hyo6dyllistd antaa vektorin k saada arvoja koko
k-avaruudessa. Koska energiat ja ominaistilat séilyviét
muuttumattomina aaltovektorin muuttuessa
k#anteishilavektorin verran, ovat ne vektorin k
k#anteishilan periodisuutta noudattavia funktioita:

¢n,k+K(r) 11/)"]{: (‘T‘)
gn,k+K = gnk



Elektronien energiatasoja periodisessa potentiaalissa
kuvaavat siten periodiset (ja jatkuvat, kun N — o)
funktiot &, (k). Néiden funktioiden sisdltdmas
informaatiota nimitetddn kiintefin aineen vydrakenteeksi.
Energiavyilld tarkoitetaan kuhunkin kvanttilukuun n
liittyvid energian arvoja &,(k). Lukua n sanotaan
vydindeksiksi.

5. Voidaan osoittaa, etté elektronilla, joka on vyolld n ja
jonka aaltovektori on k, on nollasta poikkeava
keskiméariinen nopeus

on(k) = 2V iEnk).

Elektronilla on siis periodisessa potentiaalissa
station#drisii tiloja, joissa se liikkuu ikuisesti samalla
kesimaériiselld nopeudella hilan ionien millaén lailla
hidastamatta.

Fermi-pinta

Merkitdan Blochin elektronin tiloja kvanttiluvuilla n ja k.
Vastaavat energiat ovat &, (k). Jotta tilat otettaisiin
huomioon vain kertaalleen, rajoitetaan aaltovektorin k
arvot yhteen kéddnteishilan alkeiskoppiin.

Tarkastellaan N vuorovaikuttamatonta Blochin
elektronia. Ndiden perustila muodostetaan tdyttamalla
energiatasot &, (k) jarjestyksessd ldhtien pienimmésts
energiasta: jokaisella vyolld n jokaista sallittua
aaltovektoria k kohti voi olla kaksi elektronia (spin ylos ja
spin alas). Kaikkien elektronien ollessa sijoitettuna
alimmille energiatasoille on kaksi mahdollisuutta:

1. Jotkin energiavytt saattavat olla tdysin miehitettyjé
muiden voiden ollessa téysin tyhjid. Ylimmén miehitetyn
ja alimman miehittdm&ttdméan energiatason vilistd eroa
sanotaan vydraoksi (band gap). Jos vyérako on

e huomattavasti suurempi kuin kT (huoneen
lampdtilassa), niin kyseessé on eriste.

e suuruusluokkaa kg7, niin kyseessd on luonnollinen
puolijohde (intrinsinc semiconductor).

Koska sallittujen tilojen (k:n arvojen) lukuméirs vyolla
on sama kuin kiteen alkeiskoppien lukumiirs ja koska
jokaisessa tilassa voi olla kaksi elektronia, vydraollinen
konfiguraatio voi estintyd vain, jos yhti alkeiskoppia kohti
on parillinen mddrd elektroneja.

2. Jotkin vy6t saattavat olla vain osittain taytettyja.
Korkeimman miehitetyn tason energia, Fermi-energia Er,
sijaitsee silloin yhdelld tai useammalla energiavyolla.
Jokaista osittain tadytettyd vyotd kohti on olemassa
k-avaruuden pinta, joka erottaa toisistaan miehitetyt ja
miehittdmattomat vyon energiatasot. Kaikkien ndiden
pintojen joukkoa sanotaan Fermi-pinnaksi. Yksittdiseen
energiavyohon liittyvad pintaa sanotaan Fermi-pinnan
haaraksi (branch). Jos kiintedlld aineella on Fermi-pinta,
se kayttiytyy kuten metalli.

Fermi-pinnan haara vyolld n miardytyy ehdosta

Koska &, (k) on kidnteishilan periodisuutta noudattava
argumentin k funtio, timéin yhtilon tiydellisend

ratkaisuna on samaa periodisuutta noudattava pinta.
Fermi-pintoja on tapana esittdi:

o toistuvan vydhykkeen skeemassa (repeated zone
scheme) Fermi-pinnan haarat esitetéin tiydellising
periodisessa muodossa.

e rajoitetun vydhykkeen skeemassa (reduced zome
scheme) kustakin tdydellisestd periodisesta haarasta
esitetddn vain k#dnteishilan alkeiskoppiin osuva alue.
Alkeiskoppina on useimmiten ensimméinen
Brillouinin vychyke.

Tilatiheys

Joudumme usein kisittelemiin muotoa

Q:22Qn(k)
n.k

olevia termeji. Téss

e summaus kiy kdy yli kaikkien sallittujen
elektronisten yksihiukkastilojen, ts. kullakin vyolla n
aaltovektori k voi saada arvot

suureen m; ollessa rajoitettu sellaisiin
kokonaislukuihin, jotka johtavat erillisiin fysikaalisiin
tiloihin (esim. ensimmiiseen Brillouinin vyshén),

e tekija 2 huomioi elektronien spinin: kutakin tilaa
(n, k) voi miehittaé kaksi elektronia.

Niaimme, ettd kukin sallittu aaltovektori ottaa tilavuuden

(2m)°

Ak =
%

Voimme siis kirjoittaa
%
k k

Suuressa kiteessé energiavyon aaltovektorit muodostavat
jatkumon. Summaus voidaan tdllsin korvata alkeiskopin
yli ulottuvana integrointina, kuten

Q dk
V—oo V B 2;/WQn(k)

g = lim

Usein suure @, (k) riippuu kvanttiluvuista n ja k
ainoastaan yksihiukkasenergian &, (k) kautta.
Mééaritellddn tilatiheys g(€) siten, ettd

1= [ dg©)QE).
Voimme my®&s kirjoittaa

9(€) = 9a(&),



missi g, (€) on vyohon n liittyvi tilatiheys

dk
itegroinnin kaydessi yli jonkin alkeiskopin.
Tilatiheydelle saadaan tulkinta

vyolld n
energiavélilla
(&,€+dE)
olevien sallittujen
energiatilojen
lukum&ara.

gn(£)dE =

<l

Koska kukin sallittu aaltovektori ottaa tilavuuden

(2”)3
Ak =>2"2_
k=5

voimme kirjoittaa myo6s

dk 1, £€<&,(k) <E+dE,
gn<é’)d€=/mx{ < & (k)

0, muulloin.
Olkoot
e 5, (€) alkeiskopissa oleva pinnan &, (k) = & osa,

e k(k) pintojen S, (£) ja S, (€ + dE) vilinen
kohtisuora et#isyys.
Talloin is
gn(E)dE = —0k(k).
&) 6.e) 40

Gradientti V&, (k) on
e kohtisuorassa pintaa &, (k) = vakio vastaan,

e suuruudeltaan energian &, (k) gradientin suuntaisen
muutoksen suuruinen,

joten
E+dE =E+|VELK)|Ok(K).

Nihdaén, ettd pintojen vilinen etdisyys on

d€
k) = Tz,

Saamme tuloksen

ds 1
n(€ =/ as 1
() Sa(e) 4 |VEL(K)|

Huom. Koska &, (k) on argumentin k periodinen,
rajoitettu ja yleensi differentioituva funktio, taytyy
jokaisessa alkeiskopissa olla aaltovektoreita joille

|VEn (k)| = 0. Néissi pisteissd yo. integrandi divergoi.
Voidaan osoittaa, ettd télldiset singulariteetit ovat
kolmessa ulottuvuudessa integroituvia mutta johtavat
derivaatan dg,/d€ divergensseihin. Niitd sanotaan van
Hoven singulariteeteiksi.



