Heikot periodiset potentiaalit
Useiden metallien (alkuaineryhmissé I, 11, IIT ja IV)
johde-elektronit liikkuvat heikossa kiteen ionien
muodostamassa potentiaalissa, silli

e niilli metalleilla on s- tai p-elektroni suljetun
kuoren, ydin-elektronien (core electrons),
ulkopuolella. Tém4 elektroni on 16yhésti sidottu.

e elektroni-ioni-vuorovaikutus on voimakkaimmillaan
lyhyills etdisyyksilla, jonne kuoren ulkopuolella
olevalla elektronilla ei Paulin kieltosdannoésté johtuen
ole paasyéi.

e alueilla, joilla elektronit padsevit liikkkumaan, ne
varjostavat (screen) positiivisten ionien aiheuttamaa
kenttad. Talloin kunkin elektronin kokema
nettopotentiaali pienenee entisestdin.

Schrodingerin yht&lo

Potentiaalin ollessa nolla Schrodingerin yht#lon
ratkaisuna on tasoaalto. Siksi heikossa periodisessa
potentiaalissa luonnollinen 13htokohta on Blochin tila
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Kertoimet cj,_ ¢ ja energia & méadréytyvit

yhtaloryhmasta
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Ryhmissé on yksi yht#lo jokaista kiddnteishilavektoria K
kohti.

Jos elektroni olisi vapaa, olisivat kaikki Fourier-kertoimet
U nollia ja yhtéloryhméksi saataisiin

(52:71-{—5)0,6_1'{ =0. (2)

Téassé on kiytetty merkintda

Yhtélsiden (2) ratkaisut ovat joko cg,_ g = 0 tai
£ = 52:_ g Jilkimméinen on mahdollista joko

e vain yhdelld vektorin K arvolla. Télloin ryhmin (2)
ratkaisu on

&= 52:71{ ja i o« ciltk—K)-r

e usealla vektorin K arvoilla: K7, Ks, ..., K,,. Niille
kaikille ka#nteishilavektoreille taytyy silloin olla
voimassa
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Energia £ on kaikkien n#iden degeneroituneiden
yksihiukkastilojen yhteinen energia. Koska mika
tahansa degeneroituneiden tilojen
lineaarikombinaatio on my&s ratkaisu, voidaan
kertoimet cg,_ ge valita mielivaltaisesti.

Oletetaan nyt, ettd kertoimet Upe eivét kaikki ole nollia
(kerroin Uy = 0 energiaskaalan valinnasta johtuen), mutta
kyllskin pienis kertalukua U olevia suureita. Energian &£
poikkeama vapaiden hiukkasten energiasta 5’09_ K voi
tdlloin olla korkeintaan kertalukua U. Tarkastellaan kahta
mahdollisuutta.

1) Degeneroitumaton tapaus

Kiinnitetdin aaltovektori k ja oletetaan, ettd on olemassa
tietty ka#nteishilavektori K7, jolle on voimassa

€k, — Eh_K| > U, VK # K.
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Vaihdetaan ryhméssd (1) summausindeksiksi K, jolloin
saadaan

(5 — 5](::7K1)Ck7K1 = Z UK—K1 k_ K- (3)
K

Koska Uy = 0, oikella puolella summaus kéy lipi vain ne
termit, joille K # Kj.

Yhtéloryhmistd (1) voidaan formaalisti ratkaista
kertoimille ¢z, g lauseke

_Uk,_K%-K, Uk K% K'
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missi K # K. Koska £ = gl(::—Kl + O(U) , on oletuksen
mukaan kaikille nimittéjille voimassa

1€ - &4 k! = €7 K.~ & gl +0U)>U.

Kertoimien formaaalista lausekkesta ndhdaén siis, ettd

UK,_K°% K,
ck*K:—E—EIOC X +0(U2).

Sijoitetaan ndmé yhtilsihin (3), jolloin
€ - k)% K,
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k_K,+ OU?).

Nahd#an siis, ettd energiat £ eroavatkin vapaiden
hiukkasten energioista vain mééralla O(U?). Talla
tarkkuudella laskien voidaan y.o. yhtdlon nimitt#jasss
korvata energia £ energialla 52:_ K,

Ratkaisemalla energia kertalukuun U? saakka saadaan
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Nihd&in, etti



e heikosti hiirityt ei-degeneroituneet vyot karkottavat
toisiaan: jos £}, K> &}, g niin korjaus energiaan
0 s e . . . 0 0 .o
gk—Kl on positiivinen ja jos gk:—Kl < gk:—K’ niin
korjaus on negatiivinen.

e korjaukset vapaiden elektronien energioihin heikosti
hiirityilld ei-degeneroituneilla v6illa ovat vain
kertalukua U2.

2) Melkein degeneroitunut tapaus

Oletetaan, ettd aaltovektorin k arvo on sellainen, ettd on
olemassa kiinteishilavektorit Ki, Ko, ..., K,,, joita
vastaavat energiat 52’7 K. ovat likimain yhtdsuuria:

|82:—K,- —5,%in| S’O(U); t,j=1L1,2,...,m,

mutta poikkeavat huomattavasti muita
kadnteishilavektoreita vastaavista energioista:

& Kk~ Ehr| > U,
i=1,2,...,m, K#K{,K,...,Kn.
Hajotetaan alkuperiinen yhtaléryhmi (1)
h2

o (k= K)” - 5] k- K+ Uk K% K =0
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kahtia. Ensimmiiseen ryhm&in otetaan ne yht#lot, joissa

K on jokin vektoreista Ki, ..., Ky;:
m
E-& k)k K. = Y UK, Kk K,
j=1
+ > UK _K.°%k-K
KzK,,.,K,,
1=1,...,m.

Toiseen ryhm&in otetaan jiljelle jadneet yhtélot. Kun
néistd ratkaistaan formaalisti kertoimet cg,_ g, saadaan

1 m
k-K = £—_§£0 (ZUKJ‘—chK]'

kE-K \j=1

+ > UK'_KCk_K')a
KK, K,
K#Ki,...,Kn.

Tistd nihdiin, etti
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kun K # K, ..., K,,. Sijoitetaan ndm kertoimien

lausekkeet ensimmaéiseen yhtéloryhmééan, jolloin saadaan
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Yhtilon oikean puolen toinen termi on ilmeisestikin
muuttujassa U korkeampaa kertalukua kuin ensimméinen.
Dominoivat korjaukset saadaan siten yht#loista

- _k)k K, =D UK, Kk-K,;- (4
j=1

Tami on m:n lineaarisen yhtilén ominaisarvoprobleema,
jonka ratkaisuna on m ominaisarvoa £.

aksi melkein degeneroitunutta tasoa
Kaytannossé tirkein on tapaus, missd tietylld
aaltovektorin k arvolla kahta ka#nteishilavektoria, K; ja
K>, vastaavat energiat 8227 K. ovat likimain yhtdsuuret.

Tillsin yhtaloryhma (4) redusoituu yhtalsiksi

- k)k K, = UK, K.% K,
E-& k)% K, = UK _K.% K,
Yksinkertaistetaan merkint6ja.:
qg = k-K;
K = K,;-K;.

Vapaan elektronin aaltovektorit ovat q ja g — K.
Yht#loryhmé on nyt
(g - gg)Cq ==

K —K
q

U_KCq = U}{Cq.
Energiat toteuttavat relaatiot

0 0
£ ~ & K

|521 - g((;fK’l > U, kun K' # K, o.
Ensimmainen ehto voi olla voimassa vain, jos
lg| = |g - K],

ts. jos
1
‘K~ K>,
1 2
missi K = | K|. Olkoon K vektorin K suuntainen
yksikkovektori. Degeneraatioehto on siis

- 1
K~ -K.
1 2
Ehto ¢q - K= %K sanoo, etti pisteet g ovat tasolla, joka
on kohtisuorassa vektoria K vastaan ja puolittaa tdmén.
Sama on voimassa my0s pisteille g — K.

Koska K = K5 — K; on kahden Bravais’n hilan vektorin
superpositio, se itse on myds hilavektori. Tasoa, joka
puolittaa kohtisuorasti kiznteishilavektorin, sanotaan



Braggin tasoksi. Kaksi vapaiden elektronien energiatasoa
on siis likimain degeneroitunut, jos elektronin aaltovektori
(q) on ldhells Braggin tasoa mutta kyllin kaukana kahden
tai useamman Braggin tason leikkauksesta.

Voidaan osoittaa, ettd siteilyn osuessa hilaan syntyy
konstruktiivinen interferenssi vain, jos tulevan s#teilyn
aaltovektori on Braggin tasolla. Sanotaan, etti kyseessé
on Braggin heijastus. Ndhdain siis, ettd heikko periodinen
potentiaali vaikuttaa voimakkaimmin niihin vapaiden
elektronien tiloihin, joiden aaltovektori on likimain sama
kuin johonkin Braggin heijastukseen liittyvd aaltovektori.
Yhtiloiden (5) ominaisarvot mairaytyvit
sekulaariyht#losté

S B/ S

eli toisen asteen yht#lostd
(€ - £9)(€ —€_g) = kP

Dominoiva periodisen potentiaalin aiheuttama efekti
energiatasoihin £g ja 5(017 g héhdéddn timén yhtalon
juurista

£ _ g0 2

_ 1 o 0 q qg-K
£=(Eq+& )+ <f> + Uk |?

edellyttéien, ettd g on lihelld kifnteishilavektorin K
miidrddmis Braggin tasoa.

Jos g on tidsmilleen Braggin tasolla, ts. |g| = |¢ — K] eli
&q = 837 ¢ hiin ominaisarvot ovat

£=Eq+|UKkl.

Braggin tasolla toinen energiatasoista nousee ja toinen
laskee madralls |Ug|.
Edelleen Braggin tasolla energian gradientiksi saadaan

R 1
—(g— =-K).
m(q 2 )

Vg€ =
Gradientti on siis Braggin tason suuntainen (g — %K on
Braggin tasossa). Koska gradientti on kohtisuorassa
pintaa
&(q) = vakio

vastaan, ndhddan ettd vakioenergiapinnat leikkaavat
Braggin tason kohtisuorasti.

Sijoitetaan Braggin tasolla voimassa olevat ratkaisut
& = &g * |Uk| yhtélsihin (5), jolloin saadaan

t|Ukleq = Ukcq K-

Kun oletetaan kiteen olevan inversiosymmetrinen, jolloin
U =Uk (eli Ug on reaalinen), ndhdéan ettd
kertoimien cq ja cg-K vilills on relaatio

cq = :tsgn(UK)cq_K,

missi merkit + vastaavat ominaisarvoja & = £° + |Ug|.
Hairityn tilan aaltofunktio on superpositio

Kei(q—K)~r

— iq-r
Y(r) = cqe'd +¢qo

ci(@-3K)r (quz%K.r —z%K.r) )

+ Cq-K®©

Riippuen potentiaalin U g merkistd saadaan Braggin
tasolla aaltofunktioiksi:

e jos Ug > 0, niin

1
[Y(r)]? o« cos’=K-r, £= 5(01 + UKkl

2
1
lp(r)> o sin® EK-’I‘, &= S?I - Ukl
e jos U <0, niin
1
[¥(r)]> o sin® §K-r, &= 5?1 + UK
1
[¥(r))? o cos? iK- r, £= 53 — UKkl

Sanotaan, ettd elektronitilat ovat s-tyyppisid
(J)? o c.os2 LK -r) tai p-tyyppisid (|1 o sin® 3K - 7).
Energiavyot

Yksiulotteinen systeemi

Tarkastellaan yksiulotteisessa avaruudessa heikossa
periodisessa potentiaalissa liikkuvaa elektronia. Oletetaan,
ettd potentiaalin periodi r-avaruudessa on 27/ K.

e T#ysin vapaan elektronin (U(r) = 0) energiatasot
muodostavat k:mn funktiona parabelin & = h%k?/2m.

e Periodisessa potentiaalissa hiiriintymattomét
energiatasot £ = h?(k — nK)?/2m ovat sellaisilla
parabeleill, joiden minimit ovat etdisyydella K
toisistaan.



e Energiatasot voivat olla korkeintaan kahdesti
degeneroituneita. Degeneraatiot esiintyvit Braggin
tasoilla (pisteissd) k = (n + 1/2)K.

e Potentiaalin vaikutuksesta energiatasot muuttuvat
voimakkaimmin Braggin tasojen liheisyydessa.
Muualla korjaukset ovat kertalukua U?2.

e Braggin tasolla energioiden erotus on 2|Uk]|.
Korjatut energiakéyrit eivit endd leikkaa toisiaan ja
niiden kulmakerroin téissé pisteessi on nolla.
Aaltovektorin k siirtyessd Braggin tason yli
energiassa on siis 2|Ux |:n suuruinen epdjatkuvuus.

¢ Ensimmiinen Brillouinin vythyke on tissi
tapauksessa alue —1/2K < k < 1/2K. Koska
energiat ovat aaltovektorin k periodisia funktioita
periodin ollessa K, voidaan kaikki energiavyot siirtdé
ensimmadiseen Brillouinin vythykkeeseen. T&lloin
paddytadn rajoitetun vyohykkeen skeemaan.

¢ Kun ensimmadistd Brillouinin vyGhykett
energiavoineen siirretddn kaikkien
kéinteishilavektoreiden (nK) verran, paddytasin
toistetun vyon skeemaan.

Energia-aaltovektorikiyrit kolmessa dimensiossa
Kolmessa ulottuvuudessa energiavyot on tapana esittdd
tietyn suuntaisen aaltovektorin k funktiona. Vyorakenne

on yleensé jopa vapaille elektroneille,

) = h—2(k - K)?
E-K ™ 9, ’
erittiin monimutkainen.
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Energiarako (Energy Gap)
Heikossa periodisessa potentiaalissa aaltovektorin k
ylittdessd Braggin tason energia

EQ+E0 \°
1, 0 q -K
&= 5(8(1 + Equ) + <f) + |Uk|?
muuttuu jatkuvasti alemmasta juuresta ylempéin vain

jos U =0.

Jos U # 0, energia on jatkuva vain silloin, kun
pysytellddn joko ylemmaill tai alemmalla tasolla. Jos
halutaan vaihtaa haaralta toiselle k:n muuttuessa
jatkuvasti, on energian muututttava epdjakuvasti
mairalls 2|Ug|.

Brillouinin vyohykkeet

Koska

e ensimmdiinen Brillouinin vyShyke méériteltiin siksi
kédnteishilan alueeksi, jonka pisteet ovat lihempéni
origoa K = 0 kuin mitd&n muuta kianteishilan
pistetta.

e Braggin tasot puolittavat kaikki origosta muihin
k#dnteishilapisteisiin suunnatut vektorit

ensimmadinen Brillouinin vyShyke on niiden pisteiden
joukko, joihin pd#stéén origosta ylittdmattsd yhtdsn
Braggin tasoa.

Yleisesti:

o ensimmdinen Brillouinin vyéhyke on niiden
k-avaruuden pisteiden joukko, jotka origosta ldhtien
ovat saavutettavissa ylittdméatts yhtéén Braggin
tasoa.

e (n+ 1):s Brillouinin vyéhyke on niiden pisteiden
joukko, jotka eivit kuulu (n — 1):een Brillouinin
vyohykkeeseen ja jotka lihtien n:1td Brillouinin
vyohykkeeltsd ovat saavutettavissa ylittamalls vain
yhden Braggin tason.

o ckvivalentisti edellisen kanssa n:s Brillouinin vychyke
on niiden pisteiden joukko, jotka origosta l&htien
ovat saavutettavissa ylittdmalls tdsmélleen n — 1
Braggin tasoa.



Ilmeisestin n:s Brillouinin vyShyke on niiden
k#dnteishilapisteiden joukko, joiden m:ksi 1dhin naapuri
on origossa. Koska jokaisella pisteelld on n:ksi 1dhin
naapuri, niin siirrettiessi origoa kédanteishilapisteestd
toiseen tiyttivit ndmi n:nnet vyohykkeet
translaatioinvarianssista johtuen koko k-avaruuden
tdsmilleen yhteen kertaan. Nihdain, ettd n:s Brillowinin
vydhyke on alkeiskoppi.

Fermipinnan konstruointi toistetun vyén skeemassa
tapahtuu seuraavasti:

1. Piirrd Fermi-pallo.

2. Deformoi sen pintaa jokaisen Braggin tason
liheisyydessa kuten heikkoja periodisia potentiaaleja
kisiteltdessd nihtiin (esim. pinnan tdytyy leikata
Braggin taso kohtisuorasti).

3. Valitse se pallon pinnan osa, joka on n:113 Brillouinin
vyohykkeelld ja tee sille kaikki
kadnteishilavektoreitten méaraimait translaatiot.
Tuloksena on Fermi-pinnan haara toistetun
vythykkeen skeemassa.

Yksiatomiset kannalliset hilat

T&hin mennessi emme ole olettaneet potentiaalista U (r)
muuta kuin ettd se noudattaa hilan periodisuutta (ja on
mukavuussyisti inversiosymmetrinen).

Tarkastellaan nyt kidetté, jonka alkeiskopissa on
useampia identtisid atomeja paikoissa d;. Periodinen
potentiaali U(7) on silloin muotoa

U(r) =Y ¢(r— R—dy).
R

Sen Fourier’n sarjan kertoimet ovat

1 .
Ug = —/ dre_ZK"Tzfﬁ(T—R_dj)
v koppi Rj
_ 1 —iK.r
= 5/ oo dre Z o(r —d;)
avaruus 7

1
v koko

avaruus

dr e_iK'T¢(r)] Z ciK-d;
J

Merkitéén atomaarisen potentiaalin ¢(r) Fourier’n
muunnosta kuten

k)= [, e Ko,

avaruus

ja mééritelladn geometrinen struktuuritekiji S e siten,

ettad )
S K= Z eZK'dJ' .
J

Termi U g voidaan nyt kirjoittaa muodossa

1
Uk = ~9(K)Sk-

Ensimméisessd kertaluvussa energiakorjaukset Braggin
tason ldheisyydessi olivat

_ &0 2

50
1 q - K
£=5Eq+E5 K+ (%) + UKl

Jos nyt kanta ({d;}) sattuu olemaan sellainen, etti
struktuuritekija havidi joillakin kiinteishilavektorin K
arvoilla, niin tdmé&n vektorin puolittavan Braggin tason
l&heisyydessd ensimmaisen kertaluvun korjaukset
h&vidvit, ts. periodinen potentiaali ei poista
degeneraatiota.

Huom. Voidaan osoittaa ettd konstruktiivisen
interferenssin intensiteetti on verrannollinen
struktuuritekijan itseisarvon neliéon. Jos siis johonkin
Braggin tasoon liittyvd Rontgen-séteilyn diffraktiopiikki
puuttuu, niin samalla Braggin tasolla vapaan elektronin
degeneroituneet tilat eivit erkane.



