Elektronien sironta

Semiklassinen johtavuusmalli kisitteli elktronien
torméyksid satunnaisina korreloitumattomina
tapahtumina, joiden karakterisointiin
relaksaatioaika-aproksimaatio on sopiva. Talloin
oletimme, ettd epitasapainossa olevan elektronisen
systeemin jakaumafuntiolla ei ole mitd&n vaikutusta

e tormiyksien taajuuteen,
o torméyksestd poistuvien elektronien jakaumaan.
Kuitenkin

o tormiyksien taajuus rippuu elektronien jakaumasta,
silld Paulin kieltosdantoo sallii elektronien siroamisen
vain ennestdin miehittdmé&ttomiin tiloihin,

e torméyksistd poistuvien elektronien jakaumaan
vaikuttaa Paulin kieltosdédnnon lisdksi toki myos se,
mitki elektronit voivat osallistua sirontaprosesseihin,
ts. elektronien jakaumafunktio.

Relaksaatioaika-aproksimaatio toimii silloin, kun
torméaysprosessien yksityiskohdilla ei ole merkitysta.
Esimerkiksi suurtaajuiseen (w7 > 1) johtavuuteen tai
Hallin kertoimeen voimakkaassa (w.m > 1)
magneettikentissi ei torméaysten luonteella ole vaikutusta.
Sironnan ldhteet

Toisin kuin Druden malli oletti elektronit eivét siroa
lainkaan kiteen ioneista. Riippumattomien elektronien
mallissa sironnan l&hteet voidaan jakaa kahteen ryhmaén:

1. Epidpuhtaudet ja hilavirheet
Kiteen epdpuhtaudet ovat lokalisoituneita
sirontakeskuksia. Pistevirheet, kuten puuttuva ioni
tai satunnainen vairdin paikkaan sijoittunut ioni,
kayttaytyvit myos kuten epdpuhtaudet.

2. Tonien termisistid virihtelyisti aiheutuvat
poikkeamat tiydellisen kiteen periodisuudesta
Taysin puhtaassakaan kiteessd ionit eivit muodosta
téydellistéd kidettd, silld (absoluuttista
nollalimpétilaa lukuunottamatta) ionit oskilloivat
aina keskim#iridisen tasapainoasemansa suhteen, sit
voimakkaammin mitd korkeampi on ldmpétila. Tadma
poikkeama tédydellisestd periodisesta rakenteesta on
huomattavin DC vastukseen vaikuttava tekiji ja
merkittdvin sirontamekanismi huoneenlampdotilassa.

Sirontatodennékéisyys ja relaksaatioaika
Realistinen torméysten kuvaus olettaa, ettd on olemassa
todennnikaisyys (laskettavissa mikroskooppisista
lihtokohdista), jolla vyolld n oleva aaltovektorin k
omaava elektroni siroaa aikayksikossd vyolle n' tilaan k'.
Yksinkertaisuuden vuoksi oletamme, etté

e tormiykset ovat vyon sisiisid, ts. n’ = n. Tdmén
rajoituksen poisto on suoraviivaista.

o elektronien spin séilyy. Tadmé oletus ei pidd
paikkaansa magneettisten epdpuhtauksien
tapauksessa, silld elektronin sirotessa n#istd sen spin
voi kdantya.

o tormaykset ovat lokalisoituneita ajassa ja paikassa,
ts. paikassa = hetkelld ¢ tapahtuva t6rméys riippuu
vain kiteen ominaisuuksista pisteen (r,t)
ldheisyydessa.

Maéédrittelemme suureen Wk, ' siten, ettd
todenn#koisyys sille, ettéd infinitesimaalisena,
aikavalind dt k-aaltovektorinen elektroni siroaa
(spinin sdilyttden) k-avaruudessa pisteen k'
infinitesimaaliseen ympérist6on dk’ téssi olevien
tilojen ollessa ennestddn miehittdm&ttomis, on

Wk,k,dt dk'
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Huom. Suure W}, 3 ilmoitaa siis aikayksikkod kohti
lasketun todenn#koisyyden sille, ettd elektroni siroaa
tilasta k tilaan k.

Kun Wk, g’ Ja elekronien jakaumafunktio g tunnetaan,
suure 1/7(k), ts. todennikoisyys sille, ettd
k-aaltovektorinen elektroni kokee aikayksikdssa
tormayksen, voidaan laskea. Madritelmén mukaan

Wi k! dk'/(2m)? on todenn#kdisyys sille, ettd
k-aaltovektorinen elektroni siroaa aikayksikossi tilan k'
ympéristoon dk’ edellyttien, ettd ko. tilat ovat
miehittdmattomis. Koska miehittdméattomien tilojen
osuus pisteen k' ympériston tiloista on 1 — g(k'), saadaan
kokonaistodenn#koisyydeksi

Nihdaén siis, ettd vastoin Druden mallin oletuksia
relaksaatioaika riippuu jakaumafunktiosta g.
Tormayksista aiheutuva
jakaumafunktion muutosnopeus
Madritellddn suure (dg(k)/dt)out siten, ettd
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on niiden elektronien lukumé&aré
yksikkotilavuudessa, joiden aaltovektori on pisteen
k infinitesimaalisessa ympiristossd dk ja jotka
kokevat torméyksen infinitesimaalisena aikavéling
dt.

Koska dk on infinitesimaalinen, jokainen sironta téssi

ympiristossd poistaa elektronin siita.

Nyt

o dt/7T(k) on todennikoisyys sille, ettd pisteen k
ympéristossd oleva elektroni siroaa aikaviling dt,

e pisteen k ympéristdssa dk olevien elektronien
lukumééré on g(k)dk/(2m)3.

Saadaan siis

(%), -



Elektronit voivat myos sirota aaltovektorin k

ympéristoon. Mairitelliin vastaavasti suure (dg(k)/dt)in

siten, ettd

<dgd—(tk)> s

on tilavuusyksikkod kohti niiden elektronien
lukumiard, jotka aikavaling dt torméysten
seurauksena padtyvit aaltovektorin k
infinitesimaaliseen ympéristoon dk.
Tarkastellaan aaltovektorin k' ympéristod dk’. Nyt

e tissd olevien elektronien lukumaéairi on
g(k")dk'/(2m),

¢ joista aaltovektorin k ympéristoon dk siroavien
elektronien osuus on Wy, pdk/(27)?,

¢ aaltovektorin k ympériston dk tiloista vapaiden
tilojen osuus on vain 1 — g(k).

Aaltovektorin k' ympéristostd dk’ aaltovektorin k
ympéristéon dk aikavilills dt torméysten seurauksena
saapuvien elektronien kokonaislukumaéira on siten
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Summaamalla yli kaikkien aaltovektoreiden k' ja
vertaamalla suureen (dg(k)/dt)in médritelméén saamme
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Miéritellddn suure (dg(k)/dt)con siten, ettéd se on
tormiysten aikaansaama jakaumafuntion
kokonaismuutoksen nopeus, ts.
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on tilavuusyksikkod kohti laskettu tormayksistd aiheutuva

elektronien lukuméairin muutos aaltovektorin k
infinitesimaalisessa ympéristossé dk aikavéling dt.
Saamme

(). o

Huom. Relaksaatioaika-aprosimaatiossa torméaystermi
yksinkertaistuu muotoon
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Osoittajan jilkimméinen termi g°(k) aiheutuu siité,

ettd téssd aproksimaatiossa oletetaan elektronien
torméysten jilkeisen jakauman olevan riippumaton
tormyksia edeltdviastd jakautumasta.

Boltzmannin yhtalo
Jollei elektroni osallistu tormayksiin, sen koordinaatit =
ja k kehittyvit ajan myotd semiklassisten liikeyhtéléiden

v(k)
—e <E+ %v X H> = F(r,k)

r =

hk =

mukaisesti. Jos elektroni hetkelld ¢ oli pisteessd (r, k),
niin se infinitesimaalsta hetked dt aikaisemmin oli
pisteessd (r — v(k) dt,k — F(r, k) dt/h). Timi on ainoa
piste, josta torméyksettoméssi tilanteessa pisteen (7, k)
elektronit voivat olla perdisin. Samoin jokainen pisteessé
(r —v(k)dt,k — F(r,k)dt/h) oleva elektroni saapuu
hetked dt myohemmin pisteeseen (r, k). Taytyy siis olla

g(r,k,t) = g(r —v(k)dt,k — F(r,k)dt/h,t — dt).
Tormayksien huomioimiseksi on yo. yhtalosséa

e vihennettivi oikealta puolelta aaltovektorin k
ymparistostd sironnan seurauksena poistuneitten

o lisdttivi oikealle puolelle aaltovektorin k
ympdaristoon sironnan seurauksena saapuneiden

elektronien osuus. Saamme siis

g(r,k,t) = g(r—ov(k)dt,k — F(r,k)dt/h,t — dt)

ag(r,k,t) ag(r7k7t)
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Kehittamills ensimmaéinen oikeanpuoleinen termi
Taylorin sarjaksi piddttdytyen korkeintaan vélin dt
lineaarisiin termeihin saadaan
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Tam4 on kuuluisa Boltzmannin yhtalo.

Sironta epdpuhtauksista

Tarkastellaan elastista sirontaa sellaisista
epdpuhtauksista, jotka satunnaisissa hilapisteissé
korvaavat kiteen alkuperiiset rakenneosaset (ns.
substitutionaaliset epdpuhtaudet). Tami on alhaisissa
lampotiloissa hyvinkin realistinen aproksimaatio, silléd
lampotilan laskiessa

e termisten vardhtelyjen aiheuttama sironta samoin
kuin elektroni-elektronisironta kidyvat heikoiksi,

e epidpuhtauksien konsentraatio seké elektronien ja
epdpuhtauksien viliset vuorovaikutukset sdilyvit
ldhes muuttumattomina.

Epdpuhtaussironta on elastista, jos epdpuhtauden
perustilan ja ensimméisen viritystilan vilinen energiarako
(tyypillisesti elektronivolttien suuruusluokkaa) on
huomattavasti suurempi kuin terminen energia kgT'.
Tall6in nimittdin

e vain harvat virittyneet epdpuhtausionit luovuttavat
energiaa siroaville elektroneille ja



e clektronien kiytettdvissd on vain hyvin harvoja
sellaisia alhaisen energian tiloja, joihin ne voisivat
asettua luovutettuaan energiaansa epdpuhtausionin
virityksiin.

Jos epdpuhtaudet ovat kyllin harvassa seké niiden ja
elektronien vilinen potentiaali U(r) kyllin heikko, on
aikayksikkoa kohti laskettu elastisen sironnan
todennikoisyys tilasta k tilaan k' Fermin kultaisen
sdannon mukaan
2
Wik = %nié(é‘(k) — E(K)) |(R|UIK)[ .

Téasséd n; on epdpuhtauksien lukumé&aratiheys,

KUK = [ dro g (U, (),

ja Blochin tilat oletetaan normitetuiksi kuten

/ d"WHk) |2 = Vkoppi -
koppi

Huomataan, etta

e delta-funktiosta johtuen Wy, - = 0, jollei
E(k) = £(K'), ts. sironta on eksplisiittisesti elastista.

. Wk, g €l riipu lainkaan jakaumafunktiosta g. Tdmé
aiheutuu riippumattomien elektronien
aproksimaatiosta: Paulin kieltosdantod
lukuunottamatta elektronin vuorovaikutus
epdpuhtauden kanssa on tdysin riippumaton muista
elektroneista.

e vuorovaikutuksen U hermiittisyydestd johtuen Wy, p
on symmetrinen,

Wik =W k-

Tami symmetria on voimassa, vaikka potentiaali U
ei olisikaan heikko kunhan vain kide- ja
epipuhtauspotentiaalit ovat reaalisia ja invariantteja
avaruuden inversiossa. Tdm&n symmetrian ollessa
voimassa tormaystermi yksinkertaistuu muotoon

dg(k dk ,
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