Klassinen harmoninen kide Toiseen kertalukuun saakka jéljelle jaa
Annetaan nyt kiteen ionien vérdhdelld

tasapainoasemiensa lihistolld olettaen, etti U =U 4 yharm,

1. Keskimé&araisessé tasapainoasemassa kide muodostaa missé U°Y on tasapainoaseman potentiaalienergia ja

Bravais’n hilan. Voimme siis liittd4 jokaiseen
1

hilapisteeseen R kiteen atomin, mutta nyt R esittda pharm  _ - Z [u,,(R) — u,(R')]¢,n(R— R
ainoastaan ionin keskiméaraista paikkaa. 4 RR
B V=a,y, 2
2. Ionien'ty}'/.pilliset poikkeama.t tas?p'a.i'noasemisjca'an [uy(R) — uy (R))]
ovat pienié verrattuna atomien viélisiin matkoihin. 92o(r)
T
Oletuksen 1 mukaan kiteen atomit voidaan yksilsida v (r) = or,or,’
Bravais’n hilan pisteiden R perusteella; esim. r(R) o B o o
tarkoittaa hilapisteeseen R liittyvén ionin kulloistakin Mikéli emme ole kiinnostuneita kiteen tasapainotilaan
sijaintia. Jos w(R) on ionin R poikkeama liittyvistd suureista (kokonaisenergia, kokonaistilavuus,
tasapainoasemasta, niin kokonaiskompressibiliteetti,. . .), voidaan vakio U jattad
pois. Tapana on kirjoittaa harmoninen potentiaali
r(R) = R+ u(R). yleisempéin muotoon
o . e . . . . 1
Olkoor'l (b(r) kah'den t0181st'aan etalsyy('iellf.i T ole'van ionin grharm _ * Z u,(R)D, (R — R )u, (R).
potentiaalienergia. Koko kiteen potentiaalienergia on 2 Py
silloin v
U — = Z o(r —»(R))) Aikaisempi lauseke saadaan, kun asetetaan
RR’
1 DIW(R - R/) = 5RR’ Z (b/w(R - R”) - ¢/w(R - R,)
= 5 ) 6(R-R+u(R)-u(R)) R
2 RR/

Kun kiytetddn ionin R liitkeméddrastd merkintdd P(R), on Klassisen kiteen ominaislampd
ionien kokonais-Hamilton Kiteen N ionin muodostaman 3/N-ulotteisen klassisen
faasiavaruuden tilavuuselementti on

dr' = [[ du(R) dP(R) = [ ] du.(R)dP.(R)
R R

Harmoninen aproksimaatio ja kanoninen tilasumma
Koska kokonaispotentiaalin U laskeminen konkreettisista
parivuorovaikutuksista ldhtien on toivoton tehtévé, / dre=#H
aproksimoidaan sitd kdyttden hyviksi oletusta 2 (u(R)
on pieni). Potentiaalin U Taylorin sarjan ensimmaéiset Energiatiheys « on silloin
termit ovat
11 / _8H 1 0
N =—— [dre P H=—-_ _InZ
U= 3 Z¢( R Z vV op
Kun tehdddn muuttujan vaihdokset
+= )—u(R))-Vo(R - R)
;, uw(R) = ' u(R)
_ p-1/2%
4 Z —w(R"))-V]’6(R - R') PR) = §~/"HR)
RE voidaan tilasumma kirjoittaa muotoon
+0(u?).

Z

Tasapainotilassa ioniin R vaikuttaa muiden ionien
aiheuttama kokonaisvoima

F=-) V¢(R-R)).
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Koska kyseessé on tasapaino, tdytyy tdmén voiman olla

tédsmélleen nolla. Lineaarinen termi potentiaalin U , ,
sarjakehitelméssi siis havisi. exXp | —5 Zuu Dyw(R— R)u, (R)| .




Koska kaikki lampétilariippuvuus on integraalin
ulkopuolella, voidaan energiatiheys laskea helposti
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Ominaisl&mp6 on

Ju
Cy = 87T = 37’1]4;3
Téamaé kidevaridhtelyistd aiheutuva ominaislimmmon
lauseke tunnetaan Dulong-Petit’n lakina. Kokeellisesti

e matalissa lampotiloissa kiintedn aineen
ominaiskdmpd on pienempi kuin Dulong-Petit’'n lain
antama ominaislampé6. Lahestyttdessa lampotilaa
T = 0 ominaislampo ldhestyy nollaa.

e suuremmillakaan ldmpdétiloilla mitatut
ominaislammot eivit ldhesty tarkasti Dulong-Petit’'n
rajaa.

Harmonisen kiteen normaalimoodit

Yksiulotteinen yksiatominen Bravais’n hila
Jos yksiulotteisen Bravais'n hilan pisteiden vilimatka on
a, niin hilapisteet ovat na, n kokonaisluku. Kuhunkin
hilapisteeseen na liittyy yksi atomi.
Oletetaan, etté téssd yksiulotteisessa ketjussa vain
lahimmat naapurit vuorovaikuttavat keskenédén. Jos
merkitdian

K = (b//(x)’

niin kiteen harmoninen potentiaali on silloin
. 1
yharm — 3K > [u(na) — u((n + 1)a))*.

Klassiset liikeyhtélot ovat

78Uharm
du(na)
= —K[2u(na) —u((n — 1)a) — u((n + 1)a)].

Mii(na) =

Oletetaan, etté hilan N pistettd muodostavat renkaan, ts.

siirtymét toteuttavat reunaehdot
u((N + 1)a) = u(a); u(0) =u(Na).

Etsitddn muotoa

u(na’ t) x ei(kna—ut)
olevia ratkaisuja. Jotta reunaehdot olisivat voimassa,

taytyy olla _
elk:Na — 1

Tastd nahdédan, ettd sallitut suureen k arvot ovat

2
= % %, n kokonaisluku.

Sijoittamalla eksponenttiyrite liikeyht&loihin ndhd&én,
ettd kulmanopeuden w on toteutettava relaatio

[2K(1 — cosk K .1
w(k) = 2K(1 — coska) MCOS a>=2\/M|Sin§ka\.

Ratkaisut esittévit renkaassa vaihenopeydella ¢ = w/k ja
ryhménopeudella v = Jw/0k etenevii aaltoa. Jos
aallonpituus on suuri eli aaltovektori k pieni, niin

dispersiorelaatio
K
= — |k

on lineaarinen. T&ll6in vaihe- ja ryhménopeus ovat yhta
suuria.

Jos sallitaan muidenkin kuin lahimpien naapurien
vuorovaikuttaa keskenéén, tulee kulmanopeuden w
riippuvuus aaltovektorista k monimutkaisemmaksi, mutta
kvalitatiivisesti edelld esitetty tarkastelu pitdé edelleen
paikkansa.

Yksiulotteinen kannallinen hila

Oletetaan etté alkeiskopissa on kaksi atomia. Olkoot
ionien tasapainoasemat na ja na + d, missi d < a/2.
Merkitéddn ionien poikkeamia néisté tasapainoasemista
vastaavasti symboleilla u; (na) ja us(na).
Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd atomien massat
ovat samat. Lahinaapurien aiheuttama harmoninen
vuorovaikutus on

arm  __ K
Ut = Eg[ul(na)fUQ(na)]Q
+ 53 usna) — s (0 + a)?
2 " ’

missd K kuvaa ionien na ja na + d seké G ionien na + d
ja (n+ 1)a vilistd vuorovaikutusta.
Klassiset liikeyhtélot ovat

5Uharm
" Ous(na)
—Klui(na) — uz(na)]
—Glui(na) — uz((n — 1)a)]
6Uharm
 duy(na)
—Klus(na) — uy(na)]
—Gluz(na) — ui((n 4+ 1)a)].

Miii(na) =

Miiz(na) =

Etsitdén jéalleen muotoa

uy (na) _ 61ei(knafwt)

U (na) — 62ei(k’na—wt)

olevia ratkaisuja. Sijoittamalla ndm# liikeyht#l6ihin
saadaan lineaarinen homogeeninen yhtaléryhmé

[Mw? — (K + G)ler + (K + Ge™")ey =
(K + Ge* ey + [Mw? — (K + G)|ey =

o o



Ryhmélld on ei-triviaali ratkaisu vain, jos sen
kerroindeterminatti on nolla. Téstd ehdosta saadaan
kulmanopeudeksi

w2_K+G
M

1
+ M\/K2 + G2+ 2KG@G cos ka.

Té&ll6in amplitudien suhde on

€1 K + Gelka

=F .
€2 |K + Ge'ka|

Jokaista sallittua aaltovektorin k arvoa (N kpl) kohti
saadaan siis kaksi ratkaisua. Kaiken kaikkiaan
normaalimoodeja on nyt 2N kappaletta.
Tarkastellaan erilaisia rajatapauksia.

Tapaus 1. k < w/a

Moodien kulmanopeudet ovat nyt

2(K + G)

w = VA O((ka)?)
KG
w = m(ka).

Koska jalkimméinen dispersiorelaatio on lineaarinen,
sanotaan vastaavaa moodia akustiseksi. Edellisessé

moodissa w = /2(K + G)/M, kun k = 0. Koska tdmi

moodi voi pitkén aallonpituuden rajalla kytkeytya
sihkomagneettiseen siteilyyn, sanotaan sité optiseksi
haaraksi.

Pitkén aallonpituuden rajalla, kun k ~ 0, amplitudit
toteuttavat relaation

€1 = F€2

ylemmsén merkin vastatessa optista moodia ja alemman
akustista moodia.

Tapaus 2. k =m/a

Brillouinin vyohykkeen rajalla moodit ovat

L q—
——, optinen haara
M P
2G
\/7, akustinen haara.

Amplitudeille on vastaavasti voimassa
€1 = Fe€o.

Tapaus 3. K > G
Dispersiorelaatiot ovat nyt

- B fo(®)
[aiilo(2)]

ja amplitudit toteuttavat relaatiot

€1 = Fe€q.

Optisen haaran frekvenssi on nyt riippumaton
aaltovektorista. Suuruudeltaan se vastaa jousivakiolla K
toisiinsa kytketyn kahden samamassaisen atomin
muodostaman molekyylin vibraatiofrekvenssié.
Akustinen haara puolestaan on sama kuin lineaarisen
ketjun tapauksessakin.

Tapaus 4. K =G

Nyt kyseessd on yksiatominen Bravais’n hila, jonka
alkeiskopin pituus on a/2.

Kolmiulotteinen yksiatominen Bravais’n hila
Matriisimerkintaé kéyttden voidaan harmoninen
potentiaali kirjoittaa kompaktimpaan muotoon

1 > u(R)D(R - R)u(R).

Uharm —
2
RR/

Riippumatta ionien vélisistd voimista matriisi D(R — R)
noudattaa tiettyjd symmetrioita:
1.D,,(R—R)=D,,(R —R)

Tamé& ominaisuus ndhddén vaihtamalla
derivointijarjestystd matriisin D alkioiden méé&ritelméssa

) 92U
PR = G Ryou, ()

u=0

2. D(R) = D(—R)

Tarkastellaan hilaa, jossa ionien poikkeamat
tasapainoasemasta ovat u(R). Vastaavassa invertoidussa
hilassa poikkeamat ovat —u(—R). Koska jokainen
Bravais’n hila on inversiosymmetrinen, taytyy molempien
hilojen energioiden olla samoja olivatpa poikkeamat u(R)
mité tahansa, ts.

Uharm _ 1 U(R)D(R _ R/)u(R/)
2 RR'
_ % (~u(~R))D(R — R')(—u(~R)))
RR
_ % w(R)D(R' — R)u(R)),
RR/

misséd w(R) on mielivaltainen. TAmé& on voimassa vain, jos
D(R—-R')=D(R —R).
Symmetrian 1 perusteella on lisidksi voimassa
D, R-R)=D,,(R-R),
eli matriisi D on symmetrinen.
Siirretaén jokainen ioni R paikkaan R+ d. Tdmé on
tdsmaélleen sama kuin koko hilaa siirrettéisiin vektorin d

verran. Siirretyn hilan ja alkuperéisen tasapainoasemassa
olevan hilan potentiaalienergiat ovat samoja (0), eli

> d.D,,(R— R)d,
RR/

nv

> Nd,d, <Z DW(R)> :
pv R

O =



Koska vektori d on mielivaltainen, taytyy olla voimassa
> i -
R

Klassiset liikeyht&lot

8Uharm B
ou,(R)

tal matriisimuodossa

MUH(R) = — _ZDMU(R_RI)UV(R/)v
R

Mi(R) = - D(R - R')u(R')

R’

muodostavat 3N yhtdlon ryhmén. Etsitdan jélleen

muotoa .
u(R,t) = ec'F-B-wt)

olevia ratkaisuja. Téssd polarisaatiovektori € ilmoittaa
ionien liikkeen suunnan. Vaaditaan edelleen, etta
ratkaisut toteuttavat jokaista primitiivivektoria a; kohti
Born-von Karmanin reunaehdot

u(R + N;a;) = u(R),

alkeiskoppien kokonaismééran ollessa N = Ny NoNj3.
Néamé ehdot toteutuvat vain jos aaltovektori k& on muotoa

ni1 No ns
k= —b; + —by+ —bs.
N, 1-|-N2 2+N3 3

Téssé vektorit b; ovat kddnteishilan primitiivivektoreita
ja suureet n; kokonaislukuja.

Nahdadn, etté erillisid ratkaisuja saadaan vain, jos k on
rajoitettu 1. Brillouinin vythykkeeseen, ts. sallittuja
aaltovektorin arvoja on tédsmélleen N kappaletta.
Sijoitetaan yrite liikeyhtdloihin, jolloin saadaan

Mw?e = D(k)e,

=Y D(R)e
R

on ns. dynaaminen matriisi. Jokaista sallittua arvoa k
kohti saadaan yhtélon (*) ratkaisuna kolme ominaisarvoa
ja ominaisvektoria. Normaalimoodeja on siis kaikkiaan
3N kappaletta.

Matriisin D(R) symmetriaominaisuuksia hyviiksikdyttien
voidaan dynaaminen matriisi kirjoittaa muotoon

missé .
—Ik-R

D(k) _ 7ZD —IkR Ik-R_2]
= ZD [cos(k - R) — 1]
= —QZD ) sin? k R).

Nihdién, ettd D(k) on reaalinen ja parillinen
aaltovektorin k funktio. Koska D(R) on symmetrinen, on
my6s D(k) symmetrinen. Kirjoitetaan yhtéls () muotoon

D(k)es(k) = Ay (k)es (k).

Reaalisen symmetrisen matriisin ominaisarvoina suureet
As(k) ovat reaalisia ja ominaisvektorit €,(k) voidaan
ortonormittaa, ts.

€s(k) €y (k) =dss, 5,8 =1,2,3.

Kolmen normaalimoodin polarisaatiot ovat €s(k) ja
kulmanopeudet vastaavasti

Oletetaan nyt, ettéd ionien vilinen vuorovaikutus pienenee
nopeasti etdisyyden kasvaessa. Tarkasti ottaen oletetaan,
etta

lim D(R) =

— 00

OR).

Talloin pitkilld aallonpituuksilla, ts. kun k ~ o, on
voimassa

sinQ(%k "R) ~ (%k 'R)?

ja

Olkoot ¢,(k)? matriisin

1 i 2
512 (k- R?D(R)

R
ominaisarvot. Nahdéén, ettd pienilla aaltovektorin
arvoilla frekvenssi on

ws(k) = cs(k)k.

Kaikkien kolmen moodin dispersio on siis lineaarinen
aaltovektorin k funktio eli kaikki kolme moodia ovat
akustisia. Yleensd cg(k) ja siten myds wg(k) riippuvat
moodin s liséiksi my6s aallon etenemissuunnasta k.

Kolmiulotteinen kannallinen hila
Menetellaédn tédsmélleen samoin kuin yksiulotteisen
kannallisen hilan tapauksessa. Oletetaan, etté
alkeiskopissa olevien ionien mé#ra on p. Jokainen
alkeiskopin ioni lisédd yhden vapausasteen, joten tietylld
aaltovektorin k arvolla moodien kokonaislukuméaéri on
3p. Vastaavat frekvenssit ovat w?(k), missi nyt s = 1,2,3
jai=1,2,...,p. Vastaavat poikkeamat ovat

u' (R, t) = €\ (k)el k- B (k)1),
Polarisaatiot eivit enéé ole ortogoaalisia vaan toteuttavat
relaation

Analogisesti yksiulotteisen hilan kanssa nyt kolme
moodeista on akustista ja loput 3(p — 1) moodia optista.



