Kidehilat s e

Bravais'n hila

Kiintedt aineet esiintyvit useimmiten kidemuodossa: aine
rakentuu sdédnnollisesti samanlaisina toistuvista
vksikoistd. Tatd geometrista sddnnomukaisuutta kuvaa
Bravais’n hila, joka mééritellidn kahdella tavalla:

e

e Bravais'n hila on sellainen erillisten pisteiden
muodostama rakennelma, ettéd katsottiinpa sité
rakennelman misté pisteestd tahansa, se ndyttda aina
samanlaiselta. FCC (face-centered cubic):

Kuution jokaisen sivun keskelld on yliméérédinen hilapiste.

e Olkoot a1, as ja ag kolme lineaarisesti riippumatonta /,.;)'@““n »
vektoria. Bravais’n hila muodostuu kaikista muotoa - R U
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primititvisisksi vektoreiksi ja sanotaan, ettd ne
generoiwat tai virittavit (span) hilan. /
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Eriiti hilarakenteita
Kuutiollinen hila:

TRg

R= niai + nsa@s + nzas; n; € T

Primitiivivektorit voidaan valita esim. symmetrisesti:

Luonnollinen valinta primitiivivektoreiksi on a; = %(@ +2)
j— al > Lot
a; = ax, az = ay, az = az. a2—§(z+-’”)

a, . ~
az = §(w+y).

BCC (body-centered cubic):
Jokaisen kuution keskelld on ylimé&rdinen hilapiste.
Primitiivivektoreiksi voidaan valita esim.
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Koordinaatioluku

Tiettyd hilan pistettd ldhinné olevia pisteitd sanotaan
lahimmiksi naapureiksi. Koska Bravais'n hila nayttaa
jokaisesta pisteestd katsottuna samanlaiselta, on
Primitiivivektorien valinta ei yleensi ole yksiksitteinen. ~ lahimpien naapureiden lukumééré hilarakenteelle
Yhti hyvin voitaisiin valita vektorit ominainen suure. Tatd lukumé&édrid sanotaan
koordinaatioluvuksi. Esim. kuutiolliselle hilalle se on 6.

a . R .
o = S(G+z-a) Yksikkokoppi (cell)
ay — g(z +i— ) Primitiivinen yksikkékoppi

a Sellaista avaruuden volyymié, joka siirtyessédén kaikkien
as = 5(33 +4-2). Bravais’n hilan vektoreiden kautta tayttad tédsmélleen



(yhteen kertaan ja aukkoja jéttdméttd) koko avaruuden,
sanotaan alkeiskopiksi tai primitiiviseksi yksikkokopiksi.

Wigner-Seitzin koppiin. Wigner-Seitzin kopit
tayttavat siis avaruuden tédsmélleen yhteen kertaan.

* e Jos Wigner-Seitzin koppi siirretééin mihin tahansa

.,  toiseen Bravais'n hilan pisteeseen, yhtyy se hilan

Bravais’n hilan méa&ritelmén perusteella alkeiskopissa on
tésmilleen yksi hilapiste (joko kopin siséllé tai useita
pisteitad kopin reunoilla jakautuneena naapurikoppien
kesken). Jos n on hilapisteiden tiheys ja v on alkeiskopin
tilavuus, niin nv = 1 eli v = 1/n. Alkeiskoppi ei yleensi
ole yksikéasitteisesti méaratty. Ilmeisin valinta lienee
vektorin

r=2x1a1 + T2as + 2303, 0 < x; <1

kattama tilavuus.

Konventionaalinen yksikkdkoppi

Avaruus voidaan tayttdd myos ei-primitiivisilld
yksikkokopeilla eli konventionaalisilla yksikkdkopeilla.
Yksikkokoppi on avaruuden volyymi, joka siirtyessdaan
Bravais’n hilan vektoreiden osajoukon kautta téayttas
tdsmélleen koko avaruuden.

Konventionaalinen yksikkokoppi

e on yleensd suurempi kuin alkeiskoppi.

e noudattaa samankaltaista symmetriaa kuin Bravais'n
hila.

Esim. bce-hilan koventionaalinen yksikkokoppi kasittéaa
koko kuution.

Wigner-Seitzin alkeiskoppi

Wigner-Seitzin koppi on se hilapistettéd ympéarsiva
tilavuus, jonka pisteet ovat ldhempéané tata hilapistetti
kuin mitdan muuta hilapistetta.

Wigner-Seitzin koppi on alkeiskoppi, sill&:

e Jokainen avaruuden piste on ldhinn4 jotakin
Bravais’n hilan pistetté eli kuuluu johonkin

—— gymmetriasta johtuen tdysin tdhén toiseen pisteeseen
*  liittyvisn Wigner-Seitzin koppiin.

Wigner-Seitzin koppi toteuttaa siten tédsmélleen
astaavan Bravais'n hilan symmetrian.

iderakenne
3 vais'n hila on abstrakti pisteistd muodostuva rakenne.
Fysikaalisessa kiteessé toistuva rakenne koostuu
atomeista ja molekyyleistd. Ndiden toistuvien osasten
voidaan ajatella muodostavan Bravais'n hilan alkeiskopin.
Fysikaalisen hilan yhteydessd kéytetdén usein nimitysta
kiderakenne tai kannallinen hila (lattice with basis).
Jos Bravais’n hilan yksikkokopiksi valitaan
ei-primitiivinen koppi, niin voidaan my6s puhua
kannallisesta hilasta. Esim. bce-hilassa voidaan kannaksi
valita kuution yksi nurkka ja kuution keskelld oleva
hilapiste,
a., . N ~
0 5 (+y+2),
ja yksikkokopiksi koko kuutio.

Kéaanteishila

Tarkastellaan pisteiden R muodostamaa Bravais'n hilaa
ja tasoaaltoa e'®7. Tietyilld aaltovektorin k arvoilla télli
tasoaallolla on tdsmélleen sama periodi kuin Bravais'n
hilalla.

Kaikkien niiden aaltovektoreiden K joukkoa, joilla
tasoaalto e'ET noudattaa Bravais'n hilan periodisuutta,
sanotaan ko. Bravais’'n hilan kddnteishilaksi. Jokainen
kéanteishilan vektori K toteuttaa siis ehdon

e|K~('r+R) _ e|K~r

eli )
eIK-R — 17

olipa R miké tahansa Bravais'n hilan vektori.
Olkoot a1, as ja ag Bravais’n hilan primitiivivektorit.
Muodostetaan vektorit

as X as
b, = 2r——M—
aj - (02 X a3)
a3 X a;
b = 2n—M—
aj - (a2 X (13)
a; X ag
bg = 27

a; - (az x az)’
Vektorit a; ja b; ovat resiprokaalisia, silla
b, -a; =2mé;;.
Tarkastellaan vektoria
K = k1by + kobs + k3bs, k; €T
ja mielivaltaista Bravais’n hilan vektoria

R =njaq +nsas +nzas, n; €I.



Resiprokaalisuusominaisuuden perusteella on voimassa
K -R= 277(711]61 + noks + ’I’L3I€3).

Vektori K on siis kd#nteishilan vektori, koska n;k; € 7.
Kéénteishila on siis myos Bravais’n hila.

Koska k#anteishila on Bravais’n hila, on silld itselldin
kédnteishila. Ma#ritelmén mukaan jokainen vektori G,
joka toteuttaa ehdon

elGK — 1 VK € kiinteishila,

on tdman kéinteishilan vektori. TAmé& ehto on
ilmeisestikin voimassa jokaiselle alkuperéisen hilan
vektorille R.
Olkoon nyt

r=2x1a1 + T2a9 + T3a3

jokin vektori, joka ei kuulu alkuperiiseen hilaan. T&ll6in
ainakin yksi kertoimista, esim. x;, ei ole kokonaisluku.
Valitaan ké&anteishilan vektoriksi K = b;, jolloin

6I7‘<K — 6Ibi-’l" — 6I27rxi # 17

eli r ei kuulu kdénteishilan kddnteishilaan.
Kéaanteishilan kadnteishila on alkuperdinen hila.

Ensimmaéinen Brillouinin vydhyke
Kéédnteishilan Wigner-Seitzin alkeiskoppia sanotaan
ensimmdiseksi Brillouinin vyohykkeeks:.

Huom. Kuten nimityksestéd voi péételld, on olemassa
muitakin Brilloinin vy6hykkeitd. Namé ovat toisen
tyyppisia alkeiskoppeja ja liittyvéat periodisissa
potentiaaleissa liikkuvien elektronien energiatasoihin.

Huom. Wigner-Seitzin alkeiskopilla tarkoitetaan aina
r-avaruuden alkeiskoppia ja ensimmaéiselld Brillouinin
vyohykkeelld vastaavaa k-avaruuden alkeiskoppia.

Esim. r-avaruuden kuutiollisen Bravais’n hilan
ensimmaéinen Brillouinin vyShyke on mydoskin kuutio.
Esim. r-avaruuden fcc-hilan kdanteishila on bee.

Hilatasot

On helppo n#éhdai, ettd kahden Bravais’n hilan vektorin
summa ja erotus myos kuuluvat Bravais'n hilaan, ts.
Bravais’n hila on suljettu yhteen- ja vahennyslaskuissa.
Sanotaan, ettd Bravais'n hila on translaatiosymmetrinen.
Hilataso on kolmen, ei samalla suoralla olevan pisteen
kautta kulkeva taso.

Translaatiosymmetriasta johtuen hilatasolla on
ddrettoman monta muuta pistettd. Samoin jokaista tasoa
kohti on tasaisten vilimatkojen péadssé toisistaan
olemassa ddrettomén monta samansuuntaista tasoa.
Naitd yhdensuuntaisia tasoja sanotaan tasoperheeksi.
Ilmeisestikin Bravais’n hilan kaikki pisteet kuuluvat
tasoperheeseen.

Lause: Jokaista tasoperhetti kohti on olemassa tasoja
vastaan kohtisuorassa olevien ké#nteishilavektoreiden
joukko. Jos tasojen vélinen etéisyys on d, niin lyhyin
néistd kddnteishilavektoreista on pituudeltaan 27/d.

Kadntden: jokaista ka#nteishilavektoria K kohti on
olemassa sitéd vastaan kohtisuora toisistaan etdisyydella d
olevien tasojen perhe kun 27 /d on lyhyimmén vektorin K
kanssa yhdensuuntaisen ka#nteishilavektorin pituus.
Tod.: Olkoon n tasoja vastaan kohtisuora yksikkévektori.
Tarkastellaan vektoria K = 27n/d. Jokaisella tasolla
K - r on vakio. Siirryttéessé tasolta toiselle muuttuu r
vektorin dn monikerran verran ja skalaaritulo siis 27:n
monikerran verran. Koska hilan jokainen piste kuuluu
johonkin perheen tasoon, niin my6s Bravais'n hilan piste
r = 0 on jollakin tasolla. Perheen tasoilla, ja erikoisesti
jokaisessa hilapisteessi R, skalaaritulo K - R saa siis
arvot k2w, k € Z, joten

eiK~R =1,
eli K on ki#nteishilavektori.
Kééntden: Olkoon K lyhyin (pituudeltaan K = 27/d)
tietyn suuntainen ka#nteishilavektori. Ne pisteet r, joille
on voimassa

K - r = vakio,

ovat vektoria K vastaan kohtisuoralla tasolla. Erikoisesti

yhtilos
eiK"I‘ — 1

médrittiad toisistaan etdisyydelld d = 27 /K olevien
yvhdensuuntaisten ja vektoria K vastaan kohtisuorassa
olevien tasojen joukon. Koska Bravais’n hilan vektorit R
toteuttavat ehdon "B = 1, olipa K miki tahansa
késdnteishilan vektori, taytyy kaikkien hilapisteiden sijaita
néilld tasoilla. Oletetaan nyt, etté joillakin tasoilla ei olisi
lainkaan hilapisteitd. Bravais’n hilan
translaatiosymmetriasta johtuen hilatasojen vélimatkan
taytyy télloin olla nd, missd n > 1 on kokonaisluku.
Edellisen perusteella lyhyin tasoja vastaan kohtisuora
kéénteishilavektori olisi nyt pituudeltaan 27 /nd = K/n
vastoin oletusta.

Millerin indeksit

Kidehilan tasot on tapana spesifioida Millerin indekseilld:
Hilatason Millerin indeksit ovat lyhyimmén tasoa vastaan
kohtisuoran ka#inteishilavektorin koordinaatit
kéanteishilan primitiivivektorien madraamassa
koordinaatistossa.

Jos by, by ja by ovat kédnteishilan primitiivivektorit, niin
Millerin indeksien h, k ja | maardama taso on
kohtisuorassa vektoria hb; + kbs + lbs vastaan.

e Koska kédnteishila on Bravais’n hila, ovat Millerin
indeksit kokonaislukuja.

e Koska Millerin indeksit maarddavat lyhyimmaén
kédnteishilavektorin, niilld ei ole yhteisid tekijoité.
Tarkastellaan Millerin indeksien h, k ja | madradmas

tasoa. Olkoon
K = hby + kby + Ibs

sitd vastaan kohtisuora ké#nteishilavektori. Tason pisteet
r toteuttavat ehdon

K- r = A = vakio.



Leikatkoon tdmé taso suoran hilan primitiivivektorien
suuntaiset koordinaattiakselit pisteissa zi1ai, x2as ja
rzaz. Koska leikkauspisteet ovat tason pisteité,

K- (z;a;) = A,

ja koska suoran ja kddnteisen hilan primitiivivektorit ovat
resiprokaalisia,
a; - bj = 27‘(’51‘]‘,

eli
K- a, =2rh, K-as =2nk ja K-a3 = 2nl,

on voimassa

A A A

T omn T 2k T 2al

Hilatason ja kideakseleiden leikkauspisteet ovat siten
kéantden verrannolliset Millerin indekseihin.

Merkint6ja

e Millerin indeksit on tapana kirjoittaa sulkuihin:
(h,k,1). Esim. (1,0,0) tarkoittaa tasoa, joka on
yhdensuuntainen primitiivivektorien as ja a3 kanssa.

e Tapana on jattad pilkut merkitsemétta:
(4,2,1) = (421). Negatiiviset indeksit ilmaistaan
ylaviivalla: (4, —2,1) = (421).

e Suorassa hilassa suunnat ilmaistaan kirjoittamalla
koordinaatit hakasulkuihin: [njnong] tarkoittaa
vektorin nijaj + neas + ngas madrddmaii suuntaa.

e Merkintd {hkl} tarkoittaa kaikkia tason (hkl) kanssa
symmetrisesti ekvivalentteja tasoja. Esim.
kuutiollisessa hilassa tasot (100), (010) ja (001) ovat
kaikki ekvivalentteja. N&itd merkitdén yhteisesti
aaltosuluilla: {100}.

e Kaikkia tietyn suunnan [ningns] kanssa
ekvivalentteja suuntia merkitdin kulmasuluilla:
(n1nans).



