Elektronit periodisessa

potentiaalissa

Tarkastellaan taydellistd Bravais'n hilan kuvaamaa
kidettéd. Vaikka todelliset kiintedt aineet eivét esiinnykéin
taydellisiné hiloina, voidaan poikkeamat periodisuudesta
useimmiten késitelld pieninéd hairicina.

Kidehilassa elektroni kokee potentiaalin U(r), joka
noudattaa hilan symmetriaa, ts.

Ulr+R)=U(r),

kun R on mielivaltainen Bravais’n hilan vektori.
Olettaen, ettéd elektronit eivit vuorovaikuta keskenain
(riippumattomien elektronien malli), jokaisen elektronin
(n.s. Blochin elektronin) aaltofunktio toteuttaa
Schrodingerin yhtélon
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Hyp = (—v2 + U(r)) b = EP,
2m
missd U(r) on periodinen potentiaali.

Blochin teoreema

Potentiaalin periodisuudesta johtuen Blochin elektroneilla
on térked ominaisuus:

Lause: Olkoon U (r) periodinen siten, ettd

U(r+ R) = U(r) olipa R miki tahansa Bravaisn hilan
vektori. Télloin yhden elektronin Hamiltonin

H = —K?V?/2m + U(r) ominaistiloiksi 1 voidaan valita
tasoaallon ja Bravais'n hilan periodisuutta noudattavan
funktion tulo:

k-r

wnk = 6i unk(r)v

missé

’U,nk,(’l" + R) = unk(r)

kaikille Bravais'n hilan vektoreille R.
Aaltofunktiolle v on siis voimassa

e'k'Relk'runk(T—l—R)
ik-R
€ wnk(r)
Blochin teoreema voidaan siis lausua myds muodossa:
Lause: Hamiltonin H ominaistilat voidaan valita siten,

ettd ominaistilaan 1 liittyy aaltovektori k ja etta 1
toteuttaa ehdon

1pnkz(r + R) =

Y(r+ R) = e By (r)
kaikille Bravais'n hilan vektoreille R.
Blochin teoreeman todistus

Maégéritellddn jokaista Bravais'n hilan vektoria R kohti
translaatio-operaattori T siten, ettéd

Trf(r) = f(r+ R),

kun f(r) on mielivaltainen funktio. Koska Hamilton

h?_,

on periodinen, on voimassa
TrHY = H(r+R)Y(r+R)=H(r)y(r+ R)
= HTRY

olipa ¥ miké tahansa funktio. Operaattorit T ja H
toteuttavat siis kommutaatiorelaation

TrH = HTg.

Kahden perikkéisen translaation vaikutus ei riipu
operaatioiden jérjestyksesté, silla
TRTR () Tr(r+ R)=4(r+ R +R)

TrTRY(r).

Translaatio-operaattorit siis kommutoivat keskenéén:

TRTR/ - TR/ TR == TR +R/ .

Koska kaikki translaatio-operaattorit Tp kommutoivat
keskenédn ja Hamiltonin H kanssa, voidaan Hamiltonin
ominaistilaksi valita aaltofunktio, joka on samanaikaisesti
kaikkien translaatio-operaattorien ominaistila:

&Y
¢(R)Y, VR € Bravais'n hila,

HY =
TrYy =

missé £ on Hamiltonin H ja ¢(R) operaattorin T
ominaisarvo.

Koska 1 on kaikkien translaatio-operaattoreiden
ominaistila, on sille voimassa

TrRTRY = c(R) TR = c(R)c(R)Y.
Toisaalta

TrTRY = TrRyrY = c(R+ R,

joten ominaisarvojen c¢(R) tdytyy toteuttaa
funktionaalinen relaatio

¢(R+ R')=c¢(R)c(R).

Olkoon a; Bravais'n hilan primitiivivektori. Operaattorin
Ta,; ominaisarvo c(a;) voidaan aina kirjoittaa
eksponenttimuotoon

c(ai) = €2ﬂimi )

missd x; on jokin (kompleksi)luku (myéhemmin néhdéén,
ettd x; on reaalinen). Hilavektoriin

R= nia; + n202 + N3as

liittyva translaatio T'g voidaan konstruoida perédkkaisista
primitiivitranslaatioista Tq, kuten

— n n T3
Tr="T4 TaTg:.
Operaattorin T ominaisarvo ¢(R) voidaan siis kirjoittaa
muotoon

cR) =

c(a1)" c(az)"c(az)™

e27ri(ac1n1 +xo2no+z3ng)



Olkoon k vektori
k = xz1by 4+ z2by + x3b3,

missé b; ovat kiddnteishilan primitiivivektoreita, jotka
toteuttavat resiprokaalisuusehdon

a,‘bj = 27751']'.
Hamiltonin ominaistilat ¥ voidaan siis valita siten, etti

TrY = ¢(r + R) = co(R)y = ¢* By (r).

T&amé& on Blochin teoreeman jéalkimméinen muoto.

Born-von Karmanin reunaehdot

Oletetaan, etté kidehilan ottama kokonaistilavuus on V'
ja tédytetddn tdmaé tilavuus alkeiskopeilla, joita suunnassa
a; oletetaan olevan N; kappaletta. Kiteen alkeiskoppien
kokonaislukumé&ird N on siis

N = N1 N3 N3,

ja jokainen N; on kertalukua N1/3.
Asetetaan nyt tavanomaiset periodiset reunaehdot:

P(r+ Nia;) = (r), i =1,2,3.

Olkoon 1,1, aaltovektoriin k (n tarkoittaa kaikkia muita
kvanttilukuja) liittyvd Blochin tila. Sovelletaan Blochin
teoreemaa reuna-arvoihin, jolloin

Yuk(r + Nia;) = e N ().
Ottaen huomioon periodiset reuanehdot saadaan

eINikili — 1

Sijoittamalla vektorin k eksplisiittinen lauseke ndhdééan,

etti .
627|'|N1'11‘ — 17

eli lukujen z; taytyy toteuttaa ehto

—, m; €T.
N, "

Sallitut Blochin aaltovektorit k ovat siis muotoa

3

k:Z%bi, m; € 7.

7

Yksi sallittu vektori k vie siis k-avaruudessa tilavuuden

b, /by by 1
Ak= 22 (22 23 _ b (by x by).
N, (NQXNg) o1 (b2 x bs)

Koska b; - (b x b3) on kéinteishilan alkeiskopin tilavuus,
voidaan sanoa, etti kddnteishilan alkeiskopissa olevien
sallittujen aaltovektoreiden lukumddrd on sama kuin
hilapisteiden lukumddrd.

Koska kiisinteishilan alkeiskopin tilavuus on (27)3 /v, kun
v = V/N on suoran hilan alkeiskopin tilavuus, voidaan

sallitun aaltovektorin viemé tilavuus kirjoittaa myos
muotoon
(2m)®

Ak =
%

Blochin teoreeman toinen todistus

Mika tahansa funktio 1, joka toteuttaa Born-von
Karmanin reunaehdot, voidaan kehittdd reunaehdot
toteuttavien tasoaaltojen superpositiona, kuten

P(r) = Z cqeiq"”.
q

Koska potentiaali U(r) noudattaa hilan periodisuutta,
sen tasoaaltokehitelméssi esiintyvét vain ne tasoaallot,
joiden periodisuus on sama kuin hilalla eli

U(r) =Y UgeKT,
K

missi K ovat kdidnteishilan vektoreita. Fourierin
kertoimet Uk voidaan laskea kaavasta

Uk = 7/ dr e*iK‘TU(r).
v Jkoppi

Valitaan energian nollataso siten, etta
1
U():f/ drU(r)=0.
v Jkoppi

Koska potentiaali U(r) on reaalinen, sen Fourierin
kertoimet toteuttavat ehdon

U_k=Uj.

Oletettaen, ettd kidehila on inversiosymmetrinen, voidaan
origo valita siten, ettd U(—r) = U(r).
Inversiosymmetrisessé hilassa on silloin voimassa relaatio

U_x =Ux =Uk,

eli potentiaalin Fourierin kertoimet ovat reaalisia.
Tasoaaltokehitelmien avulla Schrédingerin yhtélon
kineettinen energia on

P’ h? 2 i h? 2.
£ — - |q-1‘ . . |q~'l1
2m¢ = zq: 2mch e = zq: 2mq cqge T

Potentiaalienergiaksi saadaan

() (o)

= Z Uchei(K“I)"'
Kq

1A
Z UKqufKelq .1‘.
Kq

Uy

Vaihtamalla téssid summausindeksien nimet K:sta ja
q':sta K':ksi ja g:ksi ja sijoittamalla kehitelmét
Schrodingerin yhtéloon saadaan

. 72
Ze'q'T l<2mq2 - 5> cq + ZUK'Cq—K'] =0.

q K’



Koska tasoaallot ovat toisistaan lineaarisesti
riippumattomia, tdytyy jokaisen termin erikseen
toteuttaa ehto

h2
(mq2 — g) Cq + Z UK/quK/ = O
K

Yhtalo voidaan kirjoittaa myos sellaiseen muotoon, etté
siiné esiintyy vain ensimmaéisen Brillouinin vyohykkeen
aaltovektoreita. Merkitdan

g=k—-K

ja valitaan K siten, ettd k on ensimmaéisessé Brillouinin
vyohykkeesséd. Nyt

h2
<277’L(k - K)2 - 5) C_Kt+ ZUK’CkafK’ =0.
K

Téamé saadaan hieman symmetrisempéain muotoon
vaihtamalla summausmuuttujaa, K’ — K’ — K:

52
<m(k — K)2 — 5) Cr—K + ZUK’—ch—K’ =0.
K

Olkoon k jokin kiinnitetty ensimmaéisen Brillouinin
vyohykkeen vektori. Ylldoleva yhtélo kytkee toisiinsa
kertoimet cp, cp_ K, Ch—K's Ck—K'» - - -, €li kertoimet,
joiden aaltovektorit eroavat toisistaan kaénteishilan
vektoreilla. Koska ensimmésessa Brillouinin vyohykkeessa
on tésmélleen N sallittua aaltovektoria k, on
alkuperédinen probleema hajotettu N riippumattomaksi
probleemaksi: yksi probleema jokaista sallittua
ensimmaéisen Brillouinin vyohykkeen vektoria k kohti.
Jokaisen yksittdisen probleeman ratkaisu on sellaisten
tasoaaltojen superpositio, joiden aaltovektorit ovat k ja
siitd kadnteishilavektorien verran eroavat vektorit.

Superpositiossa
V=3 cge'd”
q

aaltovektori g voi siis saada vain arvot k, k — K', k— K",

celi
=Y e FEOT.
K

Téamé voidaan kirjoittaa myds muotoon

Up(r) = kT <Z Ck—Ke_iK'r> ,
K

joka on tésmailleen Blochin teoreeman muotoa, silla
jalkimmaéinen tekija

u(r) = Z e KT
K

ilmeisestikin noudattaa hilan periodisuutta.

Huomioita Blochin teoreemasta
1. Operoitaessa liikeméa#rdoperaattorilla p = —iAV
Blochin tilaan 1, saadaan

WV = —ihV (eik"“unk(r))

=kt — iheF VU, (r),

joten Blochin tila ei yleensé ole liikemé&aran ominaistila.
Blochin tilan aaltovektori k ei siis ole suoraan
verrannollinen elektronin litkemé&érdéin (toisin kuin
vapaalla elektronilla, jolla liikem&&rad p vastaa
aaltovektori p/h). Suuretta hk nimitetéin
kideliikemddrdksi.

2. Blochin tilan aaltovektori k voidaan aina valita
ensimméisestd Brillouinin vyohykkeestd (tai misté
tahansa kéénteishilan alkeiskopista). Jos nimittéin k' ei
ole ensimmaiisessd Brillouinin vyohykkeesé, niin on
olemassa sellainen kidanteishilavektori K, etté

K =k+ K,

missd k on ensimméisessé Brillouinin vychykkeessa. Jos
Blochin teoreema on voimassa vektorille k', niin se on
myds voimassa vektorille k, silli e/ BB = 1.

3. Tarkastellaan kaikkia aaltovektoriin k liittyvid muotoa

U(r) = e Tu(r)

olevia Blochin tiloja. Sijoittamalla timé tila
Schrodingerin yhtiloon saadaan funktiolle w(r) yhtilo
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(352 17 4 7+ U0) ) () = (),
misséd on eksplisiittisesti merkitty nakyviin ko.
aaltovektori. Blochin teoreeman mukaan funktion wug,
tdytyy toteuttaa reunaehdot

ug(r) = up(r + R).

Voidaan siis ajatella, ettd yo. ominaisarvoprobleema on
rajoitettu ddrellistilavuiseen hilan alkeiskoppiin.
Téllaiselld probleemalla on yleensé numeroituvasti
ddreton madrd ominaisarvoja ja niihin liittyvia
ominaisfunktioita. Namé tiettyyn k:n arvoon liittyvét on
edelld numeroitu kvanttiluvulla n.

Koska aaltovektori k esiintyy yo. ominaisarvoyhtélossa
parametrina, yhtidlon ominaisarvot &, muuttuvat
vektorin k muuttuessa. Energiatasot onkin siksi tapana
joskus kirjoittaa muotoon &, (k).

4. Vaikka téydellinen ominaistilojen joukko saadaankin
rajoittamalla k ensimmaéiseen Brillouinin vythykkeeseen
on joskus hyodyllista antaa vektorin k saada arvoja koko
k-avaruudessa. Koska energiat ja ominaistilat sidilyvét
muuttumattomina aaltovektorin muuttuessa
kédnteishilavektorin verran, ovat ne vektorin k
kidanteishilan periodisuutta noudattavia funktioita:

Vo kot K(T) Vnie(T)

Enkrk = Enk



Elektronien energiatasoja periodisessa potentiaalissa
kuvaavat siten periodiset (ja jatkuvat, kun N — o)
funktiot &, (k). Néiden funktioiden sisaltdmaa
informaatiota nimitetdin kiintein aineen vydrakenteeksi.
Energiavyolli tarkoitetaan kuhunkin kvanttilukuun n
liittyviéd energian arvoja &, (k). Lukua n sanotaan
vydindeksiksi.

5. Voidaan osoittaa, ettéd elektronilla, joka on vyolld n ja
jonka aaltovektori on k, on nollasta poikkeava
keskiméarainen nopeus

on(k) = 3 Vil (k).

Elektronilla on siis periodisessa potentiaalissa
stationdérisia tiloja, joissa se liikkuu ikuisesti samalla
kesimééraiselld nopeudella hilan ionien milldén lailla
hidastamatta.

Fermi-pinta

Merkitddan Blochin elektronin tiloja kvanttiluvuilla n ja k.
Vastaavat energiat ovat &, (k). Jotta tilat otettaisiin
huomioon vain kertaalleen, rajoitetaan aaltovektorin k
arvot yhteen kéénteishilan alkeiskoppiin.

Tarkastellaan N vuorovaikuttamatonta Blochin
elektronia. Néiden perustila muodostetaan tayttamalla
energiatasot &, (k) jarjestyksessd ldhtien pienimmésté
energiasta: jokaisella vyolla n jokaista sallittua
aaltovektoria k kohti voi olla kaksi elektronia (spin ylos ja
spin alas). Kaikkien elektronien ollessa sijoitettuna
alimmille energiatasoille on kaksi mahdollisuutta:

1. Jotkin energiavyot saattavat olla tdysin miehitettyja
muiden voiden ollessa tdysin tyhjid. Ylimmaéan miehitetyn
ja alimman miehittdméattomén energiatason vélista eroa
sanotaan vydraoksi (band gap). Jos vyérako on

e huomattavasti suurempi kuin kg7 (huoneen
lampotilassa), niin kyseessé on eriste.

e suuruusluokkaa kg7, niin kyseessé on luonnollinen
puolijohde (intrinsinc semiconductor).

Koska sallittujen tilojen (k:n arvojen) lukumé&érd vyolla
on sama kuin kiteen alkeiskoppien lukuméira ja koska
jokaisessa tilassa voi olla kaksi elektronia, vydraollinen
konfiguraatio voi esiintyd vain, jos yhtd alkeiskoppia kohti
on parillinen mdadrd elektroneja.

2. Jotkin vyt saattavat olla vain osittain téaytettyjé.
Korkeimman miehitetyn tason energia, Fermi-energia Ep,
sijaitsee silloin yhdelld tai useammalla energiavyolla.
Jokaista osittain taytettyad vyota kohti on olemassa
k-avaruuden pinta, joka erottaa toisistaan miehitetyt ja
miehittdméttoméat vyon energiatasot. Kaikkien naiden
pintojen joukkoa sanotaan Fermi-pinnaksi. Yksittéiseen
energiavyohon liittyvdd pintaa sanotaan Fermi-pinnan
haaraksi (branch). Jos kiintedlld aineella on Fermi-pinta,
se kiyttidytyy kuten metalli.

Fermi-pinnan haara vyolla n méasrdytyy ehdosta

En(k) = Ep.

Koska &, (k) on kddnteishilan periodisuutta noudattava
argumentin k funtio, tdmén yhtdlon tdydelliseni

ratkaisuna on samaa periodisuutta noudattava pinta.
Fermi-pintoja on tapana esittii:

o toistuvan vyohykkeen skeemassa (repeated zone
scheme) Fermi-pinnan haarat esitetdén tdydellising
periodisessa muodossa.

e rajoitetun vychykkeen skeemassa (reduced zone
scheme) kustakin tdydellisestd periodisesta haarasta
esitetddn vain kd#nteishilan alkeiskoppiin osuva alue.
Alkeiskoppina on useimmiten ensimméinen
Brillouinin vychyke.

Tilatiheys

Joudumme usein kisittelemédin muotoa

n,k

olevia termejd. Téssé

e summaus kiy kay yli kaikkien sallittujen
elektronisten yksihiukkastilojen, ts. kullakin vyo6lla n
aaltovektori k voi saada arvot

3
k>
=1

suureen m; ollessa rajoitettu sellaisiin
kokonaislukuihin, jotka johtavat erillisiin fysikaalisiin
tiloihin (esim. ensimmaéiseen Brillouinin vyshén),

3

2

zbi
A

e tekija 2 huomioi elektronien spinin: kutakin tilaa
(n, k) voi miehittdi kaksi elektronia.

Nidimme, ettd kukin sallittu aaltovektori ottaa tilavuuden

(2m)°
Ak =
v
Voimme siis kirjoittaa
S Qulk) = —= 3 Quk) Ak
k g k ‘

Suuressa kiteessé energiavyon aaltovektorit muodostavat
jatkumon. Summaus voidaan télloin korvata alkeiskopin
yli ulottuvana integrointina, kuten

_Q dk
q_\/lgnooV_Q;/WQ"%)'

Usein suure @, (k) riippuu kvanttiluvuista n ja k
ainoastaan yksihiukkasenergian &, (k) kautta.
Mééritellddn tilatiheys g(E) siten, etti

0= [ &)
Voimme myos kirjoittaa

9(&) = gal&),



missi ¢, (€) on vyshon n liittyvi tilatiheys

dk
(€)= | —=06(& —-En(k
3(8) = [ $550( ~ (k)
itegroinnin kéydessa yli jonkin alkeiskopin.
Tilatiheydelle saadaan tulkinta

vyolla n
energiavililla
(&,€4+dE)
olevien sallittujen
energiatilojen
lukum#ara.

gn(g)dg =

<Im

Koska kukin sallittu aaltovektori ottaa tilavuuden

(2m)®
V 3

Ak =

voimme kirjoittaa myos

[ dk 1, E<& (k) <E+E,
gn(E)AE = / N X{ 0, muulloin.

Olkoot
e S, (€) alkeiskopissa oleva pinnan &, (k) = £ osa,

e 0k(k) pintojen S, () ja S, (€ + d€) vilinen
kohtisuora etéisyys.
Talloin s
In E)d€ = —0k(k).
e = [ ok

Gradientti V&, (k) on
e kohtisuorassa pintaa &, (k) = vakio vastaan,

e suuruudeltaan energian &, (k) gradientin suuntaisen
muutoksen suuruinen,

joten
E+dE =&+ |VEL(K)|Ok(K).

N&hdéadn, ettd pintojen vilinen etdisyys on

d€
oK) = 15, R

Saamme tuloksen

ds 1
o[ i
W)= | o I VE W]

Huom. Koska &, (k) on argumentin k periodinen,
rajoitettu ja yleensi differentioituva funktio, taytyy
jokaisessa alkeiskopissa olla aaltovektoreita joille

|[VE, (k)| = 0. Néissd pisteisséd yo. integrandi divergoi.
Voidaan osoittaa, ettd télldiset singulariteetit ovat
kolmessa ulottuvuudessa integroituvia mutta johtavat
derivaatan dg, /d€ divergensseihin. Niitd sanotaan van
Hoven singulariteeteiksi.



