Heikot periodiset potentiaalit
Useiden metallien (alkuaineryhmissé I, IT, IIT ja IV)
johde-elektronit liikkuvat heikossa kiteen ionien
muodostamassa potentiaalissa, silla

e niilld metalleilla on s- tai p-elektroni suljetun
kuoren, ydin-elektronien (core electrons),
ulkopuolella. Tama elektroni on 16yhésti sidottu.

e clektroni-ioni-vuorovaikutus on voimakkaimmillaan
lyhyilld etdisyyksilla, jonne kuoren ulkopuolella
olevalla elektronilla ei Paulin kieltosddnnosta johtuen
ole pédsyi.

e alueilla, joilla elektronit pasdsevit lilkkumaan, ne
varjostavat (screen) positiivisten ionien aiheuttamaa
kenttad. Talloin kunkin elektronin kokema
nettopotentiaali pienenee entisestédén.

Schrédingerin yhtalo

Potentiaalin ollessa nolla Schrodingerin yhtélon
ratkaisuna on tasoaalto. Siksi heikossa periodisessa
potentiaalissa luonnollinen 1dhtokohta on Blochin tila

Vi(r) = g B EOT,

K
Kertoimet cp,_ g ja energia & médrdytyvat
yhtaloryhmésta
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— (k- K)* 5} -k + Y Uk-kcor =0. (1)
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Ryhméssé on yksi yhtélo jokaista kadnteishilavektoria K
kohti.

Jos elektroni olisi vapaa, olisivat kaikki Fourier-kertoimet
Ugk nollia ja yhtaloryhméaksi saataisiin

(2)

(Er x—Eer-x=0.
Téssé on kiytetty merkintéa

h2
Eq =
q 2mq
Yhtalsiden (2) ratkaisut ovat joko cp_ g = 0 tai

&= Eg_ K Jilkimméinen on mahdollista joko

e vain yhdelld vektorin K arvolla. T&lloin ryhmén (2)
ratkaisu on
£ =& K iatp o dFEOT
e usealla vektorin K arvoilla: K, Ko, ..., K,,. Niille
kaikille ka#nteishilavektoreille taytyy silloin olla
voimassa

0 _ ¢0 _ _ ¢0
gkal - 5I~'.:7K2 - = gkam'

Energia £ on kaikkien néiden degeneroituneiden
yksihiukkastilojen yhteinen energia. Koska miké
tahansa degeneroituneiden tilojen
lineaarikombinaatio on myos ratkaisu, voidaan
kertoimet cg_ g, valita mielivaltaisesti.

Oletetaan nyt, ettd kertoimet Ug eivit kaikki ole nollia
(kerroin Uy = 0 energiaskaalan valinnasta johtuen), mutta
kylldkin pienié kertalukua U olevia suureita. Energian £
poikkeama vapaiden hiukkasten energiasta 52_ K Voi
talloin olla korkeintaan kertalukua U. Tarkastellaan kahta
mahdollisuutta.

1) Degeneroitumaton tapaus

Kiinnitetdén aaltovektori k ja oletetaan, ettd on olemassa
tietty kddnteishilavektori K1, jolle on voimassa

&1, — Eb_kl > U, VK # K.
()(m«:
K, K k

Vaihdetaan ryhméssé (1) summausindeksiksi K, jolloin
saadaan

(€ - & k)oK, = > UK-K,CkK- 3)

K
Koska Uy = 0, oikella puolella summaus kéy lépi vain ne
termit, joille K # K.
Yhtiloryhméstd (1) voidaan formaalisti ratkaista
kertoimille cg,_ g lauseke

UK’—KCk:—K’
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Ck—K =

missi K # K. Koska £ = S,g_Kl + O(U) , on oletuksen
mukaan kaikille nimitt&jille voimassa

€~ €2kl =162k, — €0 K| +OW) > U.

Kertoimien formaaalista lausekkesta ndhd&én siis, ettéd
U c
on 1= KT | o)
k-K

Sijoitetaan ndméi yhtélsihin (3), jolloin

(€ — & K)h-K,

=S VKK LKCK e+ O)

k- K
Nihdéén siis, ettd energiat £ eroavatkin vapaiden
hiukkasten energioista vain miralla O(U?). Talla
tarkkuudella laskien voidaan yo. yhtalon nimittajasséa
korvata energia & energialla ) K,

Ratkaisemalla energia kertalukuun U? saakka saadaan

£ — g0 Uk K, |
k-K; +Z—50 T
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k-K; kE-K

N&hd#dn, ettd



e heikosti héirityt ei-degeneroituneet vyot karkottavat
toisiaan: jos £ g > & g, niin korjaus energiaan
51%—.K1 on positii.\./ir.len ja jos Elg—Kl < Sz_K, niin
korjaus on negatiivinen.

e korjaukset vapaiden elektronien energioihin heikosti
hairityilla ei-degeneroituneilla v6illa ovat vain
kertalukua UZ2.

2) Melkein degeneroitunut tapaus

Oletetaan, ettéd aaltovektorin k arvo on sellainen, ettd on
olemassa kéinteishilavektorit K1, Ko, ..., K,,, joita
vastaavat energiat 8,%_ K, ovat likimain yhtasuuria:

-k, ~ Rk, | O, ij=12....m,

mutta poikkeavat huomattavasti muita
kédnteishilavektoreita vastaavista energioista:
|51(<):—K - gl(s):—Ki| > Ua
i=12,....m K#K| Ky, ... K.
Hajotetaan alkuperiinen yhtéloryhmé (1)

h2
%(k — K)2 — 5] C_K + Z Uk _Kck_k =0
K

kahtia. Ensimmaéiseen ryhméén otetaan ne yht#lot, joissa

K on jokin vektoreista K1, ..., K,:
m
(& - & k)on-k, = > Uk Kk K,
j=1
+Y Uk-K.Ck K
K£K,,. K,

missd i =1,...,m.
Toiseen ryhméén otetaan jéljelle jadneet yhtdlot. Kun
néisté ratkaistaan formaalisti kertoimet cp,_ g, saadaan
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0 Uk,-KCk-K,
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missd K # Kj,..., K,,. Tdstd nihdéén, ettd

1 m
k= g — Y Un,-Kew- i, +O(0%),

k-K j=1

kun K # K, ..., K,,. Sijoitetaan niméi kertoimien

lausekkeet ensimmaéiseen yhtéloryhméén, jolloin saadaan

m

Yhtélon oikean puolen toinen termi on ilmeisestikin
muuttujassa U korkeampaa kertalukua kuin ensimmaéainen.
Dominoivat korjaukset saadaan siten yhtaloisté

m

(€& k)oh-K, = Y UK, K.Ck-K,- (4)

j=1

T&mé& on m:n lineaarisen yhtélén ominaisarvoprobleema,
jonka ratkaisuna on m ominaisarvoa .

Kaksi melkein degeneroitunutta tasoa
Kéaytdnnossa tdrkein on tapaus, missa tietylld
aaltovektorin k arvolla kahta kddnteishilavektoria, K ja
K, vastaavat energiat 5,%_ K, ovat likimain yhtédsuuret.
Télloin yhtdloryhmé (4) redusoituu yhtéloiksi

0
(€ — & K, )Ch-K, UK,-K,Ck-K,

(€ — E_K,)h-K, UK, - K,Ck-K, -
Yksinkertaistetaan merkintoja:
g = k-K;
K = K;—-Kj;.

Vapaan elektronin aaltovektorit ovat q ja g — K.
Yhtéloryhmé on nyt

(€ - 52)Cq =

Ugcq_
£ — gO — Kra-K (5)

U_gcq=Ugcq.
Energiat toteuttavat relaatiot

0~

Eq =

€q— Eq-kc| >

0
Eq-K
U, kun K' # K, o.
Ensimmaéinen ehto voi olla voimassa vain, jos
9| = [q — K],

ts. jos
1
K~ K2
1 2
missii K = |K|. Olkoon K vektorin K suuntainen
yksikkovektori. Degeneraatioehto on siis
- 1
K~ K.
1 2
Ehto q - K= %K sanoo, ettéd pisteet g ovat tasolla, joka
on kohtisuorassa vektoria K vastaan ja puolittaa tamén.
Sama on voimassa my0s pisteille g — K.




Koska K = K5 — K, on kahden Bravais’n hilan vektorin
superpositio, se itse on my6s hilavektori. Tasoa, joka
puolittaa kohtisuorasti kdanteishilavektorin, sanotaan
Braggin tasoksi. Kaksi vapaiden elektronien energiatasoa
on siis likimain degeneroitunut, jos elektronin aaltovektori
(g) on ldhelld Braggin tasoa mutta kyllin kaukana kahden
tai useamman Braggin tason leikkauksesta.

Voidaan osoittaa, ettd séteilyn osuessa hilaan syntyy
konstruktiivinen interferenssi vain, jos tulevan siteilyn
aaltovektori on Braggin tasolla. Sanotaan, ettid kyseessi
on Braggin heijastus. Nahdaén siis, ettd heikko periodinen
potentiaali vaikuttaa voimakkaimmin niihin vapaiden
elektronien tilothin, joiden aaltovektori on likimain sama
kuin johonkin Braggin heijastukseen liittyvd aaltovektori.
Yhtéaloiden (5) ominaisarvot masraytyvét
sekulaariyht&losta

E— (:,'2 —UOK _o
U &- Sq_K

eli toisen asteen yht#losta
(€~ EQ)(€ ~ Eq_ k) = UK.

Dominoiva periodisen potentiaalin aiheuttama efekti
energiatasoihin £ ja 53_ g néhddén tdmén yhtilon
juurista
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1 £ fEO_K
£=5(Eq+Eq r)* ("2‘1 + Uk

edellyttiden, ettd g on ldhelld kdanteishilavektorin K

madraaméas Braggin tasoa.
&
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Jos q on tdsmilleen Braggin tasolla, ts. |q| = |g — K| eli
Eq= 82_ g hiin ominaisarvot ovat
£ =Eg+|Ukl

Braggin tasolla toinen energiatasoista nousee ja toinen

laskee méaaralla |Ug|.

Edelleen Braggin tasolla energian gradientiksi saadaan
n? 1

(g — 5 K).

Vg€ = :

m
Gradientti on siis Braggin tason suuntainen (q — %K on
Braggin tasossa). Koska gradientti on kohtisuorassa
pintaa

&(q) = vakio

vastaan, ndhdédédn ettd vakioenergiapinnat leikkaavat
Braggin tason kohtisuorasti.

Sijoitetaan Braggin tasolla voimassa olevat ratkaisut
&= 58 + |Uk| yhtélsihin (5), jolloin saadaan

i|UK|Cq = UKCq—K-
Kun oletetaan kiteen olevan inversiosymmetrinen, jolloin

Uy = Uk (eli Uk on reaalinen), ndhddén ettd kertoimien
Cq ja cq_ Vvililld on relaatio

cq = tsen(Uk)cq k.

miss# merkit + vastaavat ominaisarvoja & = £9 & |Uk|.
Hairityn tilan aaltofunktio on superpositio

cqe'T" + cq_Ke'(q_K)'7°

P(r) =

1 1 11 11
— Ca-3K)r (qung-rJqu_KeﬂgK.r) _

Riippuen potentiaalin Ug merkistd saadaan Braggin
tasolla aaltofunktioiksi:

e jos Ug > 0, niin

1

l(r)]? o cos® §K~r, & =&+ Ukl
1

lp(r)]? o sin? §K-'r, & :58— UK.

e jos Ug < 0, niin

1

[¥(r)|? o sin® §K~7", & =&+ Ukl
1

[¥(r)]? o cos? iK r, &= 52 — |Ukl-

Sanotaan, etté elektronitilat ovat s-tyyppisia
(J¢|* o< cos® 1K - ) tai p-tyyppisid (|| ocsin® 2K - 7).

Energiavyot

Yksiulotteinen systeemi

Tarkastellaan yksiulotteisessa avaruudessa heikossa
periodisessa potentiaalissa liikkkuvaa elektronia. Oletetaan,
ettd potentiaalin periodi r-avaruudessa on 27/ K.

e Tiysin vapaan elektronin (U(r) = 0) energiatasot
muodostavat k:m funktiona parabelin & = h?k?/2m.

e Periodisessa potentiaalissa héiriintyméattomat
energiatasot £ = h*(k — nk)?/2m ovat sellaisilla
parabeleilld, joiden minimit ovat etdisyydella K
toisistaan.



degenerbitunj{i_jcjm_. Degeneraatiot esiintyvit Braggin

rf.Energiatasot voivat olla korkeintaan kahdesti
| tasoilla (pisteisgd) k = (n+ 1/2)K

¢ Potentiaalifvaikutuksesta energiatasot muuttuvat

niiden akerroin téssé pisteessd on nolla.
Aaltovektorui‘ k siirtyessd Braggin tason yli

endrgi ssa+0n siis 2|Uk |:n suuruinen epéjatkuvuus.

méinen Brillouinin vydhyke on téssi

tap, __k§ebba alue —1/2K < k < 1/2K. Koska

i ener 12{'t|'~ovat aaltovektorin k periodisia funktioita

(a) I , voidaan kaikki energiavyot siirtaa

T K 0 ermnmbisesrt Brllloumln vyohykkeeseen. T#lloin
{e)paddytasn rajoitetun vydhykkeen skeemaan.

o Kun ensimmaéista Brillouinin vyohyketta

| rsrglavomeen siirretddn kaikkien
ké#nteishilavektoreiden (nK) verran, paiddytddn

toistetun vyon skeemaan.

Energia-aaltovektorikéyrit kolmessa dimensiossa
olnjessa ulottuvuudessa energiavyot on tapana esittéaé
i suuntaisen aaltovektorin k funktiona. Vyorakenne

. leensé jopa vapaille elektroneille,

. h2
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. A 5 kK = 5 ( )
; ritt4in monlmutkalnen
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ner jarako (Energy Gap)
,:- % Helkoss periodis ssa potentiaalissa aaltovektorin k
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muuttuu jatkuvasti alemmasta juuresta ylempéén vain
jos Ug = 0.

Jos Uk # 0, energia on jatkuva vain silloin, kun
pysytellddn joko ylemmaélléd tai alemmalla tasolla. Jos
halutaan vaihtaa haaralta toiselle k:n muuttuessa
jatkuvasti, on energian muututttava epdjakuvasti

Brillouinin vyohykkeet
Koska

e ensimmaéinen Brillouinin vyShyke méériteltiin siksi
kéédnteishilan alueeksi, jonka pisteet ovat lahempéna
origoa K = 0 kuin mitddn muuta kéanteishilan
pistetta.

e Braggin tasot puolittavat kaikki origosta muihin
kédnteishilapisteisiin suunnatut vektorit

ensimmaéinen Brillouinin vythyke on niiden pisteiden
joukko, joihin pédstdéin origosta ylittdmatta yhtdan
Braggin tasoa.

Yleisesti:

o ensimmdinen Brillouinin vydhyke on niiden
k-avaruuden pisteiden joukko, jotka origosta lahtien
ovat saavutettavissa ylittaméatta yhtdan Braggin
tasoa.

e (n+ 1):s Brillouinin vyéhyke on niiden pisteiden
joukko, jotka eivit kuulu (n — 1):een Brillouinin
vyohykkeeseen ja jotka lihtien n:ltd Brillouinin
vyohykkeeltd ovat saavutettavissa ylittdméalla vain
yhden Braggin tason.

e ekvivalentisti edellisen kanssa n:s Brillouinin vychyke
on niiden pisteiden joukko, jotka origosta ldhtien
ovat saavutettavissa ylittdmalld tédsmélleen n — 1
Braggin tasoa.

Ilmeisestin n:s Brillouinin vy6éhyke on niiden
kéanteishilapisteiden joukko, joiden n:ksi ldhin naapuri

on origossa. Koska jokaisella pisteelld on n:ksi ldhin
naapuri, niin siirrettiessé origoa ka#nteishilapisteesté
toiseen tayttavat ndméa n:nnet vyohykkeet
translaatioinvarianssista johtuen koko k-avaruuden
tasmélleen yhteen kertaan. Nahd&an, ettd n:s Brillouinin
vyohyke on alkeiskopps.

Fermipinnan konstruointi toistetun vyon skeemassa
tapahtuu seuraavasti:

1. Piirrd Fermi-pallo.

2. Deformoi sen pintaa jokaisen Braggin tason
ldheisyydesséd kuten heikkoja periodisia potentiaaleja
kisiteltiessd nihtiin (esim. pinnan tdytyy leikata
Braggin taso kohtisuorasti).

3. Valitse se pallon pinnan osa, joka on n:ll4 Brillouinin
vyOhykkeelld ja tee sille kaikki
kéanteishilavektoreitten madraamat translaatiot.
Tuloksena on Fermi-pinnan haara toistetun
vyohykkeen skeemassa.

Yksiatomiset kannalliset hilat

Téhéin mennessi emme ole olettaneet potentiaalista U(r)
muuta kuin ettd se noudattaa hilan periodisuutta (ja on
mukavuussyistd inversiosymmetrinen).

Tarkastellaan nyt kidetté, jonka alkeiskopissa on
useampia identtisié atomeja paikoissa d;. Periodinen
potentiaali U(r) on silloin muotoa

V) = S Y - R d).
R
Sen Fourier’'n sarjan kertoimet ovat

1 .
Uk = _/ dre KN " o(r— R—d))
v koppi R

dre KT Z é(r —dj)
J

1
v koko
avaruus

[%/koko dreiK'T¢(T)] ZeiK.dj'
J

avaruus

Merkit&én atomaarisen potentiaalin ¢(r) Fourier'n
muunnosta kuten

P(K) =

d —iKr
rokg drem T To(r),
avaruus

ja médritelladn geometrinen struktuuritekija Sy siten,
etti .
=Y K,
J
Termi Uy voidaan nyt kirjoittaa muodossa
1
Uk = ;¢(K)S;<‘

Ensimmaéisessé kertaluvussa energiakorjaukset Braggin
tason ldheisyydessé olivat
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£ = 5(52—!—52_1{) + <q+> + |Uk|2.



Jos nyt kanta ({d;}) sattuu olemaan sellainen, etti
struktuuritekiji hévida joillakin kédnteishilavektorin K
arvoilla, niin tdmén vektorin puolittavan Braggin tason
laheisyydesséd ensimméisen kertaluvun korjaukset
havidvét, ts. periodinen potentiaali ei poista
degeneraatiota.

Huom. Voidaan osoittaa ettd konstruktiivisen
interferenssin intensiteetti on verrannollinen
struktuuritekijén itseisarvon neliéon. Jos siis johonkin
Braggin tasoon liittyvd Rontgen-séteilyn diffraktiopiikki
puuttuu, niin samalla Braggin tasolla vapaan elektronin
degeneroituneet tilat eivit erkane.



