Semiklassinen elektronidynamiikka
Blochin teoria osoittaa, ettd metallikiteissé elektronit
eiviit siroa ioneista (kuten Druden malli olettaa). Metallit
eivit kuitenkaan ole téaydellisid johteita, silld mikadn
todellinen kide ei ole tdydellinen hila. Metalleissa
séhkoinen vastus aiheutuu epédpuhtauksista, puuttuvista
ioneista hilapisteissé tai muista kiderakenteen virheista,
jotka sirottavat elektroneja. Vaikka kide olisi taysin
puhdas, ionien termiset véridhtelyt aiheuttaisivat
poikkeamia tédydelliseen kiderakenteeseen ja nadmaé
puolestaan sirottaisivat elektroneja.

Ajatellaan nyt, ettd on olemassa jokin sirontamekanismi,
joka hiiritsee elektronien liiketté (tarkastellaan itse
sirontaa myéhemmin) ja katsotaan, miten elektronit
liikkkuvat torméysten valilla.

Virran kuljetukseen osallistuvat elektronit ovat Blochin
elektroneja. Muodostetaan Blochin tiloista aaltopaketti

Un(r,t) =Y gk )e e KNy, ()
k/

ja oletetaan, ettd kuljetukseen osallistuvat tilat ovat
keskittyneet tietyn aaltovektorin k ldheisyyteen, ts.

g(k') ~ 0 kun |k — K'| > Ak,

missé Ak on pieni verrattuna Brillouinin vyohykkeen
kokoon. Télléin &, (k) vaihtelee vain vahin aaltopaketin
eri tilojen vélilld, jolloin suuretta

FVRE(K) = Tge()

voidaan pitéd aaltopaketin ryhménopeutena. Toisaalta
Blochin tilassa elektronin keskimé#rédinen nopeus on
myoskin

on(k) = 1 ViEn (k).

eli elektronin keskimé#rainen nopeus on sama kuin
aaltopaketin ryhménopeus.

Tarkastellaan aaltopakettia pisteissi r¢ ja r = rg + R,
missd R on Bravais’n hilan vektori. Blochin teoreeman
mukaan on

Un(ro + R, 1) 3" gk e En KNy, 4 (o + R)

k/
= 3 gkl B R eI gy ().
k/

Tarkasteltuna hilavektorin R funktiona tidmé on vapaata
hiukkasta kuvaavien tasoaaltojen expli(k - R — &, (k)t/h)]
superpositio painokerrointen ollessa

g(k) = g(k)¥nr(ro).

Jos Ak on sen alueen koko, jossa g(k), ja niin muodoin
myds g(k), on nollasta poikkeava, niin tavanmukaisen
aaltopaketteihin sovellettavan paattelyn mukaisesti

Yn(ro + R, t) on nollasta poikkeva alueella, jonka
dimensio on suuruusluokkaa AR ~ 1/Ak. Oletuksen
mukaan Ak oli pieni verrattuna Brillouinin vythykkeen
dimensioon, joka puolestaan on suuruusluokkaa 1/a kun a

on hilavakio. Funktion v, (r¢ + R,t) leveys on siten
paljon suurempi kuin hilavakio a.

Saamme tuloksen: sellaisten Blochin tilojen, joiden
aaltovektori on hyvin mddritelty Brillouinin vyohykkeen
mittakaavassa, muodostama aaltopaketti valttamdtta
levidd reaaliavaruudessa useiden alkeiskoppien alueelle.
Aaltopaketteja voidaan kasitelld klassisesti, mikéli ei ole
tarpeen paikantaa elektroneja aaltopaketin kantaman
sisalla. Talloinkddn taysin klassinen késittely ei kelpaa,
silla hilassa vaikuttava periodinen potentiaali vaihtelee
vileilla, jotka ovat pienid verrattuna aaltopaketin
leveneméén. Periodinen kentté on siis késiteltdva
kvanttimekaanisesti. Jos toisaalta ulkoinen
sihkomagneettinen kenttéd vaihtelee erittédin vihian
muutamien alkeiskoppien kattamalla alueella voidaan sen
vaikutus elektronien aaltopaketteihin kasitelld klassisesti:
paddytadn semiklassiseen malliin

Malli

Semiklassinen malli pohjautuu pelkistididn metallin
vyo6rakenteeseen, ts. funktioihin &, (k). Milld&n muulla
tavoin ei malliin syGteté tietoa periodisesta potentiaalista.
Kun funktiot &, (k) on annettu, malli liittd4 jokaiseen
elektroniin paikan r ja aaltovektorin k. Sihko- ja
magneettikenttien, E(r,t) ja H(r,t), vaikutuksessa
vyoindeksi, paikka ja aaltovektori kehittyvét kuten:

1. vyodindeksi n on liikevakio. Semiklassinen malli
unohtaa voiden véiliset transitiot.

2. vyolla n olevan elektronin paikka ja aaltovektori
noudattavat liikeyhtal6ita

v, (k) = 3 Vil (k)
—e [E(r,t) + tv, (k) x H(r,t)] .

'S =
hk = )
3. tietylld vyolla n ja tietysséd paikassa r ei ole olemassa

kahta erillistd elektronia, joiden aaltovektorit eroavat
toisistaan kéénteishilavektorilla K, ts. aaltovektorit
k ja k + K ovat ekvivalentteja (Blochin teoreema).
Yksittaisen vyon kaikki erilliset aaltovektorit ovat
kéanteishilan alkeiskopissa.

Huom. 1. Koska ulkoisten kenttien ei oleteta
aiheuttavan transitioita vyolté toiselle, sailyttéavét
elektronit vychon liittyvan identiteettinséd. Voidaan
ajatella, ettd jokaisella vyolla on oman tyyppisensa
elektronit. Naiden tyyppien ominaisuudet vaihtelevat
huomattavasti vyolté toiselle. Osoittautuu kuitenkin,
ettd on tarpeen tarkastella ainoastaan muutaman
tyyppisié elektroneja: sellaisia, joiden energiavyot
poikkeavat Fermi-energiasta muutaman kg7':n
verran.

Huom. 2. Aaltovektorin litkeyhtdloé ei voida (osata)
johtaa eksaktisti. Heuristisesti sitd voidaan perustella
seuraavasti:

Olkoon ¢ staattisen séhkokentéin E aiheuttava
potentiaali, ts. E = —V¢. Elektronin liikkuessa tassa
kentésséd on syyté uskoa, ettd energia

En(k(t)) — ed(r)



pysyy vakiona. Tdmén energian aikaderivaatta on
Vil k—eVo-r,

joka paikan liikeyhtdlon perusteella voidaan
kirjoittaa muotoon

v, (k) - [hk — V).
Tama havias, jos
hk = eVp = —cE

Tamai ei ole vélttamiton ehto lausekkeen (2)
hividmiselle. Lisdamalla termiin fik miti tahansa,
miké on kohtisuorassa nopeutta v,, vastaan, esim.
e/cv, (k) x H(r,t), saadaan ko. ehto voimaan.

Huom. 3. Liikeyhtélsiden (2) mukaan suure fik kehittyy
ainoastaan ulkoisten kenttien vaikutuksesta. Suure
hk ei ole liikemé&ara, silla litkkemédran muutokseen
vaikuttaa elektroneihin kohdistuva kokonaisvoima,
siis myos hilassa vaikuttava periodinen potentiaali.

Mallin voimassaolon ehdot

On selvid, ettéd ulkoisen sihkokentén ollessa kyllin
voimakas se voi aiheuttaa transitioita vyolta toiselle.
T4&lloin semiklassisen mallin olettamukset eivét ole endén
voimassa. Voidaan osoittaa, ettd malli toimii, jos
sahkokenttéa toteuttaa ehdon

2
< [Exan ()
Er
ja magneettikenttd ehdon
2
I ()
Er

missié w. = eH /mc on syklotronifrekvenssi.

Metalleilla maksimaaliset sihkokentét ovat
suuruusluokkaa 1072V /cm (virtatiheys ~ 102A /cm? ja
resistiivisyys &~ 1002 cm). Jos hilavakio a on atomin
suuruusluokkaa, ts. 10~%cm, niin eEa on kertalukua

10~ 1%V. Koska metallien Fermi-energiat ovat muutamia
elektronivoltteja, tiytyisi energiaraon olla vain 10~ eV,
ennen kuin voimassaoloehto rikkoutuisi. Tyypillisesti
energiaraot ovat kertalukua 0.1eV, joten mitédan vaaraa
ehdon rikkoutumisesta ei ole.

Magneettikenttdd koskeva ehto on paljon helpompi
rikkoa. Jos kentén voimakkuus on 1T, niin Aw. on
kertalukua 10~%eV. T&lloin ehdon rikkoutumiseen riittéd,
etti energiarako on kapeampi kuin 10~ 2eV.

Mallin voimassa olo edellyttda myoskin, ettd ulkoisten
kenttien fotonit eivit voi indusoida transitioita vyolta
toiselle, ts. on oltava voimassa

hw < Egap-

k-summaukset
Olkoon F'(k) mielivaltainen funktio ja tarkastellaan

sumimaa
S=> F(k)
k

Koska yhden sallitun aaltovektorin k-avaruudessa viemé

tilavuus on
(2m)?

V )
missd V' on hilan tilavuus, voidaan tamé kirjoittaa

muotoon v
=53 > F(k)Ak
k

Jos nyt V' — oo, niin vastaavasti Ak — 0 ja

\}Enoo VS / 871'3

Yleensikin, jos tilavuus V' on suuri, kirjoitetaan
dk

v Z Fk
8m3

Tisti ndhdidn, ettd tilatiheys k-avaruudessa on g/873.
Téssd g on degeneraatiotekijd, ts. g kertoo miten monta
hiukkasta voi olla samassa k-tilassa. Elektroneille
tilatiheys on siis 1/473

Ak =

= Flk).

Taydet vyot

Téydelld vyolla jokaisessa k-avaruuden elementissd dk on
Vdk /47 elektronia, joten tilavuuselementissi dr
elektronien lukumiiirs on dr dk/473. Elektronitiheys
6-ulotteisessa rp-faasiavaruudessa on siis 1/473.

Koska tarkastelemme elektronien liiketté klassisesti,
voimme kéyttda Liouvillen teoreemaa: Olkoon € hetkelld
t jokin 6-ulotteisen faasiavaruuden alue. Ajan mydétd
pisteet (r, k) € Q; kehittyvit klassisten liikeyhtiloiden
mukaisesti pisteiksi (v', k') ja muodostavat hetkelli t'
faasiavaruuden alueen Qp > (v, k'), jonka tilavuus on
sama kuin alueen €y tilavuus.

Olkoon nyt €2 jokin faasiavaruuden alue. Téhén kuuluvat
elektronit olivat hetkelld 0 alueesa €2y, eli elektronien
lukumé&éird molemmissa alueissa on sama. Toisaalta
Liouvillen teoreeman mukaan alueiden € ja g tilavuus
on sama, joten elektronitiheys on my6s sama.
Elektronitiheys pysyy siis téysilld voilld vakiona 1/4m3
riippumatta siitd, minkélaisia torméayksia elektronit
kokevat tai millaiset ulkoiset kentét niihin vaikuttavat.
Aaltovektorin k ldheisyydesséd elementisséd k olevien
elektronien lukuméiri tilavuusyksikko#d kohti on 1/473.
Koska elektronien (aaltopaketin) nopeus on

o(k) = 1 ViE(R)

saadaan tdyden vyon aiheuttamaksi virtatiheydeksi

dk 1
j=—e [ — —ViE(K).

473 R

Téssé integrointi ulottuu ensimmaéisen Brillouinin
vyohykkeen yli. Koska periodisen funktion (€(k)



noudattaa kéénteishilan periodisuutta) gradientin
integraali yli alkeiskopin on nolla, tdysien voiden
kontribuutio virtatiheyteen héviia.

Vastaavasti energiavirtatiheys

/%g(k)%vkg(k)

1 dk 1 9
= 5 [ 45§ VaE®)
on téaydelld vyolld nolla.
Nihdédn, etti

Je

o tdiydet vyot eivdt osallistu sahkévirran eiwdtkd
termisen energian kuljetukseen, tai johtavuuden
asheuttavat osittain tdaytetyilld voilld olevat elektronit.

e kiinteédn aineen kaikkien voiden ollessa taynné tai
tyhjid kyseessé on eriste. Koska jokaisella vyolla
olevien tilojen lukumé&érd on sama kuin alkeiskoppien
lukumééaré, voivat kaikki vy6t olla joko tyhjia tai
taysid vain, jos elektronien lukumééri alkeiskoppia
kohti on parillinen.

Ulkoinen staattinen kentta
Tasaisessa staattisessa sdhkokentéssé liikeyhtdlon

hi = —c | B(r,t) + %vn(k) < H(r,1)| .

ratkaisu on
eEt

h

Ajassa t jokaisen elektronin aaltovektori muuttuu samalla
méairilld —eEt/h.

k(t) = k(0) —

Huom. Koska vy&energiat (k) ovat periodisia
funktioita, taysilla voilla elektronit vain jarjestyvét
uudelleen tédsmailleen samanlaiseen konfiguraatioon
eli mitddn ei tapahdu.

Elektronin nopeus
1
v(k) = gvkg(’@

ei ole verrannollinen aaltovektoriin k. Sen sijaan se on
k#danteishilan periodisuutta noudattava aaltovektorin
funktio.

Staattisen sihkokentéin vaikutuksesta nopeus muuttuu
kuten

v(k(t)) = v (k:(()) - ehEt> .

Koska v(k) on periodinen, sen tdytyy olla rajoitettu. Jos
FE on jonkin ka#nteishilavektorin suuntainen, on nopeus
v(k) oskilloiva (vapaan elektronin nopeus on suoraan
verrannollinen aaltovektoriin k ja kasvaa lineaarisesti
ajan myoti).

Huom. Kiytinnossa elektronien relaksaatioajat ovat
niin lyhyitd (= 107'*s), ettd kohtuullisilla
siihkokentilld (= 1V /m) aaltovektorin muutokset
ovat niin pieniéi (eE7/h ~ 10m~1!) verrattuna
vyodhykedimensioihin (1/a ~ 101%m~1), jotta tima
oskilloiva kdyttdytyminen voitaisiin suoraan havaita.

Aukot

1. Koska tilavuuselementissd dk olevien elektronien
kontribuutio virtatiheyteen on —ewv(k)dk/473,
aiheuttavat tietylld vyolld olevat elektronit virtatiheyden

dk
j = —6/ 7’0(’6),
miehitetyt 43

missé integrointi ulotetaan vyon miehitettyjen tilojen yli.
Koska taydet vyot eivit kuljeta virtaa, voidaan kirjoittaa

[
vyodhyke 473

dk
miehitetyt 4
dk

+ / o 13
miehittdmattoméat

N&ahd&én, ettd virtatiheys voidaan kirjoittaa myos
muotoon

0 =
v(k).

i=+e | & ok,
michittamattomat *7
eli tiettyjen miehitettyjen tilojen aiheuttama sdhkévirta on
tismdlleen sama kuin virta, joka aiheutuu ndiden tilojen
ollessa miehittdmdttomid ja vyon muiden tilojen ollessa
+e-varauksisten hiukkasten miehittdmed. Voidaan siis
ajatella, ettd virtaa kuljettavat positiivisesti varatut
elektronien vapaiksi jittdmilld paikoilla (k-avaruudessa)
olevat fiktiiviset hiukkaset.
2. Semiklassiset liikeyhtdlot méardavat yksikasitteisesti
faasiavaruuden pisteen (r, k) trajektorin: jos (r, k)
tunnetaan hetkelld ¢t = 0, sen kehitys on yksikisitteisesti
madritty kaikkina muina hetkiné. Néin ollen trajektorit
eivit voi leikata toisiaan. Jaetaan ne kahteen joukkoon
riippuen siitd onko niiden esittdmé tila hetkelld t = 0
miehitetty vai miehittdméatton. Nahdaéan siis, etta
kaikkina mythempiné aikoina miehitetyt tilat pysyvét
edelleenkin alkuperéisillda miehitetyilla trajektoreilla ja
vastaavasti miehittaméattomat tilat miehittdméattomilla
trajektoreilla. Miehitettyjen ja miehittdméattomien tilojen
evoluutio médraytyy siis tdysin trajektorien struktuurista
riippumatta siitd, sattuuko jokin elektroni seuraamaan
kyseisié trajektoreita.
Erikoisesti ndhdéan, ettd vydn miehittdmdattomdat tilat
kehittyvdit ulkoisten kenttien vaikutuksesta ajan kuluessa
tdasmdlleen samoin kuin ne olisivat todellisten elektronien
(varaus —e) miehittamid.
3. Aukkojen vasteiden méa#rdamiseksi on siis tarpeen
tarkastella vain millaisia vaikutuksia ulkoisilla kentilld on
elektroneihin, joiden semiklassinen liitkeyht&lé on

hkz—e(E—&—iva).

Termisessé tasapainossa tai sitéd ldhelld olevassa tilassa
miehittdmattomét tilat ovat yleensd vyon maksimin
ympiristossid. Olkoon vyon (k) maksimi pisteessi ko.
Maksimista johtuen Taylorin sarjan
E(k) = E(ko) + ViE(K)|g—p, - (K — ko)
—A(k — ko)* +---



lineaarinen termi haviai, joten

L‘:(k) ~ 5(’60) — A(k - ko)Q.

Téssé kerroin A on positiivinen (£:114 maksimi).

Maéritelldian massan laatuinen suure m* siten, etté
72

2m*

Maksimipisteen kg ldheisyydessé olevien tilojen
nopeudeksi saadaan

1 h(k — ko)
k)= -Vi&(k)~ ——,
v(k) = T VRE(R) &
Kiihtyvyys on puolestaan
d h .
—v(k)=——k
@ dtv() m*

eli vastakkaissuuntainen aaltovektorin muutokselle k.
Nama tulokset voidaan tulkita kahdella ekvivalentilla
tavalla:

e clektronit, joiden aaltovektorit ovat energiavyon
maksimin ldheisyydessé, vastaavat ulkoisiin kenttiin
aivan kuin niilld olisi negatiivinen massa —m*.

e clektronit, joiden aaltovektorit ovat energiavyon
maksimin laheisyydessé, vastaavat ulkoisiin kenttiin
aivan kuin niilla olisi positiivinen varaus +e ja
positiivinen massa m*.

Koska aukot vastaavat ulkoisiin kenttiin samoin kuin ko.
aukkoja miehittdvét elektronit, ndhdédan, ettd aukot
kéayttaytyvit kuten positiivisesti varatut hiukkaset.
Tarkastellaan nyt tiloja, jotka eivét valttaméatta ole .
voiden maksimien lahistolld. Aaltovektorin muutoksen k
ja kiihtyvyyden vilinen skalaaritulo on
oo 4y 41

dt dt h
1 . 928

h 2" Ok 0k,

)

k-a = Vk.g()

Jos halutaan, etté elektronit kidyttaytyvit kuten
positiivisesti varatut hiukkaset, taytyy kiihtyvyyden olla
pédasiallisesti vastakkaisuuntainen aaltovektorin
muutokseen ndhden eli skalaaritulon k - a tdytyy olla
negatiivinen. Riitdva ehto télle on

ZAakakA <0, VA.

Energian £(k) paikallisessa maksimissa tdmé ehto on
ilmeisesti voimassa.
Suuretta m*, joka médrid aukkojen dynamiikan voiden

maksimien laheisyydessé, sanotaan efektiiviseksi massaksi.

Yleisesti maaritellaan ”efektiivinen massatensori”:

1 0%6(k)
ij iﬁakak

l avi

Téssé valitaan merkiksi — silloin, kun k on ldhelld vyon
maksimia (aukot) ja + silloin, kun k on lihelld minimid
(elektronit).

Koska kiihtyvyys on

dv .
=+ M Yk)hk

voidaan semiklassinen liikeyht&lo kirjoittaa muotoon

M(k)a = Fe <E+ %v(k) x H)) .

Tasainen magneettikentté
Tarkastellaan elektroneja tasaisessa magneettikentéssé.
Semiklassisten liikeyhtéloiden
1
v(k) = %Vké’(k:)
. 1
hk = —egv(kz) x H

perusteella on

Ek) = ViE(k) -k =ho(k) -k
= —“v(k)- (v(k) x H) =0,

eli elektronin energia £(k) on liikevakio. Samoin on myos
vektorin k magneettikentéin suuntainen komponentti
liikkevakio. Elektronit liikkuvat siis k-avaruudessa pitkin
vakioenergiapintojen ja kohtisuorassa magneettikenttas
vastaan olevien tasojen leikkauskéyrié.

Liikeratojen kulkusuunta k-avaruudessa voidaan paitella
seuraavasti:

e nopeus v on verrannollinen energian gradienttiin,
joka puolestaan on suuntautunut kohti kasvavia
energioita.

e jos H on suuntautunut ylospéin ja energiat kasvavat
oikealle péin, niin liikeyhtéloiden mukaan k osoittaa
suoraan eteen péin.

Katsottaessa k-avaruudessa elektronien liikkeen suuntaan
magneettikentédn osoittaessa ylos jadvat suuremmat
energiat oikealle puolelle.

Olkoon H magneettikentéin suuntainen yksikkévektori.
Nyt

Hxhike = —Zﬁx(v(k)xH)
= —= (- Hyw(k) - (H-v(k)H)
- —%(r—(H i*)fI) N

missé 7, = r — (H - 7)H on radiusvektorin kohtisuorassa
magneettikenttid vastaan oleva komponentti.
Integroimalla tdmé yhtélo saadaan

he -

ri(t) —7.(0) = *e*H (k(t) — K(0))-



Koska k-avaruuden trajektori k(t) — k(0) on kohtisuorassa
magneettikenttdd vastaan, ndhdédén, ettd r-avaruudessa
elektronin radan projektio magneettikenttdsd vastaan
kohtisuoralla tasolla on k-avaruuden rata kierrettynd 90°
ja skaalattuna tekijalla fic/eH.

Tarkastellaan rataa energiapinnalla £. Pisteiden ki ja ko
vélilla kéytetty aika on

to k> dk
to — 11 = / dt = / —_.
t1 k, |k|

Koska liikeyhtéloiden perusteella on

oH

he
eH

= 7 |(Vké)1l,
hoc

. . eH
i wlk) x H| = <o, |

saadaan aikavéliksi
R2e R dk

to — 11 = — -
P el i, [(VRE)4

Geometrinen tulkinta: Olkoon A(k) radan tasossa ja
rataa vastaan kohtisuora vektori, joka yhdistdd radan
pisteen k samalla tasolla olevaan energiaa £ + AE
vastaavaan rataan. Jos A€ on pieni, voidaan kirjoittaa

AE =ViE - Alk) = (V€)1 - Ak).

Koska V&€ on kohtisuorassa vakioenergiapintaa vastaan,
ja siis kohtisuorassa rataa vastaan, tdytyy vektorin
(VE€) L olla vektorin A(k) suuntainen. Voidaan siis
kirjoittaa
A€ =|(Vi€)L| Alk),

ja

nie 1 k2

ed A€ Ji,
Téssd integraali on pisteestd kq pisteeseen ko kulkevien
naapurikéyrien valiiin jaava liiketason pinta-ala. Kun
annetaan AE — 0, saadaan

lo =1 A(k) dk.

hZC 8A1 2
to —t1 = — —,

eH 0&
Téssd 0A; 2/0E kertoo, milld nopeudella pisteiden ky ja
ko valinen liikerata pyyhkii pintaa annetulla tasolla
energiaa &£ kasvatettaessa.
Tarkastellaan nyt suljettua kiyriad (k; = ko). Téllsin
to — t1 on radan periodi T. Jos A on k-avaruudessa radan
sulkema liiketason pinta-ala, niin

h%c 8

T(E k) = — ==

(€ k=) eH 0&

Miééritellddn efektisvinen syklotronimassa m* (€, k,) siten,
etta

A(E, k).

)
= — — A& k,).
21 OE (€, k)
Periodi voidaan nyt kirjoittaa vapaitten elektronien

tuloksen kanssa analogiseen muotoon

T 2£ _ 2mm*e

We eH

m* (€, k)

Huom. Efektiivinen syklotronimassa ei valttdmétta ole
sama kuin muissa yhteyksissd kdytetyt efektiiviset
massat.

Kohtisuorat sédhko- ja magneettikentét
Kirjoitetaan aaltovektorin liikeyhtdlé muotoon

hk + eE = —So(k) x H
C

Ja, samoin kuin edelld, muodostetaan yhtélén molemmin
puolin ristitulo vektorin H kanssa, jolloin saadaan

~ . ~ ~ H
hH x k+eEHx E=-2j
C

Integroidaan tésta r :

PL) — 7 (0) = o [H x (K1) — k(0))] +
missé B A
w = F(E x H)

Hiukkasen litke magneettikenttéda vastaan kohtisuorassa
tasossa on siis pelkdn magneettikentdn aiheuttaman
liikkeen ja vakionopeuksisen (w on ns. ajelehtimisnopeus,
drift velocity) liikkeen superpositio.

Jos sidhko- ja magneettikentta ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan, ts.

K . - 1
E:—E(EXH)XH:—waH,

voidaan liikeyhté&lo kirjoittaa muotoon

hke = — < V3E x H,
ch

missé

E(k) = E(k) — hk - w.

Tamaé liikeyhtélo on tdsmélleen sama kuin pelkéin
magneettikentéin tapauksessa edellyttéen, etté
alkuperiiinen vyérakenne & (k) korvataan vyolli E(k).
Liikeradat k-avaruudessa ovat siis energian £
vakiopintojen ja magneettikenttié vastaan kohtisuorien
tasojen leikkauské&yria.

Hall-ilmi6 voimakkaissa
magneettikentissé

Tarkastellaan magneettikenttid, joiden voimakkuus on 1T
tai enemmaéan. Koska tyypilliset aaltovektorit ovat
suuruudeltaan korkeintaan 1/ag, ndhddén, etti

h FE e? eFag
k- w< —c—=|— .
w aocH <a0>(hwc>
Koska eFaq on korkeintaan kertalukua 10~ 1%V ja 1
teslan kentéssi hw, on ~ 10™%eV, on hk - w kertalukua
1075Ry. Vyoenergiat £(k) ovat yleensi kohtuullisia
Rydbergin murto-osia. Ndhdaén siis, ettd ainakin suurissa

magneettikentissi modifioidut energiat £(k) ovat likimain
samoja kuin vydenergiat £ (k).




Oletetaan siis, ettd £(k) = £(k). Magneettikentin ja vyon
miehityksen perusteella saadaan kaksi tapausta:
1. Kaikki miehittyji (tai kaikki miehittimdttomii) tiloja
vastaavat litkeradat ovat k-avaruudessa suljettuja.
Oletetaan, ettd magneettikenttd on niin suuri ja niyte
niin puhdas, ettd w.7 > 1, ts. torméysten vililla rata
ehditdén kiertdméin useita kertoja.
Olkoon

j = —nev

virtatiheys hetkelld ¢ = 0. Téssd v on miehitettyjen

tilojen yli laskettu keskimé#ridinen elektronin nopeus.

Koska edellisestd torméyksestd on kulunut keskiméérin

aika 7, elektroni on voinut kiyttda ajan 7 tdmén

nopeuden saavuttamiseksi. Liikeyhtéloiden perusteella on
PO -ri(-1) e g KO)-k(-7)

T eH T

Vasemman puolen termi on ilmeisestikin nopeuden v
projektio magneetikenttdd vastaan kohtisuoralla tasolla.
Koska radat k-avaruudessa olivat suljettuja, on suure
k(0) — k(t) rajoitettu ajan funktio. Liikkeen periodin T
ollessa pieni verrattuna relaksaatioaikaan 7 virtatiheys
madrdytyy pelkastdian ajelehtimisnopeudesta w, silla

nec

lim j, = —new= H(EXH)

T/T—00
Jos kaikkien miehittdméttomien tilojen liikeradat ovat
k-avaruuden suljettuja kéyrié, saadaan vastaavasti

UhCC B x H).

T /111111»100 JL ="+ H
Ratojen ollessa suljettuja Lorentz-voiman aiheuttama
liikkkeen kiertymé estéda elektroneja ottamasta energiaa
sahkokentéstd niin tehokkaasti, ettd dominoivaksi
kontribuutioksi virtatiheyteen jéa vain sidhkokenttas
vastaan kohtisuora ajelehtimisnopeus w.
Hall-kerroin Ry méériteltiin, siten etté

E
JjLH’

Ry =
misséd j, on virtatiheyden magneetti- ja sdhkokenttdsd
vastaan kohtisuorassa oleva komponentti. Suuren

magneettikentédn rajalla virran kuljettajien sijaitessa
vhdelld vyolla ja k-avaruuden ratojen ollessa suljettuja on

siis
_ 1
Rm::{ﬁﬁ?’
npec’

elektronit
aukot

Jos virran kuljettajat sijaitsevat useammilla v6illd (radat
silti suljettuja), ovat yo. yhtélst edelleen voimassa
kullekin vyolle erikseen. Kokonaisvirta saadaan siis
laskemalla yhteen eri véiden aiheuttamat virrat.
Hall-kertoimeksi tulee talloin

1

)
NefeC

Re =~

missé neg on elektronien ja aukkojen tiheyden erotus.
2. Osa k-avaruuden litkeradoista on avoimia. Nailld
radoilla magneettikentté ei endd pakota liiketta

periodiseksi, eikéd aaltovektorin torméysten jélkeinen
muutos ole enéé rajoitettu, vaan kasvaa nopeudella, joka
on suoraan verrannollinen magneettikentan
voimakkuuteen H. Liikeradan yht#losta

r1(0) —7ri(=7)
T
. k(0)—Kk(-7) eE, . -

= HH X . + 77 (E x H)
nihdaén, ettd magneettikentdn kasvaessa oikean puolen
ensimméinen termi ldhestyy magneettikentésta
riippumatonta vakiota toisen termin ldhestyessi nollaa.
Olkoon 7 tétéd avointa rataa vastaavan liikkeen yleinen
suunta r-avaruudessa, ts. vektori ) (0) — r, (—7) on
vektorin 7 suuntainen, kun H — oo. On siis luontevaa
jakaa indusoitunut virta kahteen komponenttiin:

j=c9%nm BEn+oV . E.

Tissi 00 — vakio ja o) — 0, kun H — 0.

Olkoon 7' yksikkovektori, joka on kohtisuorassa
magneettikenttdd H ja radan suuntaa n vastaan, ts.

7' = n x H. Hajoitetaan E (oletuksen mukaan E | H)
komponentteihin, kuten

E=FE97 4+ EWq,
Virtatiheys suurilla magneettikentilld on
j= cOEMH 4 O 5

. . . A~/
Virran projektio suuntaan n' on

joten
EW©) _ n g
J n’

N AORE

Jos koetilanne on sellainen, ettéd suurilla magneettikentilld
indusoitunut virta ei ole liikkeen suuntainen, taytyy
komponentin E(?) lihestyi vakiota ja komponentin E()
nollaa magneettikentén kasvaessa. Magnetoresitanssi
médriteltiin sihkokentén virran suuntaisen komponentin
ja virtatiheyden suhteeksi:

>

E-j
p=—".

.

Téssé tapauksessa on siis
_ E) A (A - j)?
p j J 'fl,/ . 0_(1) . ’fl,/ N

Koska oM hiviad suurilla kentilld, kasvaa
magnetoresistanssi rajatta magneettikentén kasvaessa.

Blochin oskillaatiot

Tarkastellaan yksiulotteista hilaa tiukan sidoksen
aproksimaatiossa. Diskreetin mallin mukainen
energiaspektri on

U+ ,},’Zelké U+ n (eika + e—ika)
é
= U+ 2ncosak,

Slk) =



kun a on kiteen hilavakio. Semiklassisten liikeyhtéloiden
. 1
r = v,(k)= ﬁvké'n(kz)
. 1
hk = —e|E(rt)+ Ev"(k) x H(r,t)

mukaan elektroni liikkkuu nyt noudattaen yhtéaléita

. 10 190
ro= ﬁﬁg(k)—ﬁ&(U+2ncosak)
= —% sin ak
hk = —eE,

kun kide on staattisessa sihkokentéssa F.
Olettaen, ettd hetkelld t = 0 elektronin aaltovektori on
k =0, on jalkimmaéisen yhtalon ratkaisu

1

Sijoitetaan tdmé& ensimmaéiseen yhtéloon ja saadaan

2an . aebt
———sin
h h

’[:’:U:

Alkuehdon r(0) = 0 toteuttava ratkaisu on

2 Et
r(t) = e—g cos aeh

Nayttaisi siltéd, ettd ulkoisen staattisen sidhkokentan
vaikutuksesta elektroni oskilloisi tasapainoasemansa
ympérilld, sitd pienemmélld amplitudilla mita suurempi
kenttd. Suurilla ajavilla staattisilla kentilld metallista
pitéisi siis tulla eriste. Néin ei kuitenkaan koskaan kéy,
silld metalleissa elektronien relaksaatioajat (térméysten
vilit) ovat erittdin lyhyitd verrattuna aikaan, jonka
aaltovektori tarvitsisi energiavyon periodin ldpikayntiin.



