Semiklassinen johtavuusmalli
Metalleissa vastus aiheutuu virrankuljettajien
torméyksisté, joita karakterisoi relaksaatioaika 7.
Oletetaan, ettéd

e infinitesimaalisella aikavalilla dt elektronin
torméystodennikoisyys on dt/7 (kuten Druden
mallissakin).

e relaksaatioaika 7 riippuu elektronin vyoindeksista n
ja elektronin paikasta faasiavaruudessa, ts.

T =T,(r, k).

Mééritellddn jakaumafunktio g, (r, k, t) siten, ettd vyolla
n hetkelld ¢ faasiavaruuden tilavuudessa dr dk pisteen
(r, k) ympéristossd olevien elektronien lukumédri on

gn (7, Kk, t)dr dk /473, Termisessi tasapainossa
jakaumafunktio redusoituu Fermi-distribuutiofunktioksi
f(En(k)), missd

1
f(€) = eE—w)/ksT 11"

Jakautumafunktion lasku
Jakaumafunktiosta oletamme, etti

1. elektronin térméiyksen jélkeinen distribuutiofunktio
on téysin riippumaton torméaysta valittomasti
edeltaviistiisti jakaumasta g, (r, k). Tormiyksessi
elektroni siis unohtaa kaiken sen tiedon, joka silla
mahdollisesti oli termisesté epédtasapainosta.

2. jos elektronin jakauma pisteen r ympéristossa
paikallisessa lampétilassa T'(r) noudattaa
tasapainodistribuutiota

gn(r k,t) = 92 (r, k)
1

eEn(k)—pu(r)/kT(T) 41’

niin térméykset eivit muuta jakaumafunktion
muotoa. Torméykset siis pitavat ylla paikallista
termisté tasapainoa.

Jakautumafunktion differentiaali dg, (v, k,t) esittdd niitéd
elektroneja, jotka torméttyéadn hetkelld t ovat aikavalilla
dt sironneet pisteen r ympéristoon. Huomataan, etté

e dg ei riipu jakaumafunktion yksityiskohtaisesta
muodosta (oletus 1). Se voidaan niin ollen méérittad
mitéd tahansa jakaumaa kiyttien.

e koska tasapainojakauman muoto ei muutu
torméyksissi (oletus 2), yksinkertaisin tapa suureen
dg méairdamiseksi on kiyttdi jakaumaa g0 (v, k).

e vyolla n paikan r ldheisyydessi olevista aaltovektorin
k omaavista elektroneista aikavalilla dt siroavien
osuus on dt/7,(r, k).

e jotta tasapainojakauma siilyisi torméyksista
huolimatta muuttumattomana, téytyy vyolle n
sironneiden elektronien lukumééran olla sama kuin
vyOlta sironneiden elektronien lukuméara.

Saamme siis relaation

dt

dgn(r, k, t) = W

go(r. k).

Vyolld n faasiavaruuden pisteen (7, k) ldhistolla
tilavuudessa dr dk hetkelld ¢ olevien elektronien
lukumééari on

dr dk
dN = gn(T, k,t)ﬁ

(2)

Olkoon (7, (t'), k,(t')) se vy6hon n liittyvien
semiklassisten liikeyht#ldiden ratkaisu, joka hetkelld ¢ = ¢/
kulkee pisteen (r, k) kautta:

ro(t) =7, k,(t) = k.

Jaetaan hetkelld ¢ pisteen (r, k) ympéristossi
tilavuudessa dr dk vyolla n olevat dIV elektronia ryhmiin
sen mukaan, milloin ne viimeksi tormésiviét:

e Semiklassisten liikeyhtéloiden perusteella elektroni,
jonka viimeinen hetke# ¢ edeltdva torméys sattui
aikavililla (¢',¢ + dt’), on periisin pisteen
(rn(t"), kn(t')) ympériston tilavuuselementisté
dr’ dk'.

e Relaksaatioaika-aproksimaation mukaan pisteen
(rn(t), kn(t)) tilavuuselementistd dr’ dk’ aikana d¢’
sironneiden elektronien lukumaéra on

dt’

dr’ dk/
Tn(rn(t/)a kn(t/)) .

dN' = -
473

n(ra ('), kn(t')

e Liouvillen teoreeman mukaan (semi)klassiset
litkeyhtélot siilyttidvit faasiavaruuden tilavuuden,

joten
dr’ dk’ = drdr,
ja siis
dt’ drdk
AN = In(ra(t), ka(t))

Tn(rn (), kn(t))) 43

e Osa elektroneista dN/ siroaa ennen hetked ¢t. Olkoon
P, (r,k;t,t') todenniksisyys sille, etté elektroni ei
siroa aikavélilld (¢,¢'). Elektroneista dN' péétyy siis

dt’
T (rn(t), kn(t'))

X G (P ('), kn (') Pa(r, ks t, 1)

drdk
43

kappaletta hetkelld ¢ pisteen (r, k)
tilavuuselementtiin dr dk.



Jokainen elektroneista dV on peréisin jostakin viimeisestéa
sironnasta, ts.

dN:

drdk/t dt' g% (rn(t'), kn (') Pu(r, ks t, t)
473 Tn(rn (), kn(t))

Vertaamalla tdtd lausekkeeseen (2) saadaan

A (), k() Pa(r Rt 1)
nir ko) = (P () ()

Kaytetddn lyhyyden vuoksi merkintoja

— 0o

— 00

= gn(r,k,t)

= ga(r(t), k(1)
To(r(t), k(1))
= P,(r,k;t,t).

Distribuutiofunktio voidaan nyt kirjoittaa muotoon

t dt/ 0
t) = —g (t)P(t, ).

o) = [ WP
Tarkastellaan niitd vyon n elektroneja, joiden liikeradat
hetkelld ¢ kulkevat pisteen (r, k) kautta. Funktio P(¢,t")
ilmoittaa, mikéd on niiden elektronien osuus, jotka eivét
torméd aikavililld (¢, ). Koska aikavililld (¢, ¢ + dt’)
torméyksen todennikoisyys on dt’ /7(t'), vihenee P talld
samalla aikavalilld kuten

dt’
Tt ]

Téstéd saadaan todennékoisyydelle differentiaaliyhtdlo

P(t,t") = P(t,t' +dt) [1 -

0 N P(t,t)
%P(t,t)— .
Reunaehdon
P(t,t) =1

toteuttava ratkaisu on
Pt ) = e Jo 170,

Sijoittamalla differentiaaliyhtdld distribuutiofunktion
lausekkeeseen saadaan

g(t):/_ dt/go(t’)%P(t,t’).

Kun integroidaan osittain ja huomataan, ettd jokainen
elektroni siroaa joskus, ts. P(t, —oco) = 0, saadaan
distribuutiofunktiolle lauseke

o) =)= [ aPt) ().

Distribuutiofunktio g(¢) on siis tasapainojakauman
funktio ¢g°(¢) plus korjaustermi.
Tasapainojakauma ¢°(t) oli

1
0 —
g'n(r’ k) - e(gn(k)fﬂ(r))/kBT('r‘) + 1 :

Sen aikariippuvuus on siis termeissd &, (k,(t')), T(r,(t'))
ja p(rn(t)), joten

dg°(t") 0¢q° dk,, 0Og° dr,,

- Y99 AT v R Al

& o, VK gy T ar Vel
aq° dr,,

Semiklassisten litkeyhtéloiden mukaan on

dr, 1
@ - v (ky) = ﬁvksn
dk,, o ' 1 '
w - ¢ [E(rn,t )+ Ev"(k") x H(ry,t )] .
Nyt
1
Vké'n-% = —ev- [E—I—'UXH] =—ev- E,
dt’ c

silla nopeus v on kohtisuorassa Lorentz-voimaa v x H
vastaan. Fermi-funktion

1
f(€) = eE—w)/ksT 11"

avulla jakauma g voidaan nyt kirjoittaa muotoon

mwfm+/;mwww
()7 (oo (52) o)

Yksinkertaistuksia

1. Pieni sdhkdkenttd ja limpdotilagradientts

Oletetaan sihkokentédn olevan niin heikon ja
lampotilagradientin niin pienen, etté indusoituvan virran
laskemiseksi on tarpeen ottaa huomioon vain néista
lineaarisesti riippuvat termit. Koska ndmaé esiintyvét
jakaumafunktion g(¢) lausekkeessa jo eksplisiittisesti
lineaarisina, ei kentéin FE tai gradientin VT riippuvuutta
ole tarpeen enéé ottaa mukaan todennékoisyyteen
P(t,t). Tami voidaan siis laskea nollakentéssi ja
vakiolampdotilassa.

2. Paikasta riippumaton kenttd,limpdtilagradientti ja
relaksaatioaika

Distribuution g(t) lausekkeen integrandi on nyt
riippumaton paikkavektorista r,(¢'). Ainoa ajasta t’
riippuva suure on k, (') (mahdollisesti myos E ja VT),
joka sekin riippuu ajasta vain, jos systeemiin vaikuttaa
magneettikenttd. Fermifunktio f on sekin ajasta
riippumaton, silld se on ainoastaan magneettikentéssé
séilyvén litkevakion &, (k) funktio. Integrandin riippuvuus
ajasta t’ on siis pelkiistéiin termeissid P(t,t') ja v(k,(t'))
(ja mahdollisesti kentiissd E ja gradientissa VT).

3. Energiasta ritppuva relaksaatioaika

Jos elektronien sironta riippuu merkittavéasti
aaltovektorista k, niin koko relaksaatioaikamallin
soveltuvuus on kyseenalaista. Siksi téssd mallissa usein
oletetaan lisdksi, ettd 7 riippuu aaltovektorista ainoastaan
energian &, (k) vilitykselld. Koska &, (k) siilyy



magnettikentéssé, 7(¢') el riipu ajasta t'.
Todennékoisyyden P(t,t) lauseke voidaan nyt integroida:

P(t,#') = exp <_ /t dt) (=t /(€ (k)
’ v (1)

Sijoittamalla tdmé jakauman g lausekkeeseen saadaan

, of
g et /rEw) (9T
€ 9E

E(k) — p
T

ok, t) = (k) + /

—00

xv(k(t')) - [—eE(t’) —Vu(t') — VT} .

DC johtavuus

Jos magneettikentti H on nolla, niin k(¢') ei riipu ajasta
t'. Sdhkokentin ja limpotilagradientin ollessa staattisia ja
lampotilan liséksi paikasta riippumaton saadaan talloin
jakaumafunktioksi

a(k) = ¢°(k) — eE - v(k)r((K)) (-gjg) .

Mééritelmén mukaan g(k)dr dk/473 oli tietylld vyollad
pisteen (7, k) ympéristossé tilavuudessa dr dk olevien
elektronien lukuméaéra. Paikassa r kyseisen vyon
kontribuutio virtatiheyteen on siis

dk

olkg(k).

j=—e

Virtatiheys riippuu siis lineaarisesti kentiisti E (¢g%(k) on
isotrooppinen, joten fgovd]c = 0), ja voidaan kirjoittaa
muotoon

j=oc-E.

Kokonaisvirtatiheys saadaan summaamalla yli kaikkien
osittain taytettyjen voiden. Kirjoittamalla
kokonaisvirtatiheys edelleen yo. muotoon
johtavuustensori o on summa

o= g o,
n
eri voitéd vastaavista johtavuustensoreista

: _: ¢ / %Tn(fn@))”n(k)”"(k’) (_gg)g_sm)'

Huom. 1. Tensori o ei yleensé ole diagonaalinen, ts.
virta ja siéhkokentté eivit ole yhdensuuntaisia. On
kuitenkin helppo ndhd4, ettd kuutiosymmetrisissa
kiteissé virta ja indusoiva sdhkokenttid ovat
yvhdensuuntaisia.

Huom. 2. Fermifunktion derivaatta on huomattavasti
nollasta poikkeava aionastaan Fermipinnan
E(k) = Er ldheisyydessd. Tami on yhteensopiva sen
aikaisemman havainnon kanssa, ettéd tdydet vyot
eivit kuljeta virtaa.

Huom. 3. Lampdétilan ollessa nolla Fermifunktio
redusoituu askelfunktioksi ja sen derivaatta

deltafunktioksi:
of
——= =6( - &F).
Koska semiklassisten liikeyhtéloiden mukaan on

o) (- 52 ) =~ VaS W),

voidaan johtavuustensorin lausekkeessa integroida
osittain:

dk

mf(g(k))vkv(k)-

o= e*r(Er)

Koska f on askelfunktio 8(Ep — &), integrointi
ulottuu vain miehitettyjen tilojen yli. Efektiivinen
massatensori méariteltiin kuten

_ !

M (k) =

Viv(k).

Johtavuus voidaan siis kirjoittaa muotoon

o =cr(er) [

miehitetyt

dk
—~ M1
473

(k).

Koska M~! on periodisen funktion gradientti, sen
alkeiskopin yli laskettu integraali havida. Voimme siis
kirjoittaa myos

o —cr(er) [ dk

3
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(M~ (k).

Voidaan siis ajatella, ettd virtaa kuljettavatkin
aukot, kunhan vaihdetaan efektiivisen massatensorin
merkKki.

Huom. 4. Jos M~! on diagonaalinen, ts.

1
— b

m*

—1 _
M, =

ja riippumaton aaltovektorista k, redusoituu
johtavuus Druden mallin mukaiseksi lausekkeeksi

AC johtavuus

Oletetaan, ettd sihkokentéin aikariippuvuus on muotoa
E(t) = E(w)e“".

Distribuutiofunktio on nyt

t
gk, t) = g (k) + / ' e~ 1=t/ 7€) (g;) «

v(k(t)) - {eE(w)ei“’t' —Vu(t') - “:("“)T“VT} .



g(k) = g°(k) —

Jos magneettikenttd on nolla ja T ajasta ja paikasta
eE(w) - v(k)
(1/7(E(k)] — iw
tapauksessakin. Vyon n kontribuutio johtavuuteen
riippuu nyt frekvenssistd kuten
— 2 -
onw) = e / A3 1= iwrn (&, (k)
x( 3f) .
85 5:5‘71 (k)
1—iwr.
Semiklassisen mallin paikkansapitdvyys voidaan tarkistaa
af )
o¢ E=¢k)
Kirjoittamalla jélleen hv(k)(—0f/0E) = =V f(E(k)) ja

riippumaton, saadaan jakaumaksi

_of

€
Johtavuus lasketaan aivan samoin kuin DC
T&amé& on sama kuin DC johtavuus jaettuna termilld
rajalla w7 > 1. Mallin antama johtavuustensori on talléin
integroimalla osittain saadaan johtavuuden

komponenteiksi
dk 1 028, (k)
() - _- = Zen\®)
o) RO i

Ehto w7 > 1 voidaan tulkita ehdoksi 7 — oo, ts.
elektronit eivét torméile. Toisaalta torméayksettomassa
tilanteessa on suhteellisen suoraviivaista laskea
kvanttimekaanisesti ulkoisen sihkokentdn aiheuttamat
lineaariset korjaukset Blochin tiloihin. Kun korjatuissa
Blochin tiloissa lasketaan virtaoperaattorin odotusarvot
(pitdytyen vain sihkokentén lineaarisiin termeihin),
paddytéddn johtavuustensorin kvanttimekaaniseen
lausekkeeseen. Osoittautuu, ettd tdmé on ekvivalentti
semiklassisen tuloksen kanssa edellyttéden, ettd hw on
pieni verrattuna kaikkien miehitettyjen voiden
energiarakoihin.

Terminen johtavuus

Tarkastellaan niin pienté kiintedn aineen aluetta, etté
lampotilan T voidaan ajatella olevan sielld vakion. Té&lla
alueella lampomaédran muutos on suoraan verrannollinen
entropian muutokseen:

dQ = Tds.

Terminen virtatiheys 39 on siten lampdétilan ja
entropiavirtatiheyden 3° tulo:

3 =T5.
Termodynamiikan ensimmaéisen pédsadnnon mukaan on
TdS =dU — pdN.

Entropia-, energia- ja hiukkasvirtatiheyksille on siis
vastaavasti voimassa

1

Tj* = 3% — pj".

Analogisesti varausvirtatiheyden

3_2/47@ —e)v

kun elektronit kuljettavat varauksen (—e) asemasta
energiaa (&, (k)) tai lukumésraiansé (1), voidaan kirjoittaa

i = 2/43
jn:2/43" )9n (k).

Sijoittamalla ndmé& termisen virtatiheyden lausekkeeseen

saadaan
§1 = Z / 4773 — plv

Kun merkitdéan

(k)gn(k),

n(K)gn (k)

n(K)gn (k).

1

saadaan magneettikentissi H = 0 ja tasaisessa
sdhkokentésséd jakaumafunktiolle lauseke

of
)

wv(k) - {es+ S(k)TM(VT)] .

g(k) = (k) + 7(E(K)) (—

Misritellidn tensorit £(%) siten, etti

£ —
dk af
— .2 a
= [ 2 (- 5L) empotirote e -
ja matriisit LY siten, ettd
Lll — £(0)
L21 _ TL12 — _lc(l)
e
1
L2 — _— r@
eQTc

Seké varaus- ettd terminen virtatiheys voidaan kirjoittaa
nédiden matriisien avulla kuten

LY+ L™ (-VT)
L*E+ L*(-VT).

j =
i =
Maééarittelemalld apusuure

dk
473

o (&) = *1(€) (& — E(k))v(k)v(k)

voidaan £ kirjoittaa hieman yksinkertaisempaan

muotoon
£ = /d5< )5 we(E).

Huom. Metalleilla on (—9f/0E) = 6(€ — EF)
tarkkuudella (kgT/Er)?. Metallin DC johtavuus on
siis samalla tarkkuudella o(Ep).



Tensori £(*) voidaan laskea soveltamalla Sommerfeldin
kehitelmdd

/jo HE)F(E)dE
- / ' H(E)d8+%2

771'4 4 77 kBT 6
+agg kBT H (1) + O ((,u) )

lausekkeeseen
d
£ = [ar() 5 (€ - wrol©)).

Edelleen huomioidaan, ettia

(kpT)*H' (1)

e kemiallinen potentiaali toteuttaa ehdon u ~ Ep.

e suure (—0f/0E) poikkeaa merkittiavisti nollasta vain
alueella O(kpT') energian & = p ympéristossi.

e tensoreissa £ ja £® esiintyvi tekiji saa niiden
integrandit havidmain pisteessid £ = u.

Tilloin kertalukuun (kT /Er)? saakka saadaan
matriiseille L lausekkeet

LY = op)=o0c
21 _ 12777772 2
L = TL*= 3 (kgT)“o
e
2 1.2
2 — lkBTm
3 2
missé
L _ o)
o€ E=Ep

Nama lausekkeet ovat voimassa my06s useamman osittain
miehitetyn vyon tapauksessa. T&lloin matriisielementit
0;;(E) on laskettava summana yli kaikkien osittain
miehitettyjen voiden.
Oletetaan koejérjestelyn olevan sellaisen, etté
varausvirtaa
j=L"&+ LY*(-VT)

ei kulje, ts. § = 0. Kentté £ voidaan silloin kirjoittaa
muotoon

E=—(L'MH'LY?(-VT).
Sijoitetaan tdméi termisen virran lausekkeeseen

j4 = L*E+ L?*(-VT).

Kun merkitdaéan
j9=K(-VT),
nahdéén, ettd terminen johtavuustensori K on
K= L22 o L21(L11)71L12.

Metalleilla termi o’ on tyypillisesti kertalukua o/Ep,
joten tensorin K jalkimmaéinen termi on kertalukua
(kpT/EF)?L* verrattuna ensimméiseen termiin.
Useimmissa tapauksissa (ei puolijohteissa) pitid niin ollen

paikkansa
2 2
K= T (kB> To.
3 e

Taméi on Wiedemann-Franzin laki.



