Vuorovaikuttavat elektronit
Tarkastellaan N elektronia kiteessé, jonka struktuuri on
jokin Bravais’n hila. Koska elektronit vuorovaikuttavat
keskenédn, on selvéd, ettd tdhidn saakka kayttamamme
yksihiukkaskuva, ts. Schrodingerin yhtdlon

h2
— 5, V() + Uy (r) = £0(r)

ominaisfunktioiden tulo, ei milloinkaan voi kuvata
systeemié tarkasti.
Todellinen N elektronin Hamiltonin operaattori on

H = hQNVQZQN 1
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Téssd R summaus kiy 1dpi Bravais’n hilan pisteet, joten
toinen termi kuvaa ionien aiheuttamaa periodista
atraktiivista potentiaalia. Kéytetadn tastd termisté
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Uion - _7 2 .
(r) € ; |,’,i _ R|

Viimeinen termi esittda elektronien viélistéd repulsiivista
Coulombin vuorovaikutusta. Schrodingerin yhtalon

HV =FEV

ratkaisuna on jokin hiukkasten koordinaateista r; ja
spineisté s; riippuva aaltofunktio

U = U(rys1,7282,...,TNSN)-

Koska monen hiukkasen Schrodingerin yhtélon tarkka
ratkaiseminen on mahdotonta, etsitdéan likim&a#riisia
menetelmii.

Hartreen aproksimaatio

Yritetddan konstruoida yhteen elektroniin vaikuttava
potentiaali U(r), joka ionien vaikutuksen U™°"(r) lisiksi
ottaa huomioon muiden N — 1 elektronin vaikutuksen.
Erds mahdollisuus saadaan tarkastelemalla elektronien
varaustiheyttd p(r). Pisteessd r oleva elektroni tuntee
tdmén varaustiheyden potentiaalina

1
r—7'|’

Ul(r) = —e/dr'p(r’)
Pisteessé r elektroniin vaikuttava kokonaispotentiaali on
U(r) = U (r) 4+ U(r).

Yritetddn pitidytyéd yksihiukkaskuvassa. Tilassa i (i
tarkoittaa seké rata- ettd spin-kvanttilukua) olevan
elektronin varaustiheys on

pi(r) = —elts(r)P?,

kun oletamme aaltofunktiot 1, normitetuiksi. Kaikkien
elektronien aiheuttama varaustiheys saadaan

summaamalla yli kaikkien miehitettyjen
vksihiukkastilojen, ts.

p(r) = —e 3 ().

Sijoitetaan p(r) efektiivisen potentiaalin U®!(r)
lausekkeeseen ja tdmé edelleen kokonaispotentiaaliin
U(r). Yksihiukkastilojen ;(r) on siis toteutettava yhtils

h2 :
—%Vzlﬁi(ﬂ + U (r)ehi(r)

2 / /N2 1
+ le zj:/dr b (r")]| i
= Ei(r).

Téssd yhtaloryhmaéssa on yksi yhtéalo kutakin miehitettyé
tilaa kohti. Ryhmén yhtéaloita sanotaan Hartreen
yhtdloiksi.

Koska Hartreen yht#lot ovat epélineaarisia, ne ratkaistaan
kédytannosssi iteroimalla:

¥i(r)

1. Arvataan U Lasketaan se esim. kiyttien yhtilon

hz ion
— 5, VA(r) + UM () hi(r) = Ehi(r)
m
ratkaisuja tai tasoaaltoja.
2. Ratkaistaan uudet aaltofunktiot v;(r) yht&losta

R ,
f%v% + [ (r) + UM ()] = Eii.

3. Jos saadut aaltofunktiot poikkeavat (litkaa) entisisti,
lasketaan U®!(r) niitd uusia ominaisfunktioita
kéyttiden ja jatketaan kohdasta 2.

Variaatioperiaate
Olkoon H Hermiten operaattori. Télloin suure

(V| H[)

FIY) = (H)e =

on reaalinen, jolloin on mielekésté etsid sen ddriarvoa
kaikkien (sopivasti valittujen) funktioiden ¥ joukossa.
Jotta funktionaalilla F[¥] olisi ddriarvo argumentilla U,
taytyy ilmeisestikin olla voimassa

F[U 4 6V] = F[¥] 4+ O(6¥?),

olipa d¥ mik4 tahansa funktion W infinitesimaalinen
muutos.

Oletetaan, ettd funktionaalilla F' on #ériarvo pisteessd ¥
ja merkitddn tata arvoa kuten

(V|H[w)
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Maaritelman mukaan on

U+ 60| H|U + 50)
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Skalaaritulojen lineaarisuutta kidyttden saadaan edelleen
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Minimiehdosta seuraa, ettéi suureessa 0V lineaaristen
termien tdytyy hévitd. Koska W on mielivaltainen
variaatio, on ainoa mahdollisuus, etté

Nahdaan siis, ettd jokainen ominaisarvoprobleema
H|¥) = E|¥)

voidaan muuntaa airiarvotehtidviksi. Ominaisfunktiot ¥
ovat nimittdin niitd funktioita, joilla suureella

(V| H|[W)

(H)y = )

on stationéddrinen arvo, ts.

(H)yisw = (H)y + O(6%?).

Olkoon systeemin Hamiltonin operaattori

h2 N N
2 ion
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On suoraviivainen tehtévé osoittaa, ettd suureen (H)g
minimin etsintd kaikkien ortonormaalisten
yksihiukkasfunktioiden tulojen, ts. muotoa

7TNSN)

= P1(r151)2(ress) - - -

olevien funktioiden joukossa johtaa Hartreen yht#loihin.

\IJ('I"151,’I"2527 e

YN (rysn)

Hartree-Fockin aproksimaatio
Tulomuotoiset aaltofunktiot eivat kuitenkaan toteuta
fermioneilta vaadittavaa antisymmetrisyytté:

\I/(rlsl,...,

= —\I/(rlsl, ey

7TN3N)

TjiSjy.-,

TiSiyee 3 TS5y

TiSiy...,TNSN).

Yksinkertaisin korjaus saadaan aikaan
antisymmetrisoimalla tulomuotoiset funktiot:

\I/(T‘151, 7”‘282, .. T‘NSN)

7»/1131 1“151)1/1P2 (7’252)

\/7 Z
~YpN(TNSN).
Téssa P tarkoittaa indeksien 1,2,..., N permutaatiota ja
summaus kiy yli kaikkien permutaatioiden.

Determinantin méaritelméstd ndhdédén, ettd voimme
kirjoittaa aaltofunktion myds muotoon

\I]('I"15177'2827 e ,’I"NSN)

Yi(ris1)  Yi(rasa) Y1(rysn)

1 Pa(r151)  Ya(rass) Yo (rynsn)
VNI : : :

Yn(ris1) Yn(r2s2) Yn(rNsn)

Tamé tunnetaan Slaterin determinantin nimell&.

Tekijd 1/ V/N! pitéis huolen determinanttiaaltofunktioiden
normituksesta olettaen, ettid yksihiukkasfunktiot ;(7s)
ovat normitettuja.

Yritetddn nyt etsid odotusarvon (|H|)y dédriarvoa Slaterin
determinanttien muodostamassa funktioavaruudessa.
Suoraviivainen lasku osoittaa, etté télloin yksihiukkasosan
odotusarvo on

hg N N '
<—2mZVf+ZU‘°“(m)>
= = v
- Z/dTT/J (—V2 Uion('r)> Pi(r).

Kaksihiukkasoperaattorin odotusarvon laskemiseksi
tarkastellaan siiné esiintyvad tyypillistd termia

(_1)P+P//d,,a1 coodry -edry - -dry
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Yksihiukkasfunktioiden ortogonaalisuuden perusteella on
selvad, ettd matriisielementin ollessa nollasta poikkeava
indeksien 4; ja ¢} tdytyy olla samoja lukuunottamatta
indeksipareja {i;,i;} ja {i;,}. Koska N — 2 indeksi&
kaikista N indeksistd on samoja, on kaksi mahdollisuutta

%‘;\, (TNSN)-

1. 4, =4} ja i; = . Indeksien permutaatiot ovat siis
identtiset, eli P = P’. Matriisielementtimme on
talloin

/d’rd’r - ||Z/Jz7( )|2|¢ij(7‘l)‘2~

Indeksien permutaatiot eroavat
PPl = 1.

yhden parin vaihdolla, eli (—1)
Matriisielementtimme on nyt

1
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koska aaltofunktiot ovat ortogoaalisia myos
spin-avaruudessa.

Kun nyt lasketaan kaikki kaksihiukkasoperaattoriin ja
aaltofunktioihin liittyvéat summat pitden huolellisesti
kirjaa indekseistd ja yhdistetdan saatu tulos
yksihiukkasoperaattorin odotusarvoon, paadytaan
lausekkeeseen

(H)w

=3 farvicn

+3 Z/drdr ,m( PRI,

) ) (o)

_,Z/drdr Gui o ‘w)m 5 (1) (r).

Varioimalla téssd funktiota v} saadaan &#riarvoehdoksi
ns. Hartree-Fockin yhtdlot

i) + Ui“(r)wi(r) + U r)i(r)
_Z/d /

missé
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on sama kuin Hartreen yhtéloissikin.

Termié, jolla Hatree-Fockin yhtélot eroavat Hartreen
yvhtéloisté, sanotaan vaihtotermiksi.

Hartree-Fockin yht&lot ratkaistaan periaatteessa
samanlaisella iteroinnilla kuin Hartreen yhtalotkin. Nyt
kuitenkin jokaisella iteraatiokierroksella ratkaistavat
yksihiukkasyhtalot ovat muotoa

3= VRu(r) + U (o)
—l—/dr’V(rm’)z/J(r’) = EY(r).

Tassd UM (r) tarkoittaa (efektiivisti)
yksihiukkaspotentiaalia. Termi [ dr’ V(r,7")y(r") on
seurausta vaihtotermisti. Koska ratkaistava funktio v
esiintyy integrandissa, kyseessd on
integro-differentiaaliyhtélo. Talldisen yhtéalon
ratkaiseminen on yleensd huomattavasti hankalampaa
kuin tavallisen differentiaaliyht&lon ratkaiseminen.

Hartree-Fockin teoria ja vapaat
elektronit

Léhes ainoa tapaus, jossa Hartree-Fockin yhtélot voidaan

ratkaista eksaktisti, on silloin, kun elektroneihin
vaikuttava ulkoinen ionien kenttéd U'"(7) on nolla tai
vakio. Ratkaisuina ovat télloin tasoaallot

1 .
Pi(r) = ——clki "Xi

= 511/}2 (1")7

missé x; esittdd spin-tilaa. Jokainen aaltovektori k;
esiintyy kahdesti: spin-ylos- ja spin-alas-tiloissa.
Osoitetaan, ettéd tasoaallot todellakin ratkaisevat
Hartree-Fockin yhtalot:

e Jos elektronit ovat tasoaaltotiloissa, niin niiden
todennékoisyysjakaumat |1);(r)| ovat vakioita.
Indusoitunut potentiaali U®(r) on siten my6s vakio.

e Koska elektronit ovat vapaita, kuvataan materian
ioneja rakenteettomalla varausjakautumalla, ts.
ionien varausjakauma on vakio ja varaustiheys
itseisarvoltaan tdsmélleen sama mutta
vastakkaismerkkinen elektronien varaustiheyden
kanssa. Talloin siis U + U™ = 0

e Kirjoitetaan Coulombin potentiaali €2 /|r — 7|
Fourierin sarjana kuten

2
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Sijoitetaan tdmé vaihtotermiin.

ig-(r—7') )

e Sijoitetaan tasoaallot Hartree-Fockin yht&lon
vasemmalle puolelle. Huomataan ettd vaihtotermissé
summaus ulottuu ainoastaan miehitettyjen tilojen yli
eli aaltovektorissa k’ summaus on rajoitettu alueelle
kK < kp.

e Hartree-Fockin yhtéldiden vasen puoli on nyt
R’k 1

om V
K <kp

_RPR2 / dk' 4me?
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kertaa tasoaalto e'®7. Tissd funktio F on
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e Yhtélsiden oikea puoli on EelkT,

Tasoaallot siis ratkaisevat Hartree-Fockin yht#lot ja
energioiksi saadaan

Huom. 1. Vaikka Hartree-Fockin yhden elektronin tilat
ovat edelleenkin tasoaaltoja, on tilaan €7 liittyvi
energia nyt h2k?/2m plus
elektroni-elektroni-vuorovaikutusta kuvaava termi.



Huom. 2. Systeemin kokonaisenergia saadaan
summaamalla kaikkien N elektronin energiat.
Aaltovektorissa tdméi tarkoittaa summausta yli
kaikkien tilojen, joilla aaltovektori k on pienempi
kuin Fermi-pinnan aaltovektori kp. Lisédksi on
otettava huomioon kunkin k-tilan kaksinkertainen
miehitys (1- ja |-spin-tilat). Koska korjaustermi
aiheutuu elektronien vilisistd vuorovaikutuksista, on
siitd tuleva kontribuutio edelleen jaettava kahdella,
jotta kunkin elektroniparin vuorovaikutus tulisi
mukaan vain yhteen kertaan.

Huom. 3. Kokonaisenergia on siis

h2k2
QZZm

E pr—
k<kp
62]4117 k2 — k2 kr+k
- 14+ =£ 1 )
2 [ T ok " kp—kH
k<kp

N&amé summat voidaan laskea muuttamalla ne
integroinneiksi ja tulokseksi saadaan

Kun energia lausutaan Rydbergeissa
(€?/2a0 = 1Ry = 13.6eV) ja ilmaistaan tiheys
muuttujan rg avulla, saadaan

o2
% = m |:§(kFaO)2 - ;;T(kFao)}
2.21 0.916
- {(rs/ao)2 a (TS/GO)} -

Huom. 4. Vapaan elektronikaasun energia osataan
laskea suureen r4/ag potenssisarjan alimpaan
kertalukuun saakka eksaktisti. Tulos on

E_{ 221 0.916
N (rs/a0)*  (rs/ao)

+0.06221n(rs/ag) — 0.096 + O(rs/ag) | Ry.

Kaksi ensimmaéisté termié ovat tdsmélleen samat
kuin Hartree-Fockin teoriassakin. Hartree-Fockin
tulosta korjaavia termejd nimitetdéan yhteisesti
korrelaatioenergiaksi. Koska metalleilla on

rs/ag = 2 ~ 6, ei korrelaatioenergialla ole niissé
suurtakaan merkitysta.

Huom. 5. Vaihtotermistéd aiheutuva keskiméérdinen
korjaus elektronin energiaan i%k2/2m on suureen
E/N lausekkeessa oleva toinen termi:

3k
4 7

0.916
(rs/ao)
Slater ehdotti, ettéd ei-uniformisissa systeemeissa

(esim. periodisessa potentiaalissa) Hartree-Fockin
teorian vaihtotermi korvattaisiin termilld (£%)

(") =

Ry.

laskettuna paikallisessa tiheydessa. Télloin
paadyttéisiin sellaisiin Hartreen yhtéloihin, joissa
potentiaaliin U®' tulee lisittiviksi termi

U*(r) = —2.95(adn(r))/*Ry.

Téata mallia on sovellettu moniin vyolaskuihin
vaikkakin sen oikeellisuus on usein kyseenalaista.

Huom. 6. Hartree-Fockin energian £(k) derivaatta
OE |0k on singulaarinen pisteessi k = kp eli juuri
sielld, missd metallin ominaisuuksien kannalta
tarkeimpien elektronien aaltovektorit sijaitsevat.
Esim. nopeus (1/7)V € on teorian mukaan déreton
Fermi-pinnalla.

Singulariteetti voidaan jdjittaa Coulombin
potentiaalin Fourierin muunnoksen 4me?/k?
divergenssiin pisteessd k = 0. Osoittautuu, ettd
ottamalla huomioon muiden elektronien vaikutukset
pisteissd r ja v’ sijaitsevien elektronien keskiniinen
efektiivinen vuorovaikutus on pehmedmpi kuin
puhdas Coulombin vuorovaikutus (varjostusefekti).
Aproksimatiivisesti tdmé efektiivinen potentiaali on
muotoa e?e " /r (r = |r — r'|). Koska témin
Fourierin muunnos on 47me?/(k? + k2), hiavida
singulariteetti energian derivaatasta.

Varjostus (Screening)

Tarkastellaan vapaata elektronikaasua. Asetetaan siihen
kiinted positiivinen varaus. Tamé vetédé puoleensa
elektroneja, joiden kenttéd puolestaan pienentéd
(varjostaa) ulospéin nikyvii positiivisen varauksen
indusoimaa kenttaa.

Olkoon p®™*(r) positiivisen hiukkasen varaustiheys. Tésté
aiheutuva sihkdinen potentiaali ¢°**(r) toteuttaa
Poissonin yhtélon

—V2¢6Xt(r) — 47TpeXt('l").

Téyden fysikaalisen potentiaalin ¢(r) indusoi positiivisen
hiukkasen ja elektronien yhteinen varaustiheys p(r). Myos
o(r) toteuttaa Poissonin yht&lon

—V2¢(r) = 4np(r).

Jos p"d(7) on elektronien varaustiheys positiivisen
hiukkasen ollessa ldsné, on kokonaisvaraustiheys

p(r) = p™(r) + p(r).

Oletetaan, ettd ¢ ja ¢°*' riippuvat toisistaan lineaarisesti,
kuten

¢ (r) = /dr’e(r,r’)gb(r’).

Tasaisesti jakautuneessa elektronikaasussa pisteessd r
laskettu kokonaispotentiaalin ¢(r) saama kontribuutio
pisteessi 7’ olevasta varaustiheydesti, ja siten myos siind
vallitsevasta ulkoisesta potentiaalista ¢<*('), voi riippua
ainoastaan pisteitd yhdistévista vektorista » — /. Silloin
myds € riippuu ainoastaan vektorista r — r':

e(r,r) =e(r—1).



Ulkoinen kentté on siis
¢ (r) = /dr'e(r —ro(r).

Suureen €(r) Fourierin muunnosta

()= [ dreiare)

sanotaan (aaltovektorista riippuvaksi) metallin
dielektrisyysvakioksi. Kdanteismuunnoksella

() = [ Gzt

péistddn takaisin konfiguraatioavaruuden suureeseen €(r).
Maérittelemélld vastaavat Fourierin muunnokset
potentiaaleille ¢ ja ¢°** saadaan niiden vélille
algebrallinen relaatio

1 ext
?(q) = @fb (@)

Fourier-muunnettujen kenttien ¢ ja ¢*** Poissonin yht#lét
kuuluvat

(%)

q2¢ext(q) — 4ﬂ.pext(

7’(q) = 4mp(q).

Indusoituneen varaustiheyden p™d = p — p°** aiheuttama
kentté toteuttaa siis yhtalon

q)

2
q x i
1 (¢(a) = ™ (@) = p"™(a).
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Jos totaalinen kenttd ¢ on kyllin heikko, voidaan olettaa
indusoituneen varaustiheyden riippuvan siité lineaarisesti.
Fourierin muunnoksille on silloin voimassa

P (q) = x(9)¢(q),
joten ,
(0(a) — () = x(@)6(9).

Téstd saadaan kentélle ¢ lauseke

™" (q)

P(q) = %~

Vertaamalla aikaisempaan kenttien ¢ ja ¢ viiliseen
relaatioon (x) ndhd&én, ettd dielektrisyysvakio voidaan
kirjoittaa muotoon

ind ( q)
7 ¢(q)

Huom. Lukuunottamatta oletusta elektronien
lineaarisesta vasteesta ulkoiseen héirioon,

P (q) = x(q)8(q),

kasittely on tihén saakka ollut eksaktia. Suureen x
laskemiseksi tarvitaan kuitenkin aproksimaatioita.

47 4
€(q)=1—q7x(q)=1—*p

Thomas-Fermin teoria

Elektronien ollessa kokonaispotentiaalissa ¢ = ¢°** 4 ¢nd
saadaan niiden varaustiheys periaatteessa ratkaisemalla
Schrodingerin yht#losta

h2
2m

V20i(r) — ep(r)i(r) = Enpi(r) (%)

yksihiukkasaaltofunktiot ;(7) ja sijoittamalla ndmé
lausekkeeseen

p(r) = —e 3 ()

Epédpuhtauden indusoima varaustiheys olisi silloin
pr(r) = p(r) — o,

miss# p° on alkuperiinen tasainen varausjakautuma.
Thomas-Fermin mallissa oletetaan, ettd potentiaali ¢(r)
vaihtelee hyvin hitaasti paikan r funktiona: jopa niin
hitaasti, ettd sitd voidaan Schrodingerin yhtélossé (xx)

pitdd vakiona. Yksihiukkasenergiat ovat talloin
hk?

E(k) =
(k) =

Mallin soveltuvuusalue voidaan kvantifioida
huomioimalla, etté

—ed(r).

e Tiamén kaltainen aaltovektoria ja paikkaa tosiinsa
sitova relaatio on ilmeisestikin mielek&s ainoastaan
aaltopakettien yhteydessa.

e Koska prosesseihin osallistuvat elektronit ovat
perdisin Fermi-pinnan 1dhistolté, ovat niiden
aaltovektorit suuruusluokkaa kp.

e Vastaavien elektronien muodostamat aaltopaketit
ovat siten leveydeltddn vahintddn suuruusluokkaa
1/kF.

e Hitaastivaihtelevuus tarkoittaa siis, ettd ¢(r) ei saa
muuttua juuri lainkaan Fermi-aallonpituuden
suuruusluokkaa olevilla matkoilla.

Vastefunktio x(q) voidaan Thomas-Fermin mallissa niin
ollen laskea luotettavasti vain alueella ¢ < kp.
Oletetaan, etté elektronien energiat noudattavat
relaatiota

R k?
E(k) = 5 —eg(r).
Elektronien lukuméaratiheydeksi saadaan silloin
dk 1

n(r) = 43 B2k [2m—ep(r)—p) 4 1

Vastaavasti tasainen hiriéton tiheys on vakio

dk 1
43 Bk /2m—p) 4 17

no(p) =

Nihdédn, ettd n(r) voidaan kirjoittaa vakiotiheyden
no(p) avulla, kuten

n(r) = no(p + e(r)):



Indusoitunut varaustiheys on siten

p(r) = —elno(u + e(r)) — no(u)]-

Olettaen ettad ¢ on kyllin pieni, voimme kehittdd taméan
Taylorin sarjaksi

8n0

n (7).

pind (1") _ —62

Vertaamalla vasteen x(q) mééritteleviin lausekkeeseen

P (q) = x(q)8(q)

saadaan vastefunktioksi

5‘no

x(q) = s

aaltovektorista g riippumaton vakio. Dielektrisyysvakio
tulee olemaan

4me? Ing

P2 op’

e(g) =1+

Kun méaritelladn Thomas-Fermin aaltovektori kg siten,

etta
2 8710

ou’

saadaan dielektrisyysvakio muotoon

kg = 4me

elg) =1+ 2.
2

Tarkastellaan ulkoista pistevarausta (. Vastaava ulkoinen
potentiaali on

ext _ Q
(b (T) - r )
tai Fourier-muunnettuna
4
¢ext q) = .
(q) 7
Kokonaispotentiaali on nyt
1 47Q
¢(@) = — ") = 55
D@ R

Taméan kidinteismuunnoksena saadaan
_ dg igr 4@ Q
(]5(1") - / (271_)3 €

Kokonaispotentiaali ¢(7) kiyttiytyy siis lyhyilld
etiisyyksilld kuten Coulombin potentiaali, mutta kuolee
pois nopeasti etiisyyksilla, jotka ovat suurempia kuin
1/ko. Téméin muotoista potentiaalia sanotaan
varjostetuksi Coulombin potentiaaliksi.

Estimoidaksemme aaltovektoria kg tarvitsemme
osittaisderivaatan dng/0u. Vakiotiheys voidaan kirjoittaa
muotoon

7}607”

@e+k

mo() = [ T asg(6)1(6).

missd ¢g(€) on tilatiheys

1/2
3n (&
g(e>={m(sF) , &>0
0, £ <.

Jos nyt on voimassa T' < Tp, niin Fermi-funktio f(&)
redusoituu askelfunktioksi 6(u — £) ja kemiallinen
potentiaali on u = £p. Nahdédén siis, ettéd

mk‘F
Rm2

K _ 4 me (16N
k% 7 h’kp  \ 372 ao)’

josta saadaan aaltovektorille kg lauseke

1/2
T 2.95
kO O 8 5kF <a0> (rs/a0)1/2

6TLQ - o
E = 9(5F) =

Talloin on

A_l

Koska metalleilla 75 /ag on vililld 2 ~ 6, hdiriot
varjostuvat etaisyyksilld, jotka ovat kiteen atomien
vélimatkan suuruusluokkaa.

Lindhardin teoria
Palataan Schrodingerin yht&loon (s)

-
—%V Yi(1r) — edp(r)i(r) = Enpi(r).
Vastefunktio x(g) mééritelménsa

P (q) = x(q)¢(q)

mukaan kertoo, millainen on indusoituneen
varaustiheyden lineaarinen riippuvuus
kokonaispotentiaalista ¢. Koska tiheys puolestaan
saadaan yksihiukkasaaltofunktioista, riittaé etté
aaltofunktioissa otetaan huomioon vain lineaarinen
riippuvuus potentiaalista ¢. Ratkaistaan yo.
Schrodingerin yhtéls korjaamalla hiiristtoméan (é(r) = 0)
yhtalon ratkaisuja kertalukuun ¢ saakka tavanomaisella
hairiclaskulla. Lopputuloksena saadaan

o [ dk Je-1q~ friiq

M= | 8 g,

Téssd fp, tarkoittaa tasapainojakaumaa

e 1
k= B(h2k?/2m—p) +1°

Jos g on pieni verrattuna aaltovektoriin kg, voidaan
vastefunktion lausekkeen integrandin osoittajassa
kehittda termit sarjaksi

W k-qofy
MR a9k, o).
2 m Ou

Saatava integraali voidaan laskea suljetussa muodossa
lampdotilassa T = 0, jolloin saadaan

o (mks\ 1  1-—2? 14z
=— = 1
x(q) = —e <h27r2) {2+ ]

fki%q =fe=*




Téssi © = ¢/2kp. Kun 2 = 0, saadaan Thomas-Fermin
tulos. Pisteessé ¢ = 2kp (z = 1) ei x(q), eiké siis
myoskiin e(q) = 1 — 47y /q?, ole analyyttinen. Tésti
johtuen varjostettu potentiaali ¢ kayttaytyy suurilla
etdisyyksilla, kuten

1
o(r) = —5 cos 2kpr.

Tiheysfunktionaalimenetelmé

Kéaytannossa Hartree-Fock-tyyppisten yhtéloiden tarkka
ratkaisu epdhomogeenisissa systeemeissé kay
mahdottomaksi termodynaamisella rajalla. Talld rajalla
relevantti systeemin perustilassa olevia elektroneja
kuvaava suure on niiden lukumééaratiheys

N
(vl 25(1“ —7)|¥)

N/drl coodey (B (g, )0(r — 1)
X \I/(’I‘l,...

n(r) =

7TN)]3

misséd ¥(rq,re,...,7N) on perustilan (antisymmetrinen)
aaltofunktio. Itse asiassa sen sijaan ettd yrittdisimme
ratkaista Schrodingerin yhtélosté tai sen johdannaisista
aaltofunktiota, voisimme yritdd formuloida teorian
suoraan tiheyden n(r) laskemiseksi. Osoittautuu
nimittéin, ettd perustilan tiheys méaraé taysin perustilan
ominaisuudet, mm. sen aaltofunktion.

Elektroneja kuvaava monen hiukkasen Hamilton on
yleisesti muotoa

h? al
H = + U(r;
“om Zm—m ; (r:)
- T+Uee+U7

misséd T on kineettinen energia, U, elektronien
keskinéistéd vuorovaikutusta kuvaava termi ja U ionien,
epapuhtauksien, yms. aiheuttama ulkoinen potentiaali.
Huomaamme, etté

e termit 7' ja U,. ovat universaaleja eli riippuvat
ainoastaan elektronien lukuméérasta ja ovat niin
ollen médrattavissd kun tunnetaan elektronien
lukuméérétiheys n(r) (ja tilavuus),

e ulkoinen potentiaali U sen sijaan riippuu myos
systeemin spesifisistd ominaisukksista kuten
hilarakenteesta, epdpuhtauksista, jne.

Néemme siis, etté erilaisten systeemien Hamiltonit
eroavat toisistaan ainoastaan ulkoisen potentiaalin osalta.
Naytdmme nyt, etté

Perustilan tiheys n(r) mddirdd additiivista vakiota
lukuunottamatta yksikdsitteisesti elektronien tunteman
ulkoisen potentiaalin U (Hohenberg ja Kohn, 1964).

Tod. Oletetaan, ettéd on olemassa kaksi samaan tiheyteen
n(r) johtavaa potentiaalia Ui (r) ja Uz(r). Olkoot H; ja
H, néitéd potentiaaleja vastaavat Hamiltonin operaattorit

sekd Wy ja Wo vastaavat perustilat. Yksinkertaisuuden
vuoksi oletamme téssé, ettd molemmat perustilat ovat
degeneroitumattomia. Jos nyt tilat ¥; ja ¥, ovat samoja,
ts.

v, =
Hy¥, =

El\Pl
EQ\I’17

niin saamme

(Hy — Hy)Uy = (U — Ux)V, = (Ey — Ey) ¥4

eli

U1 (T) — U2 (7‘)

joten potentiaalit eroavat toisistaan vain additiivisella
vakiolla.

Oletetaan nyt, ettd potentiaalit eroavat aidosti toisistaan,
ts.

= F, — Ey = vakio,

Ui (r) — Us(r) # vakio.

Téll6in siis myos tiloille on voimassa
Uy £ U,

Koka nyt W5 ei ole Hamiltonin H; perustila, meilld on

Ey = (U1 [H V1) < (W] H:[Vs),
misté edelleen ndemme, etté
FE < <\I/2|H2|\I/2>+<\I/2|H1 _HQ‘\II2>
= FEy+ <\I/2|U1 - U2|\I/2>

Viimeisen lausekkeen jilkimmé&inen termi on muotoa
(W] f19)
N
= Z/drl coodry [ (ry, ., f(T)
i=1

X U(ry,...

7ri7"'7TN)]'

Aaltofunktioiden antisymmetrisyydesti johtuen
muuttujien 7 ja r; yhtdaikainen vaihto niissé sailyttaa
integrandin ennallaan. Vaihtamalla nyt
integrointimuuttujat r; ja r; keskendén saamme

(vl f|w)
N
=Y [an s

/d’f'g coodrey (O (.1, TN
X \I/(’I'l,...

= N/drn(r)f(r)

Nédemme siis, ettéd perustilojen energiat toteuttavat
epayhtalon

JPiye ey TN

E, <E,+ /drn(r)[Ul(r) — Us(r)].



Toistamalla tdma padttely Hamiltonille Ho saamme
vastaavasti epdyhtalon

E2 < E1 4+ /d?"n('l")[Ug(T‘) — Ul(’f‘)],

silld oletuksen mukaan molemmat ulkoiset potentiaalit
johtavat samaan tiheyteen n(r).
Laskemalla epéyhtélot puolittain yhteen saamme

E1+E2<E1+E2,

mik4 on ilmeisestikin ristiriitaista. Oletuksemme kahden
eri potentiaalin yhteisestéd perustilan tiheydesté on siis
vaaré eli Hohenbergin ja Kohnin viite on oikea.
Oletetaan, ettd tunnemme materiaalin elektronitiheyden
n(r). Koska

e clektronisysteemin kineettinen ja
vuorovaikutusenergia ovat universaaleja tiheydesté
riippuvia funktionaaleja T'[n] ja Ue[n] ja

e Hohenbergin ja Kohnin lauseen perusteella perustilan
tiheys médraa yksikésitteisesti (additiivista vakiota
lukuunottamatta) ulkoisen potentiaan, ts. myds
potentiaalin U(r) voidaan ajatella olevan tiheyden
funktionaali U[n],

voimme itse asiassa kirjoittaa systeemin koko Hamiltonin
H ja siten myos koko energian E tiheyden funtionaalina

E[n] = T[n] + Uln] 4+ Uec[n].

Oletetaan nyt, ettd tunnemme tiheysfunktionaalin E[n].
Kun Hamiltonin H perustila on ¥y ja ng siihen liittyva
tiheys, niin tiheysfunktionaalin E[n] méritelmin mukaan
perustilan energia on E[ng], ts.

H\I’() = E[no]\lf()
Télloin
e perustila ¥y minimoi odotusarvon (¥|H|T),

e jos n1 on mika tahansa muu tiheys, niin siihen liittyy
Hohenbergin ja Kohnin lauseen mukaan jokin toinen
Hamiltonista H poikkeava Hamilton Hy, jonka
perustila ¥, poikkeaa todellisesta perustilasta ¥y,

e joten

Elno| = (Wo|H|Wo) < (V1|H[¥;) = E[n4]

eli perustilan tiheys n(r) minimoi tiheysfunktionaalin
Kun méaéritelldan

Fux|n] = T[n] + Uge|n|

voimme kirjoittaa tiheysfunktionaalin eksplisiittisesti
muotoon

Eln] = / drn(r)U(r) + Fux[n].

Funktionaali Fyx|n]

e ei riipu ulkoisesta potentiaalista U (),

e on sama universaali funktionaali kaikille systeemeille,
joiden tiheys on n(r).

Jos siis tuntisimme sen, voisimme ratkaista kaikki monen
kappaleen probleemat kaikilla mahdollisilla ulkoisilla
potentiaaleilla U.

Edelld oletimme

e systeemin perustila olevan degeneroitumaton ja

o implisittisesti jokaista (kuviteltavissa olevaa) tiheyttd
vastaten olevan olemassa ulkoisen potentiaalin.

Luovutaan nyt néistd oletuksista ja tarkastellaan
mielivaltaista tiheyttd n(r). Kidytetdin merkintdd
¥ — n tarkoittamaan sité, ettd aaltofunktioon W liittyy
tiheys n. Méiritellddn nyt funktionaali F[n] odotusarvon
(U|T + Ue|¥) miniminé yli télldisten aaltofunktioiden, ts.

Fin] = qurﬂln<\IJ|T + Uee|¥).

Téaméi raja-arvo on hyvin mééritelty, silld (kuten voidaan
osoittaa) aaltofunktioiden ¥ — n joukko ei ole tyhji.
Tamé& méadritelmé el myoskédn riipu lainkaan siitéd, onko
olemassa tiheyteen n liittyvaa ulkoista potentiaalia.
Perustilan energia Fy 16ydetédan esim.
minimointiprobleeman ming (¥|T 4+ U 4 U, |¥)
ratkaisuna. Voimme jakaa tdmé#n probleeman osiin, kuten

By = min(¥|T + U+ Ue|¥)

= min [‘Ijmin (9| T+U+ Uee|\11>}

n

= min |:‘Pnir>1n<\I’|T+Uee|\I’> +/dr U(r)n(r)}

min [F[n] + / drU ('r)n("‘)}

= minFE[n].

Tiheysfunktionaali E[n] on siis hyvin mééritelty
riippumatta siité, onko

e perustila degeneroitunut vai ei,

e liittyyko tiheyteen ulkoista potentiaalia vai ei,
ja perustilan energia on aina energiafunktionaalin minimi.
Thomas-Fermi-tiheysfunktionaaliteoria

Yksinkertaisin aproksimaatio tiheysfunktionaalille
saadaan

e kirjoittamalla tasaisesti jakautuneen elektronikaasun
energia tiheyden funktiona ja

e soveltamalla tatd lauseketta ulkoisten kenttien
aiheuttamaan vaihtelevaan paikalliseen tiheyteen.

Lasketaan ensin homogeenisen elektronikaasun
kineettinen kokonaisenergia 7':

dk h2k2 K2
T = v/ —3—:1/72/ dk k*
k<kp 470 2m 2m7? Jickp
21.5 2
— h kF _ L § (37‘(2)2/3715/3
2mbm2 2m 5 ’



missé olemme kéyttineet relaatiota
k‘3
n=—L.
32
Kasitelldan vuorovaikutusenergia Hartree-Fock-mallin
mukaisesti. Koska elektronitiheys on nyt vaihteleva, eivit
ionipotentiaali U™ ja vuorovaikutuksen suoratermi U®'

enéd kumoa toisiaan eksaktisti. Joudumime siis ottamaan
energiaan mukaan myds termin

1 , € /
3 E /drdr |rir’\ i ()] ()|
%,
1 / e2n(ry)n(ry)
=— [ dridry ————==.
2

71 — 7o

Vaihtotermille laskimme jo vapaiden elektronien
tapauksessa lausekkeen

2 1/3
Br— N3P 3 (3) 7 s,
4 4\ 7

Thomas-Fermi-teorian mukaisesti kdytdmme néité
lausekkeita, vaikka tiheys ei olisikaan endé vakio.
Kineettinen kokonaisenergia vaihtelevassa tiheydessi n(r)
on talléin

n? 3 2/3
Tn] = / ar o3 (372)" n¥/3(r)

ja vaihtoenergia

E[n] = —/dr% (i)w 2n/3(r),

Kokonaisuudessaan energiafunktionaali on nyt

n? 3 2/3
E[n] = 35 (37%) /drn5/3(r)

+/dr Uion(r)n(r)
—&—l/dr dr
5 1dro

1/( 2 4
(= /3
( > e /d’r’n (’I’)

e?n(ry)n(ry)

|r1 — 72

Tiheysfunktionaaliteorian mukaisesti perustilan energia ja

tiheys méérédytyvét energiafunktionaalin minimisté.
Varioimme siis funktionaalia E[n| tiheyden n(r) suhteen.
Méérittelemme funktionaalisen derivaatan §E[n]/dn

siten, etta
SEln(r)] = 23 ()

missé on(r) on funktion n(r) infinitesimaalinen variaatio.
Suoraviivainen lasku niyttédi, ettd energian
funktionaalinen derivaatta on

§E h?

2/3 ion
% = % (371'2) n2/3 (T) +U (’I”)

, 1/3
+€2/d’l"/ |n(7° )/l _ <3) ein/S(r).
rT—T m

Huomioidaan hiukkasluvun N = [ drn(r) vakioisuus
energian minimoinnissa lisddmalld sithen termi

AN — [drn(r)), missd X on Lagrangen kerroin.
Minimiehto on silloin

n A=0.
Toisaalta, koska kemiallinen potentiaali on mééritelmén
mukaan g = §E/dn, on minimointiprobleeman Lagrangen
kerroin identifioitavissa kemialliseksi potentiaaliksi.
Funktionaalin minimissi toteuttaa tiheys siis
Thomas-Fermi-yhtdlon

hQ 2/3 ion
o (372) 7" n23(r) + U (r)
n(r' 3\ /3
+62/dr' |’r(—12’| - <7r> ent3ry = p,

josta perustilan tiheys n(r) on ratkaistavissa.
Thomas-Fermi-teoria toimii kohtuullisella tarkkuudella
vain tapauksissa, missi elektronitiheys on likimain vakio.

Kohn-Sham-yhtilo
Kokemus on osoittanut, etta

e Hartree-Fock-lasku antaa useimmissa tapauksissa
riittdvéin tarkan lihtokohdan kiinteiden aineiden
ominaisuuksien selvittdmiseen,

e Hartree-Fock-lasku on varsin tyolés,
e Thomas-Fermi-yht&lo on epétarkka,

e Thomas-Fermi-yhtélon numeerinen ratkaisu on
nopea.

Siksipd Kohn ja Sham risteyttivit molemmat metodit
saadakseen aikaan riittdvén tarkan mutta silti
numeerisesti kohtuullisen menetelmén.
Thomas-Fermi-mallin heikkous voidaan jaljittda sen
kineettisen energian lausekkeeseen

T[TL} — /drh2§ (37T2)2/3 n5/3(r)

2m
sillg

e se huomioi kylld korrektisti Paulin kieltosdédnnon eli
tiheyden kasvaessa elektronit joutuvat korkeammille
energiatiloille eli energia T' kasvaa, mutta

e se ei huomioi sité, ettd kineettiseen energiaan
vaikuttavat huomattavasti myos aaltofunktioiden
gradientit, silla korrekti kineettinen energia on

N hg
Tl =Y — (V)2
=3 5 (V60
Kohn ja Sham korvasivat Thomas-Fermi-mallin
kineettisen energian korrektilla kineettiselld energialla ja
ilmaisivat tiheyden aaltofunktoiden avulla muodossa

N
n(r) = 3 [i(r)



Kun néin saatu kokonaisenergia minimoidaan varioimalla
aaltofunktion v} suhteen pédddytddn Kohnin ja Shamin
yhtdloon

h?_,
—%V i(r)

+ [Uion(r) + / dr’
= Eihi(r).

Vaihtoenergiafunktionaaliksi E*[n] on olemassa lukuisia
ehdotelmia. Yksi néistd on Thomas-Fermi-teoriassakin
kéytetty muoto

E®[n] = —/dr% (i)ug e2nt/3(r),

joka johtaa Kohn-Sham-yhtdloon

e2n(r’)  SE%(n)
+
|r — /| on

Yi(r)

e?n(r’)

r—7'|
_e? (371(7’))1/3] Yi(r) = Eipi(r).

h2 ion /
— SV () + [U (r) + / dr

s



