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Luku 1

Johdanto

1.1 Tilavektorit

Dramaattinen demonstraatio klassisen mekaniikan riittamitomyydesti fysikaalisten ilmoiden
kuvaajana on Stern-Gerlachin koe. Tietyssi mielesséi Stern-Gerlachin kaksi-tila-systeemi
on vihiten klassinen ja eniten kvanttimekaaninen systeemi. Tistd johtuen tulemme usein
soveltamaan siihen jatkossa esiteltividi kvanttimekaniikan menetelmii.

Stern-Gerlachin kokeessa (Kuva 1.1) limmitetéisin hopea-atomeja uunissa, josta ne pii-
seviit poistumaan kapean raon kautta. Kollimoinnin jilkeen suihku johdetaan epihomo-
geeniseen magneettikenttisin, esimerkkimme tapauksessa oletetaan magneettikentin olevan
vakion zy-tasossa ja muuttuvan z-akselin suunnassa. Ilmaisimella mitataan magneettiken-
tistéd lihteneen suihkun intensiteettii koordinaatin z funktiona.

Atomifysiikasta tiedimme, etti hopea-atomien 47 elektronista 46 muodostavat pallo-
symmetrisen kuoren, jonka ulkopuolella olevan 47:nnen elektronin rataimpulssimomentti on
0 (bs-tila). Hopea-atomin magneettisen momentin g mi#ris siis lihes yksinomaan timén
yksin#isen elektronin sisiinen magneettinen momentti, joka taas on suoraan verrannollinen
elektronin spiniin: pu = ¢S. Magneettikentiissi olevan magneettisen momentin potenti-
aalienergia on —pu - B, jolloin esimerkkimme tapauksessa elektroniin vaikuttaa z-akselin
suuntainen voima 9B

z

F, = pu, 5 (1.1)
Intensiteetin mittauksemme siis kertoo, millainen on magneettikentin lfpi kulkeneiden ato-
mien impulssimomentin z-komponentin jakauma. Uunista ldhtiessdin atomit ovat tdysin
satunnaisesti orientoituneita, joten olettaisimme intensiteetin kiyttiytyvin kuvan 1.2 (a)
osoittamalla tavalla. Todellisuudessa havaitaan kuitenkin suihkun jakautuvan selviisti kah-
teen komponenttiin (Kuva 1.2 (b)). Mittauksesta voidaan laskea néihin liittyviit atomien
impulssimomenttien z-komponentit, jolloin todetaan, etti ylempii jakaumaa vastaa arvo
S, = h/2 ja alempaa S, = —h/2. Kvanttimekaniikassa sanotaan, etti atomit t&lloin ovat
impulssimomentin tiloissa h/2 ja —h/2.

Tilavektor: on tilojen esittimiseen kiytettivi matemaattinen apuneuvo. Ilmaisimeen
saapuvia atomeja voidaan kuvata esim. ket-vektoreilla |S,; 1) ja |S,;]). Ket-vektoreihin
liittyviit duaaliset n.s. bra-vektorit: (S,; 1 | ja (S,;| |. Tilavektorin ajatellaan olevan esitti-
miinsi systeemin tiydellinen kuvaus. Tilavektorit muodostavat lineaarisen (Hilbert-) avaruu-
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Kollimaattori

Kuva 1.1 Stern-Gerlachin koe
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Kuva 1.2 Intensiteetti (a) klassisen mekaniikan mukaan ja
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den, joten niihin liittyvi matemaattinen teoria on (#ireténulotteisten) lineaariavaruuksien
teoria.

Atomien lihtiessd uunista, ei ole mitdsin syyti olettaa, ettd jokaisen yksittiisen atomin
impulssimomentti olisi orientoitunut z-akselin suuntaisesti. Koska tilavektorit muodostavat
lineaariavaruuden, myds superpositio

1S 1) + ¢S 1) (1.2)

on tilavektori ja ilmeisestikin kuvaa atomia, jonka impulssimomentilla voi olla seks positiivi-
sen ettd negatiivisen z-akselin suuntainen komponentti. Stern-Gerlachin kokeen magneettia
voidaan ajatella mittalaitteena, joka méarittaa impulssimomentin z-komponentin. Kokeesta
opimme, etti mittauksen jilkeen atomit ovat definiitissi impulssimomentin tilassa, t.s. tila
(1.2) kutistuu mittauksessa joko tilaksi |S,; T) tai tilaksi |S,; |).

Yleistien saamme kvanttimekaniikan mittauspostulaatit:

Postulaatti 1 Jokaiseen mitattavaan suureeseen liittyy Hermiittinen operaattori, jonka
ominaisvektorit muodostavat tiydellisen kannan.

ja

Postulaatti 2 Mittauksessa systeemi siirtyy vastaavan operaattorin ominaistilaan mittauk-
sen tuloksen ollessa k.o. ominaistilaa vastaava ominaisarvo.

Jos A on jokin mitattava suure ja A siti vastaava Hermiten operaattori, niin mielivaltainen
tila |a) on silloin esitettivissi superpositiona

) = Zcﬂa’% (1.3)

missé vektorit |a’) toteuttavat
Ala'y = d'|d"). (1.4)
Mittaustapahtuma A voidaan esittii symbolisesti

) 2 [d'). (1.5)

Stern-Gerlachin kokeessa mitattava suure on spinin z-komponentti. Kun merkitsemme mit-
taustapahtumaa symbolilla ja vastaavaa Hermiten operaattoria symbolilla S, saamme

slsat) = TIssT)
Slssl) = -2ISsD)
Ss;0) = ¢lSsT) S5 1)
|S2; ) =L 52 1)  tai
SGz

1Ssa) = (S5 1) (1.6)
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Koska relaation (1.4) vektorit |a’) ovat Hermiittisen operaattorin ominaisvektoreita, ovat
ne keskeniiin ortogonaalisia. Oletamme, etti ne on myods normitettu, t.s.

<al‘a’”> = 60,’0,”- (17)
Vektorijoukon tiydellisyydests seuraa, ettid niille on voimassa

> la)a] = 1. (1.9

missé 1 tarkoittaa identiteettioperaattoria. THtd ominaisuutta kutsutaan sulkeumaksi (clo-
sure). Superposition (1.3) kertoimet voidaan ortonormitusehtoa (1.7) hyviksikiyttien kir-
joittaa skalaaritulona

ca = (d'|). (1.9)

Mielivaltainen lineaarinen operaattori B puolestaan on kirjoitettavissa tiydellisen kannan

{|a"}} avulla muotoon
B =" |a'){d'|Bla"){a". (1.10)

al’all

Abstraktit operaattorit voidaan esittid matriiseina:

a1) las) laz)
(e} ) e
~ las| | (as|Blar) (as|Blas) (as|Blag) ... | (1.11)

Korostettakoon, ettid matriisiesitys e: ole yksikiisitteinen, vaan riippuu valitusta kannasta.
Esimerkkimme tapauksessa saamme 2 X 2-matriisiesityksen

SZHZG) _01> (1.12)

kun kantana kiiytetiisin joukkoa {|S,;1),|S,; |)}. Tilloin kantavektorit kuvautuvat kaksiu-
lotteisen Euklidisen avaruuden yksikkévektoreiksi

sat = (o)
1S5 1) = ((1)) (1.13)

Vaikka operaattoreiden matriisiesitykset eiviit olekaan yksikisitteisi, vallitsee niiden vi-
lilla suhteellisen yksinkertainen relaatio. Tiedimme nimittiin, etti

Lause 1 Jos kannat {|a')} ja {|b'}} molemmat ovat ortonormitettuja ja tiydellisii, on ole-
massa unitaarinen operaattor: U siten, etli

|b1> = U|a1>,|b2) = U|a2>,|b3> = U|a3),... (114)
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Jos nyt X on operaattorin A esitys kannassa {|a’)} saadaan esitys X' kannassa {|b)} n.s.
similariteettimuunnoksella

X' =TIXT, (1.15)

missi 7" on kannan muunnosoperaattorin U esitys kannassa {|a')}. Operaattorin U unitaa-
risuudesta seuraa, etti matriisi 7' on unitaarinen matriisi.

Abstrakti tilavektori on, vaihetekijad lukuunottamatta, fysikaalisen systeemin yksiké-
sitteinen kuvaus. Toisaalta olemme nihneet, ettid tilat voidaan kirjoittaa eri kantavektori-
joukkojen superpositioina, jolloin vastaavasti abstrakteille operaattoreille saadaan erilaisia
matriisiesityksid. Fysiikan tiytyy siis sisdltyd niiden matriisien invariantteihin ominaisuuk-
sin. Tiedimme, etté

Lause 2 Jos T on unitaarinen matriisi, niin matriiseilla X ja TTXT on sama jilki (trace)
ja samat ominaisarvot.

Sama lause on voimassa myos operaattoreille, kun jilki miiritellisin

trd = Z(a'|A|a'). (1.16)

Aivan ilmeisesti operaattoreilla ja niiti esitt#ivilla matriiseilla on samat ominaisarvot ja sama
jalki. Postulaattien 1 ja 2 mukaan mitattavaa suuretta vastaa Hermiten operaattori ja mit-
tautulokseksi saadaan jokin timin operaattorin ominaisarvoista. Niin ollen mittaustulokset
ovat valitusta esitystavasta riippumattomia ja kaiken lisiiksi jokainen mittaustapahtuma, jota
vastaa unitaarisella similariteettimuunnoksella saatava operaattori antaa samat mittaustu-
lokset.

Tah#én mennessi esitetyt postulaatit eivit kerro, mekd ominaisarvo mittauksen tulokseksi
saadaan. Vastauksen tarjoaa

Postulaatti 3 Jos A on mittausta A vastaava Hermiten operaattori, {|a’)} ovat operaatorin
A ominaisarvoihin {a'} listtyvit ominaisvektorit, niin mittaustuloksen a' todenndikdisyys on
|cat|? mitattavan systeemin ollessa tilassa

la) = an/\a').

Vain silloin, kun systeemi jo ennen mittausta on definiitissi ominaistilassa, voidaan mit-
tauksen tulos ennustaa tarkasti. Voimme esimerkiksi estéd Stern-Gerlachin kokeesta
lihteviin alemman suihkun etenemisen, jolloin jiljelle jaiviit ne atomit, joiden spin on suun-
nistettu positiivisen z-akselin suuntaan. Sanomme, ettd systeemi on preparoitu tilaan |S,; 7).
Jos nyt annamme tim#n polarisoituneen suihkun kulkea uuden kokeen lapi (Kuva 1.3
(a)), toteamme, ettd jilkimmiisen mittauksen lipiissyt suihku ei eni# jakaannu kahtia.
Tamin mittauksen tulos on y.o. postulaatin mukaan tarkasti ennustettavissa.

Y114 oleva postulaatti voidaan my®s tulkita siten, ettd suureet |c,|? ilmoittavat todenni-
koisyyden sille, ettéd systeemi on tilassa |a’). Matriisielementin («|A|«) fysikaaliseksi merki-
tykseksi niemme mittauksen odotusarvon (keskiarvon) ja normitusehto {(«|a) = 1 puolestaan
sanoo, ettd systeemi on jossakin tilassa |a’).

Sen sijaan, ettd mittaisimme z-suuntaan polarisoituneiden atomien spinin z-komponent-
tia, voimme kysy#, mitid tapahtuu, jos alistamme tdmé#n suihkun mittaukselle (Kuva
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» SGz

-=»|5Gz

- s o sexL S

S 1 Jace =5 " > SG2
F==SGx| S; e | RF-=---
-=> SGi_Szll X-——m—‘L-I » S5, |

Kuva 1.3 Perakkiisia Stern-Gerlachin kokeita.

1.3 (b)). Tulos on tismilleen kuvan 1.2 (b) kaltainen: suihku jakautuu jilleen kahteen
—tilld kertaa z-suunnassa— intensiteetiltéiin yhtd voimakkaaseen komponenttiin. Toisin
sanoen olemme suorittaneet mittauksen:

STy == [Sy1) tai

5G]

‘SZ7T> - ‘Swal> (1'17)
Kokeen analysointi antaa jélleen impulssimomentin z-komponenttien arvoiksi S, = h/2 ja
Sy = —h/2. Tasté voidaan paitelld, ettd tila |S,; 1) on itseasiassa superpositio
1S2; 1) = ertlSz; 1) + e111S5; 1)- (1.18)
Vastaavasti toiselle komponentille on voimassa
1S 1) = c11[Sz; T) + ey [Sas 1)- (1.19)

Intensiteettien ollessa yhtisuuret kertoo postulaatti 3, ettd kertoimet toteuttavat

len| = leny| =

leir] = ey (1.20)

S-Sl

Vaihetekijad lukuunottamatta postulaattimme miiriivit muunnoskertoimet. Kun vield
huomioimme tilavektorien |S,; 1) ja |S,; |) ortogonaalisuuden, voimme kirjoittaa

1 1

|Sz7T> = \/E‘S.'E?T)_{— \/§

1Sz; 1)
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Sal) = o (%wm—%\sm;w). (1.21)

Suunta & ei ole missiiin erikoisasemassa —sen paremmin kuin mikiin muukaan suunta.
Aivan yht# hyvin voisimme antaa suihkun kulkea kokeen lipi, josta voisimme péiitelli
relaatiot

1S T) = Sy 1)+ —=15y; 1)

1 1
7 Vo
1S, 1) = e (%I%ﬁ)—\%l%d)» (1.22)

tai voisimme ensin tehd# kokeen ja sitten kokeen ja tuloksena saisimme

63 204
18,5 1) = %\Sym + %\sy;w

163 104

e e
1Se; 1) = E|Sya T - ﬁ|

Syi 1) (1.23)
Toisin sanoen

[(Sy; T 1Sz T = Sy L [Se; T =

Sl =Sl

[(Sys T1Sa; L) = [{Sys L 1S5 )| = (1.24)
Voimme nyt paitelld, ettd tuntemattomien vaihetekijoiden on toteutettava relaatio
62—51 :77'/2 tai —7'('/2 (125)
Yleensd valitaan vaihe 6; = 0, jolloin lopulta saamme esimerkiksi
1 1
Sz = —=|5; 1) + —=|S
1525 1) ﬂl )] \/5\ b
1 1
S,; = —\|SuT)— —|5: 1) 1.26
Sz 1) \/§| )] ﬁl b (1.26)

Klassisen mekaniikan ajattelutavan mukaan mittaukset |SG2 |ja|SGé | lapikiyneen suih-
kun ylemmiin komponentin atomien spinin z-komponentti samoin kuin z-komponentti on
Sz, = h/2. Toisaalta voimme ka#intis ylla olevat superpositiot, jolloin saamme

1 1
‘S:caT> = —2|SzaT>+ﬁ‘Szal>: (1'27)

eli positiivisen z-akselin suuntainen spin-tila onkin superpositio seki positiivisen etts nega-
tiivisen z-akselin suuntaisista spin-tiloista. Stern-Gerlachin koe vahvistaa timin (Kuva 1.3
(¢)). Viimeisen mittauksen jilkeen nihdisn suihkun jilleen jakautuvan kahteen yht#
voimakkaaseen komponenttiin. Koe kertoo meille, etti on olemassa suureita, joiden yhtiai-
kainen tarkka mittaaminen on mahdotonta. Tissi tapapauksessa ei voida méiirittid spinin
seki z- ettd x-komponentteja samalla kertaa. Toisen mittaaminen saa atomin siirtymiin
tilaan, jossa on edustettuna toisen mittauksen molemmat mahdolliset tulokset.
Tieddmme, etti
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Lause 3 Kommutoivilla operaattoreilla on yhteiset ominaisvektorit.

Jos mittaamme operaattoriin A liittyvii suuretta, siirtyy systeemi operaattorin A johonkin
ominaistilaan |a'). Jos nyt B kommutoi operaattorin A kanssa, t.s.

[A,B] =0, (1.28)

niin |a') on myos operaattorin B ominaistila. Mitattessa operaattoriin B liittyvid suuretta
systeemin ollessa jo valmiiksi ominaistilassa saadaan mittaustulokseksi vastaava operaattorin
B ominaisarvo. Tissi tapauksessa siis molempien suureiden yhtiaikainen tarkka mittaus on
mahdollista. Suureiden S, ja S, samanaikainen mittaus ei taas ole mahdollista, josta voimme
paitells, etté

Sy, S,] # 0. (1.29)

Olemme kisitelleet esimerkki#, jossa systeemin tilaa on kuvattu spinin (esim. z-akseliin
nihden) suunnalla: 7 ja |. Tam# informaatio k.o. systeemisté on riittéivi, koska esimerk-
kimme mittaukset eiviit voi kertoa systeemistii sen enempii. Jos mittaisimme sellaista
suuretta, jota vastaava operaattori kommutoisi esim. operaattorin S, kanssa, tiytyisi mei-
din luonnehtia tiloja myos timin operaattorin ominaisarvojen avulla. Kvanttimekaniikka
onkin paljolti systeemiin liittyvien keskenifin kommutoivien operaattoreiden maksimaali-
sen joukon etsintdi. Kun tilldinen joukko on loydetty, voidaan tilat luokitella tiydellisesti
operaattoreiden ominaisarvojen perusteella.

1.2 Translaatiot

Olemme tihin mennessi kiisitelleet operaattoreita, joiden spektri on diskreetti: joko #i-
rellinen tai numeroituvasti direton. Esittidmimme tilavektoriformalismi on yleistettivissi
myds jatkuviin spektreihin. T#ll6in summaukset korvataan integroinneilla ja Kroneckerin
o-funktio Diracin é-funktiolla. Tyypillinen mittaus, jonka tuloksena on jatkumo arvoja, on
paikan m#iritys. Paikan x-koordinaatin mittaukseen liittyvi operaattori x on Hermiittinen,
joten sen ominaisarvot {z'} ovat reaalisia ja ominaisvektorit {|z’)} muodostavat téydellisen
kannan:

zlz') = :v'Lf') (1.30)
1 = /_ ') (@ (1.31)
a) = /_de'\x'><x'|a>, (1.32)

missé |«) on mielivaltainen tilavektori. Suuretta (z'|a) sanotaan aaltofunktioksi ja se kirjoi-
tetaan usein funktiomerkintii kiyttien

(2'|er) = ta (). (1.33)

limeisestikin voidaan suure |1, (x')|?dx’ tulkita postulaatin 3 ja kehitelm#n (1.32) perusteella
todennikoisyydeksi sille ,ettd tila on lokalisoitunut pisteen 2’ ympéristoon (z', 2’ + dz').
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Paikka on yleistettéivissi kolmeen ulottuvuuteen. Merkitsemme tilloin symbolilla |z
operaattoreiden x, y ja z yhtiatkaista ominaisvektoria, t.s.

@) = |y,2)
zle")y = 22y, ylz') =4'|z"), z|z') =7|z). (1.34)
Jotta tilldinen yhtiaikainen ominaisvektori olisi ylip#iitisin konstruoitavissa, tiytyy vastaa-

vien operaattoreiden kommutoida:

Oletetaan, etts systeemin tila on lokalisoitunut pisteeseen x’. Tarkastellaan operaatiota,
joka muuttaa timén tilan toiseksi, tills kertaa pisteeseen &’ + dx’, lokalisoituneeksi tilaksi
kaikkien muiden observaabeleiden siilyessi muuttumattomina. T#Htd operaatiota sanotaan
infinitesimaaliseksi translaatioksi. Vastaavaa operaattoria merkitiin symbolilla 7 (dz'):

T (dz')|z") = |z’ + dz'). (1.36)

Oikeanpuoleinen tilavektori on jilleen paikkaoperaattorin ominaistila. Ilmeisestikiiin vektori
|2’} ei ole operaattorin 7 (dz') ominaistila.

Infinitesimaalisen translaation efekti mielivaltaiseen tilaan nihdiin kehittdmillid se pai-
kan ominaistilojen avulla:

ja) — T(da')|e) = T(dz') / o' |x') (2| )
- / &' |z’ + da') (z']a)
- / &z |&') (' — dz'|a), (1.37)

silld &’ on tavallinen integrointimuuttuja.

Operaattorin 7 (dz') eksplisiittiseksi konstruoinniksi tarvitsemme lisiehtoja. Ensinniikin
on luonnollista vaatia, ettd se siilytt#é tilavektorien normituksen (s.o. todenniikdisyyden
sdilyminen):

(a|a) = (a|TT(de")T (dz')|a). (1.38)
Tamé ominaisuus toteutuu, jos 7 (de’)on unitaarinen, eli
Ti(dz')T (dz') = 1. (1.39)

Toiseksi vaadimme, etti kahdella perikkiisellsd translaatiolla on sama efekti kuin yhdells
kombinoidulla translaatiolla:

T (de')T (da") = T (dz' + da"). (1.40)

Kolmas ominaisuus, joka translaation tulisi toteuttaa, on, etti vastakkaissuuntainen trans-
laatio on ekvivalentti alkuperiisen translaation kiifinteisoperaation kanssa:

T(—da') = T '(d). (1.41)
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Neljsis vaatimus on, ettd piidymme identiteettioperaation, kun dz’ — 0:

lim 7 (dz') =1. (1.42)
dx'—o
On helppo nihdi, ettd operaattori
T(dz')=1—-iK -do/, (1.43)

missd vektorin K komponentit K,, K, ja K, ovat Hermiittisii operaattoreita, toteuttaa
kaikki nelji ehtoa. Kiyttien eksplisiittistd esitystd (1.43) voimme osoittaa, etti

[, T (dz')| = dz’, (1.44)
josta edelleen seuraa kommutaatiorelaatio:
[zi, K] = 16i5. (1.45)

Yhtilod (1.43) yhdesss ominaisuuden (1.36) kanssa voidaan pitéé operaattorin K miéri-
telmani. Miké sitten on operaattorin K fysikaalinen merkitys? Voitaneen olettaa, ett# silli
on jotakin tekemistd impulssin kanssa. Se ei voi suoraan olla impulssi, sillé sen dimensio on
vadrd: 1/pituus. Kirjoittamalla

p=hK (1.46)

saamme operaattorin p, jonka dimensio on impulssin dimensio ja voimme ottaa tim#n re-
laation impulssin midritelmiksi. Kommutaatiorelaatio (1.45) on nyt esitettiivissi tutussa

muodossa

Tshiin mennessi olemme Kiisitelleet infinitesimaalisia translaatioita. Airellinen translaa-
tio saadaan aikaiseksi, kun tehdiin perikkiin lukuisia infinitesimaalisia operaatioita. Tar-
kastellaan translaatiota matkan Az’ verran z-akselin suuntaan:

T(Az'z)|z'y = |’ + Ax'z). (1.48)

Kootaan tim# translaatio infinitesimaalisista Az’/N-mittaisista siirroksista antamalla N —
00!

o ) AN N
T(Ax'z) = A}lm 1-— N7
Ay
= exp (—prh ? ) . (1.49)

On suhteellisen helppo osoittaa, etts translaatio-operaattoreille on voimassa
[T(Ay'9), T(A'z)] = 0, (1.50)

josta seuraa edelleen, ett#
[pyap:v] = 07 (1.51)
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tal yleisesti
[pi,pj] =0. (152)

Tami kommutaatiorelaatio kertoo, ettd on mahdollista konstruoida tilavektori, joka on sa-
malla kertaa kaikkien impulssioperaattorin komponenttien yhteinen ominaistila, t.s. on ole-
massa vektori

') = [P, Py D), (1.53)
siten, ettd
p=|P) = vilp"), pylp") =P, |P"), p.lP') =DlD). (1.54)
Translaation 7 (dz') efekti impulssin ominaistilaan on

Twwmﬂ>=(1—ipg“fwﬂ>=(1—iﬂ5¢#)@». (1.55)

Tila |p') on siis operaattorin 7 (da') ominaistila: tulos, joka oli ennustettavissa, silla
[p, T (dz')] = 0. (1.56)

Huomattakoon, ettd operaattorin 7 (da') omiaisarvot ovat kompleksisia, silld se ei ole Her-
miittinen operaattori.

Yhteenvetona todettakoon, ettd olemme johtaneet n.s. kanoniset kommutaatiorelaatiot
tai peruskommutaatiorelaatiot

[z, 2] =0, [pispi] =0, w3, 5] = ilidyj. (1.57)
Jo aikaisemmin totesimme, ettd tilan |«) projektiota tilavektorin |z') suuntaan kutsu-

taan aaltofunktioksi ja sitd merkitdsin symbolilla ¢, (z"). Koska vektorit |z') muodostavat
tiydellisen kannan, on tilojen |a) ja |3) skalaaritulo kirjoitettavissa aaltofunktioiden avulla

(la) = [ o’ (Bla') e/ o) = [ da' 5(e' V(') (1.58)

eli (8|a) kertoo, miten paljon vastaavat aaltofunktiot osuvat pillekkdin. Jos |a’) on ope-
raattorin A ominaistila, méirittelemme vastaavan ominaisfunktion uy (x') relaatiolla

ug (z") = (2'|a’). (1.59)
Mielivaltainen aaltofunktio 1, (z') on kehitettivissi ominaisfunktioiden avulla
Yo (2') =) coua(a). (1.60)
Operaattorin A matriisielementti (5| A|a) on myos lausuttavissa aaltofunktioiden avulla

(BlAla) = [do [ da (Bla')e! | Ale") (2" )
= [da' [ da" g(a) (| Al Yula") (1.61)
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Jotta titd kaavaa voitaisiin soveltaa, on pystyttivii laskemaan matriisielementit (z'|A[z"),
jotka yleisessii tapauksessa ovat kahden muuttujan, 2’ ja z”, funktioita. Operaattorin A
riippuessa ainoastaan paikkaoperaattorista x,

A= f(z), (1.62)

yksinkertaistuu lasku huomattavasti:
(Bl1(@)la) = [ da’ () f(2")bala). (1.63)

Huomattakoon, ettd yht#lon (1.63) vasemmalla puolella oleva f(z) on operaattori ja oikealla
puolella oleva f(z') tavallinen luku.

Katsomme nyt, miltd impulssioperaattori niyttii z-kannassa, t.s. miké on operaattorin
p esitys kannassa {|x’)}. Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastelemme yksiulotteista tapausta.
Yleistys kolmeen ulottuvuuteen on suoraviivaista. Yht#lon (1.37) perusteella voimme kir-
joittaa

(1 - ipgx') o) = [do! T(A2)]a")(e'|o)
= /dx' |z (2" — Az'|c)
= /dx' |z ((x'|oz) — Ax’%(x'|a)> : (1.64)

Viimeinen muoto tisséi on saatu kehittimilla aaltofunktio (' — Az'|a) Taylorin sarjaksi.
Vertaamalla yht#lon (1.64) molempia puolia, nihd#én etti

pla) = / dz' |2") (—ih%(x'|a)> , (1.65)

tai ottamalla skalaaritulo molemmin puolin paikan ominaistilan kanssa

, 0
(@' |p|a) = —zh%(x'\a). (1.66)
Jos erikoisesti valitaan |o) = |z') saadaan matriisielementiksi
(@'|p|z") = —ihié(.’ljl -z (1.67)
5 : :

Ottamalla skalaaritulo yht#lon (1.65) molemmin puolin mielivaltaisen tilavektorin |3) kanssa
saadaan tarked relaatio

(le) = [ a3 i g ) vl (165)

Aivan samoin kuin paikan ominaisarvot, muodostavat impulssioperaattorin ominaisarvot
p' jatkumon. Analogisesti voidaan mééritella impulssiavaruuden aaltofunktio

(p'|e) = ¢a (D). (1.69)
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Siirtyminen impulssiavaruuden ja paikka-avaruuden esitysten vililli tapahtuu relaatioilla
bale) = (@) = [dp' @) (]a)
¢a(p) = (Pla) = / dz' (p'|z')(a'|c). (1.70)

Muunnosfunktion (z'|p’) laskemiseksi sijoitamme yht#loon (1.66) tilavektoriksi impulssin
ominaisvektorin |p'), jolloin

(«lplyl) = /4" lf) = —ih o o' ) (1.1)

Tamin differentiaaliyhtilon ratkaisu on

'’
(@'lp') = Cexp ( ik ) , (1.72)
jossa normitustekiji C' voidaan m#iriti identiteetisti

(wla") = [ d (a'p) /)", (1.73)

Tassd vasen puoli on yksinkertaisesti 6(z' — z") ja oikean puolen integrointi antaa

2wh|C|26(x" — 2"). Muunnosfunktioksi saamme siis

L 1 '’
(2'lp’) = Nor (—h ) , (1.74)

ja relaatiot (1.70) voidaan kirjoittaa tuttuun Fourier-muunnosmuotoon

l/dp eXP( )aﬁa( )
o) = | %] [z e (=55 ) vt (175

1.3 Aikakehitysoperaattori

wole) = |

Toisin kuin paikka aika ei ole kvanttimekaniikan observaabeli. Ei ole olemassa mit#in Her-
miten operaattoria, jonka ominaisarvoina saataisiin systeemin aika. Kvanttimekaniikka k-
sittelee toki dynaamisia ilmioitd, mutta tilloin aika esiintyy ainoastaan parametrina, ei
mitattavana suureena. Vastoin suhteellisuusteorian opetuksia aika ja paikka eivit siis ole
kvanttimekaniikassa samanarvoisia suureita. Relativistinen kvanttikenttiiteoria palauttaa
tuon samanarvoisuuden, tosin paikan kustannuksella. Siin# paikka alennetaan parametrin
asemaan ja observaabeleiksi tulevat kentit.

Tarkastellaan systeemi, joka jollakin ajan hetkelld ¢y on tilassa |a). Ajan kuluessa ei
ole yleensd mit#in syyti olettaa systeemin pysyvin tissd tilassa. Oletetaan, ettd jonakin
myodhempini hetken# ¢ systeemii kuvaa tila

|a’t0;t>a (t > tO)a (176)



20 LUKU 1. JOHDANTO

missid olemme merkinneet eksplisiittisesti nikyviin parametrin #, muistuttamaan siiti, etti
juuri tilld hetkelld systeemi oli tilassa |a). Koska aika on jatkuva parametri, on ilmeisestikin

voimassa
lig ot 1) = |a), (.77

ja voimme kiyttiad lyhyempad merkintis
|, to; t0) = |ev, o). (1.78)

Tarkoituksemme on nyt katsoa, miten tilavektori kehittyy ajan myo6ti:

la, o) SVOLUBEO | 4, (1.79)

Menettelemme samoin kuin translaatioiden kanssa. Maidrittelemme aikakehitysoperaat-
torin U(t, tp):
|Oé,t0;t> :U(t, to)'Oé,t()), (180)

jolle asetamme fysikaalisesti mielekkiité ehtoja.
Ensimmaiinen ehto seuraa todennikoisyyden siilymisestid. Kehitetddn tila hetkells ¢
jonkin observaabelin A ominaistilojen avulla:

la, o) =D ca(to)la'). (1.81)
Jonakin myohempini hetkens saamme kehitelmén

la, to; t) = an/(tﬂa'). (1.82)

Yleensid emme voi olettaa, ettdi todenniikoisyys systeemin olemiselle jossakin spesifisessi
tilassa |a') siilyisi ajan myo6td vakiona, t.s. useimmiten on voimassa

‘ca’(t” 7é ‘Ca’(t0)|' (183)

Esimerkiksi spin-3-hiukkanen, joka hetkelld t, on tilassa [S;;T), ollessaan vakioisessa z-

akselin suuntaisessa magneettikentiissii prekessoi zy-tasossa: tuloksen 7/2 todennikoisyys

mittauksessa vaihtelee ajan kuluessa 0:n ja 1:n vililla. Joka tapauksessa todennikoi-
syys tulokselle /2 tai —h/2 siilyy koko ajan vakiona 1. Yleistiien on luonnollista vaatia,

ettd
2 lew(to)* =3 lew (D). (1.84)
Toisin ilmaistuna ehto (1.84) sanoo, ettd tilojen normitus ei riipu ajasta:
(o, tola, to) = (@, to; tlar, to; t) = (o, to|UT(t, to)U(t, to) |, to). (1.85)
Tamé ehto toteutuu, kun vaadimme, ettd U(¢,%y) on unitaarinen, eli
Ut (t, to)U(t, 1) = 1. (1.86)

Toinen toivottava ominaisuus, joka operaattorin U(t,t') tulisi toteuttaa, on samoin ana-
loginen translaatio-operaattorille esittdmiemme vaatimusten kanssa. Jos haluamme tietdi,
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millaiseksi systeemin tila on kehittynyt hetkelld 5, kun se hetkelld ¢y oli jossakin tunnetussa
tilassa, niin saamme timin informaation seuraamalla tilan evoluutiota ensin hetkesti ¢y jo-
honkin viliaikapisteeseen ¢; ja sitten tidsti myohempain hetkeen t,. Formaalisti ilmaistuna
tulisi olla voimassa kompositio-ominaisuus

Z/l(tg, t()) = U(tz,tl)U(tl,to), (tz >t > t()). (187)

Kuten translaatio-operaattorin tapauksessa kannattaa nytkin aluksi tarkastella infinite-
simaalisia evoluutioita
|Oé,t();t() +dt> ZZ/{(t() +dt, t0)|04, t()). (188)

Jatkuvuusehdosta (1.77) saamme evoluutio-operaattorille ehdon
(}tin% U(ty + dt, ty) =1, (1.89)

ja oletamme operaattorin U(ty + dt, ty) poikkeaman identiteettioperaattoriin nihden olevan
kertalukua dt.
Kun nyt asetamme
U(ty + dt, ty) =1 — iQdt, (1.90)

missd €2 on Hermiten operaattori, niemme, ettd se toteuttaa kompositioehdon (1.87), on
unitaarinen ja poikkeaa identiteettioperaattorista termilld O(dt).

Fysikaalinen sisiilto operaattorille (2 saadaan, kun muistetaan, etti klassisessa mekanii-
kassa Hamilton generoi aikakehityksen. Madritelmistd (1.90) niemme, etté operaattorin 2
dimensio on frekvenssi, joten se on kerrottava jollakin vakiolla ennenkuin voimme samaistaa
sen ja Hamiltonin operaattorin H:

H = hQ, (1.91)
eli
1H dt
o
T#ssé esiintyviin kertoimen 7 ei vilttdmitta tarvitsisi olla sama kuin translaatioiden yh-
teydessi esitelty kerroin A. Osoittautuu kuitenkin, etti piistyiksemme klassisella rajalla
Newtonin liikeyhtiloihin, tiytyy molempien kertoimien olla samat.

Voimme nyt johtaa aikakehitysoperaattorille differentiaaliyhtilon. Soveltamalla,

kompositio-ominaisuutta (1.87) saamme

U(to + dt, to) =1 —

(1.92)

tH dt

U(t + dt, to) = Ut + dt, UL, to) = (1 - ) U(t, o), (1.93)

missi aikaerotuksen ¢ — £, ei tarvitse olla infinitesimaalinen. Tdam# on kirjoitettavissa muo-
toon

Ut + dt o) — Ut 1) = —i (%) AUt 1), (1.94)

josta saadaan kehittimiilld vasen puoli Taylorin sarjaksi

ih%L{(t, to) = HU(t, to). (1.95)
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Tami on atkakehitysoperaattorin Schridingerin yhtilo. Kaikki, jolla on jotakin tekemisti
ajan kulumisen kanssa, seuraa tésti yhtilosti.
Kertomalla yhtilon (1.95) molemmat puolet tilavektorilla |, ty) saamme

L0

’Lhalx{(t, t0)|Oé, to) = HZ/{(t, to)|0&,t0>. (196)
Koska tila |, ) on ajasta ¢ riippumaton, voimme kirjoittaa tilavektoreiden Schrédingerin
yht#lon muotoon

ih%\a,to;t) = Hl|a, to; t). (1.97)

Itseasiassa tilavektoreiden Schrodingerin yht#lo on useimmissa tapuksissa tarpeeton, silli
kaikki informaatio syteemin dynamiikasta sisiiltyy aikakehitysoperaattoriin U(¢, ). Jos tun-
nemme timin operaattorin ja tiedimme, miten operoida sills tilavektoreihin, saamme sys-
teemin tilan mielivaltaisella ajanhetkelld soveltamalla m#iritelmas (1.80). Ensimméinen
tehtiviimme on siis etsié yhtélon (1.95) formaalit ratkaisut. Tarkastelemme erikseen kolmea
tapausta:

(i) Hamiltonin operaattori ei riipu ajasta. Esimerkiksi ajasta riippumattomassa magneet-
tikentéssd olevan spin—%—hiukkasen Hamilton kuuluu tihin kategoriaan. Yht#lon (1.95) rat-

kaisu on
iH(t —to)
- :
Tami voidaan osoittaa kehittimilld eksponettifunktio sarjaksi ja derivoimalla termi ter-

miltd ajan suhteen. Toinen mahdollinen tapa ratkaisuun (1.98) p#itymiseksi on konstruoida
sdrellinen evoluutio infinitesimaalisista operaatioista:

i [1- G0 T —t9) .59

U(t,ty) = exp [— (1.98)

(ii) Hamiltonin operaattori H riippuu ajasta, mutta eri ajanhetkiin liittyvat operaattorit H

kommutoivat keskenaan. Esimerkkins olkoon jilleen spin—%—hiukkanen magneettikentissi,

jonka voimakkuus tilld kertaa vaihtelee ajan funktiona suunnan kuitenkin siilyessé vakiona.
Muodollinen ratkaisu yht#lolle (1.95) on nyt

U(t, to) = exp [— (%) t: dt’H(t’)] , (1.100)

joka voidaan osoittaa oikeaksi jilleen kehittimilld eksponenttifunktio sarjaksi.

(iii) Eri ajanhetkilld lasketut operaattorit H eivit kommutoi keskenddn. Esimerkiksi spin-
%—hiukkasen Hamilton magneettikentissi, jonka suunta muuttuu ajan kuluessa, on tilldinen
operaattori: H on verrannollinen termiin S - B ja jos nyt hetkelld ¢t = ¢; magneettikentti
on z-akselin suuntainen ja hetkelld ¢ = ¢, y-akselin suuntainen, on H(t;) x BS, ja H(t3)
BS,, eli [H(t1), H(t2)] < B?*[S;,S,] # 0. Voidaan osoittaa, ettd Schrodingerin yht#lon

muodollinen ratkaisu on nyt

X g\ " rt t1 tn—1
Ultt) =1+ (%) / dt, [ dt,- / dt, H(t,)H(t)--- H(t,). (1.101)
n=1 to to

to
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Tami kehitelmé tunnetaan Dysonin sarjan nimelld. Palaamme tdhin tapaukseen myo-
hemmin n.s. vuorovaikutuskuvan yhteydessd. Siihen saakka oletamme, ettdi Hamiltonin
operaattori on ajasta riippumaton.

N#hdiksemme, miks on aikakehitysoperaattorin efekti alkutilaan |o/), tdytyy meidin tie-
téa4, miten U(¢, ty) vaikuttaa k.o. tilan kehitelmissi kiytettyihin vektoreihin. Jos kehitimme
tilan |«) sellaisen operaattorin A ominaistilojen avulla, jolle on voimassa

[A, H] =0, (1.102)

on tarkastelu yksinkertaista. Nyt nimittdin operaattorin A ominaistilat |a') ovat myos Hamil-
tonin H ominaistiloja, n.s. energian ominaistiloja. Kun merkitsemme vastaavia Hamiltonin
ominaisarvoja symbolilla E,, niin

H|d') = Ey|d). (1.103)

Aikakehitysoperaattori on nyt kirjoitettavissa niiden ominaistilojen avulla. Valitsemalla
to = 0 saadaan

e (-5 = STl ep (<) e

a' a

- X exp (- ZE;_L t)( a (1.104)

Kayttien titd muotoa aikakehitysoperaattorille voimme ratkaista jokaisen alkuarvoproblee-
man, jos vain osaamme kehittés alkutilan joukon {|a’)} avulla. Jos esimerkiksi alkutila on
kehitettivissi muodossa

la,to=0) = |a'Vd|a) = culd), (1.105)
saamme lausekkeen (1.104) avulla

Ht E it
la, tg = 0;1) = exp (—%) la, tg = Z la’}{a'|a) exp( ! > ) . (1.106)

Toisin sanoen kehityskertoimet muuttuvat ajan my6ta kuten

iEalt)
h

kertoimien itseisarvojen pysyessi muuttumattomina. Huomattakoon, ettd eri komponent-
tien suhteellinen vaihe muuttuu ajan kuluessa, koska komponenttien oskillaatiofrekvenssit
poikkeavat toisistaan.

Erikoistapauksena tarkastelemme alkutilaa, joka koostuu yhdests ainoasta energian omi-
naistilasta

(= 0) —> car(t) = car(t = 0) exp (— (1.107)

la, to = 0) = |a). (1.108)
Jonakin myshempini ajanhetkens on timi kehittynyt tilaksi
Byt
la, tg = 0;t) = |a’) exp (—Z - ) . (1.109)
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Joten, jos systeemi alunperin on Hamiltonin H ja operaattorin A ominaistilassa, se myos
ikuisesti pysyy siind. Ainoastaan vaihekerroin exp(—iEyt/h) voi vaihdella. Tissé mielessi
observaabelit, joita vastaavat operaattorit kommutoivat Hamiltonin operaattorin kanssa,
ovat litkevakioita.

Kutsumme observaabeleita (tai operaattoreita), joita vastaavat operaattorit kommutoi-
vat kesken#iin yhteensopiviksi (compatible). Kuten jo aikaisemmin mainittiin, on fysikaalisen
probleeman tarkastelu monesti yhteensopivien observaabelien maksimaalisen suuren joukon
etsintii. Jos operaattorit A, B, C, ... kuuluvat tihiin joukkoon, t.s.

[A,B] = [B,C] =[A,C] =+ =0, (1.110)

ja jos vieli

[A,H|=[B,H|=[C,H]=---=0, (1.111)
eli myos Hamilton on yhteensopiva muiden operaatoreiden kanssa, voidaan aikakehitysope-
raattori kirjoittaa muodossa

 Ht B et
exp (—%) =Y |K')exp (—Z K ) (K'|. (1.112)
KI
Tassa K' on kollektiivinen indeksi:
A|K"Y =d'|K"), BI[K") =V|K"), C|K") =|K"), ... (1.113)

Kvanttidynamiikka on siis tiydellisesti ratkaistu (silloin kun H ei riipu ajasta), jos vain 16y-
dimme yhteensopivien, myds Hamiltonin kanssa kommutoivien, operaattorien maksimaali-
sen joukon.

Katsomme nyt miten operaattorin odotusarvo kehittyy ajan myotd. Oletetaan aluksi,
etti hetkelld ¢ = 0 systeemi on Hamiltonin H kanssa kommutoivan operaattorin A omi-
naistilassa |a’). Operaattori B, jonka odotusarvosta olemme kiinnostuneita, ei vilttamitti
kommutoi A:n eikéi H:n kanssa. Hetkelld ¢ on systeemimme tilassa

ld', tg = 0;t) = U(t,0)]a). (1.114)
Operaattorin B odotusarvolle (B) on tissi erikoistapauksessa voimassa

(B) = (d'|U'(t,0)BU(t,0)|a")

= (a'|exp (Z - t) Bexp (—%) la")

= (d'|Bld), (1.115)

eli odotusarvo ez ritpu ajasta. THsté syystid energian ominaistiloja kutsutaan yleensd statio-
nddrisikst tiloikst.

Tilanne on mielenkiintoisempi, jos odotusarvo lasketaan energian ominaistilojen super-
positiossa eli ei-stationddrisessi tilassa:

la, tg = 0) =D cald). (1.116)
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On helppo nihdi, ettd operaattorin B odotusarvo on nyt

(B) =) cucar(d'|Bla") exp l—wl (1.117)

a'  a”

h

Talla kertaa odotusarvo koostuu termeisté, jotka oskilloivat Bohrin frekvenssiehdon

Ea” — Ea’

- (1.118)

waual =

midrdamilla taajuuksilla.
Sovellutuksena esitetylle formalismille tarkastelemme, miten spin—%— hiukkaset kiyttay-
tyvit vakioisessa magneettikentissi. Kun oletamme niiden magneettisen momentin olevan

eh/2m.c (kuten elektroneilla), on Hamiltonin operaattori

H:—(e>S-B. (1.119)
mecC
Kun viels valitaan B || 2, on
B
H=— (6 ) S,. (1.120)
MeC

Operaattorit H ja S, poikkeavat toisistaan ainoastaan vakiokertoimella, joten ne aivan il-
meisesti kommutoivat ja operaattorin S, ominaistilat ovat samalla energian ominaistiloja,
joiden energiat ovat

ehB
E = — tilalle |S,:
1 o tlalle 1S 1)
ehB
B, = tilalle |S,: | ). 1.121
I tome la e[S 1) (1.121)

Masarittelemme syklotronifrekvenssin w,. siten, etti tilojen energioiden erotus on Aw,:

B
wo= B (1.122)
MeC
Operaattori H on nyt kirjoitettavissa
H=w.S5,, (1.123)

jos oletamme, ettd e < 0.
Kaikki tieto systeemin evoluutiosta siséltyy operaattoriin

U(t,0) = exp (—@) : (1.124)
Systeemin ollessa hetkells ¢ = 0 tilassa
@) = ¢]Ses 1) + 1] Se 1), (1.125)
on helppo nihdi, ettid hetkelld ¢ se on tilassa
vt =0:0) =crep (=20 ) 1S 1)+ epexp (+790) S 1) (1126)
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Jos nyt alkutilana on |S,; T), mik# yhtilon (1.126) kannalta tarkoittaa, etté
CT = 1, Cl = 0, (1127)

niemme etti systeemi kaikkina aikoina on edelleen tissé tilassa. Tdamé oli odotettavissakin,
silld kyseessé oli stationiirinen tila.
Oletetaan seuraavaksi, etti systeemi on aluksi tilassa |S;; 7). Relaatio (1.27) antaa ker-

toimille arvot .
CT = Cl = —. (1128)

V2

Todenniikoisyyksille, ettéd systeemi hetkelld ¢ on operaattorin S, ominaistiloissa, saamme

ot

(Sa; T |, to = 0;8)[* = cos® % (1.129)
ot

(Sus | lasto = 0; )7 = sin’ % (1.130)

Vaikka spin alkuaan olikin positiivisen z-akselin suuntainen, z-akselin suuntainen magneet-
tikentt#d saa spinin suunnan pyorim#in. On olemassa #direllinen todennikoisyys 16ytai sys-
teemi jonakin myshemp#ni ajan hetkeni tilasta |S;; |). Eri orientoitumissuuntia vastaavien
todennikoisyyksien summa on 1.

On helppo nihdi, ettid operaattorin S komponenttien odotusarvoille on voimassa

(Sy) = (%) cos wet (1.131)

(Sy) = (%) sin w,t (1.132)
(S,) = o. (1.133)

Fysikaalisesti tim# tarkoittaa, ettd spin prekessoi xy-tasossa.

Katsomme lopuksi, miten eri ajan hetkiin liittyviit systeemin tilavektorit korreloivat.
Oletetaan, ettd fysikaalista systeemii kuvaa hetkelld ¢ = 0 alkutila |a), joka ajan myotd
kehittyy tilaksi |, to = 0;t). Olemme kiinnostuneita siité, miten samanlaisia nim# tilat ovat.
Erss kuvata kvantitatiivisesti samankaltaisuutta, on laskea tilojen viilinen skalaaritulo, joka
kertoo, miten paljon tilat ovat ”p#illekkiin”. Madrittelemme korrelaatioamplitudin C(t):

C(t) = {(a|a,ty=0;t)
= (aU(t,0)|a). (1.134)
Korrelaatioamplitudin itseisarvo ilmoittaa, miten paljon eri ajan hetkiin liittyviit systeemin

tilat "muistuttavat” toisiaan.
Jos erikoisesti alkutila on energian ominaistila |a'), on
iEqt
C(t) = exp (-5

ja korrelaatioamplitudin itseisarvo on 1 kaikkina aikoina. Kun alkutila on superpositio ener-
gian ominaistiloista, saadaa korrelaatioamplitudiksi

(1.135)

iEalt>

C(t) = X leal*exp (— ; (1.136)
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Kohtalaisen suurilla ¢:n arvoilla summan termit oskilloivat nopeasti eri frekvensseilli, joten
termit todennikoisesti kumoavat toisiaan. On siis odotettavissa, ettd korrelaatioamplitudi,
joka hetkelld £ = 0 on arvoltaan 1, itseisarvoltaan pienenee suhteellisen nopeasti ajan kas-
vaessa.

Voimme estimoida lausekkeen (1.136) arvoa konkreettisemmin, kun oletamme, etts sys-
teemin tilavektorit koostuvat niin monista, lihes samaenergisisti, energian ominaisvekto-
reista, etti voimme ajatella niiden muodostavan melkein jatkumon. Silloin on sallittua
korvata summaus integroinnilla:

2 — /dEp(E), ca — 9(E) : (1.137)

ExE,
missé p(E) on energian ominaistilojen tiheys. Lauseke (1.136) voidaan nyt kirjoittaa muo-
toon

c(t) = [ aBlg®)Po(E) e (=) (1.138)

jonka on toteutettava normitusehto
/dE 9(E)2p(E) = 1. (1.139)

Monissa realistisissa fysikaalisissa tapauksissa |g(E)|*p(E) on keskittynyt jonkin pisteen E =

E, pieneen A FE-mittaiseen ympéristoon. Kirjoittamalla lauseke (1.138) muotoon
Bt (E — Ey)t

ct) = exp () [ 4B lo(E)p(B) exp [—%} | (1.140)

niemme, ettd ¢:n kasvaessa integrandi oskilloi hyvin nopeasti, ellei energiavili |[E — Fy| ole
pieni verrattuna suureeseen fi/t. Jos vili, jolle on voimassa |E — Ey| ~ h/t, on paljon
lyhyempi kuin AE —alue, jolta integraali saa kontribuutionsa—, hiviii korrelaatioampli-
tudi lihes kokonaan. Karakteristinen aika, jonka kuluttua korrelaatioamplitudin itseisarvo
poikkeaa huomattavasti alkuarvostaan 1, on

h

t~ ——.
AFE

(1.141)

Vaikka tim# yhtdlo on johdettu kvasi-jatkuvalle energiaspektrille, se pitds paikkansa myos
kaksitilasysteemille, jota kiytimme tarkastellessamme spinin prekessiota: alkutila |Sg; 1)
alkaa menett#s identiteettiiin ajan ~ 1/w, = i/(E; — E|) kuluttua, kuten yhtilosté (1.129)
nihdiin.

Yhteenvetona todettakoon, ettid evoluution seurauksena systeemin alkutilaa kuvaava ti-
lavektori ei en##i kertalukua //AFE olevan ajan kuluttua kuvaa sitd. T#td ominaisuutta
kutsutaan usein ajan ja energian epimddrdisyyrelaatioksi. Korostettakoon kuitenkin, etti
kyseinen epimiiiriisyysrelaatio on luonteeltaan aivan toisenlainen kuin esimerkiksi paikkaan
ja impulssiin liittyvi epamiiriisyysrelaatio, silléd aika ei ole kvanttimekaniikan observaabeli.
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1.4 Kvanttistatistiikkaa

Formalismi, jota olemme tih#n mennessi esitelleet, kykenee ennustamaan, millaisia mittaus-
tuloksia on odotettavissa tilastollisesta joukosta (ensamble) identtisesti preparoituja systee-
meji, joista jokaista esittii sama tilavektori |a). Esimerkiksi Stern-Gerlachin kokeesta
lihteviin ylemmén suihkun jokaista atomia esittiis tilavektori |S,; T).

Kun hopea-atomit Stern-Gerlachin kokeessa lihteviit uunista, niiden spin on ennen koetta
tiysin stokastisesti orientoitunut. Tité tulevaa suihkua ei voida kuvata tilavektorilla

@) =¢S5 1) +¢1]Sx 1), (1.142)

silla tam# esittéid atomia, jonka spin on orientoitunut miirittyyn suuntaan: napakulma 3
ja atsimuuttikulma o« ovat méairiattivissi yhtilosta

e _ _cos(B/2) (1.143)

¢, e“sin(3/2)
Uunista lihtevien atomien spineistd vain h#vidvin pienelld murto-osalla on tim# suunta.
Jokaista atomia toki esitt# tila (1.142), mutta kertoimet ¢; ja ¢ vaihtelevat atomista toiseen.
Voidaksemme kuvata joukkoa, jonka jisenilld on erilaiset tilavektorit, otamme kiyt-
toon osamiehityksen (fractional population) kiisitteen. Téysin satunnaisesti orientoituneiden
hopea-atomien joukkoa voidaan esimerkiksi karakterisoida sanomalla, etti 50% atomeista
on spin orientoitunut positiivisen z-akselin suuntaan ja 50% atomeista negatiivisen z-akselin
suuntaan. Sanomme, ettd spin-ylos-tilojen ja spin-alas-tilojen (osa)miehitykset, w; ja wy,
ovat
wy =0.5, w; =0.5. (1.144)

Koska atomeilla ei ole mitéin etuoikeutettua suuntaa, voidaan aivan yhtd hyvin ajatella
tdmin joukon olevan 50-50-seos tiloista |Sy; T) ja |Sg; |).

On tarkedd huomata, ettd esitellyt kertoimet w; ja w) ovat reaalilukuja. Ne eivit sisilla
mitéin informaatiota spin-ylos- ja spin-alas-tilojen vilisest# vaihe-erosta. Tilldisté joukkoa
on tapana kutsua epikoherentiksi (incoherent) sekoitukseksi. Vastakohtana on koherentti
lineaarinen superpositio, esimerkiksi

(%) 1S, 1) + (%) 15,1 1), (1.145)

joka esittii xy-tasoon suuntautunutta spinié ja jossa kertoimien vaiheilla on oleellinen mer-
kitys: spin on positiivisen z-akselin suuntainen. Yleisesti ottaen ei myoskéan kertoimia w;
ja w pida sekoittaa kertoimiin |¢7|? ja |c|2.

Suoraan uunista lihtevien atomien suihku on esimerkki tdysin satunnaisesta joukosta
(completely random ensambe); suihkun sanotaan olevan polarisoitumaton, koska mik#isin
suunta ei ole muita suuntia etuoikeutetummassa asemassa. Toisaalta suihku, joka on kiynyt
l#pi selektiivisen Stern-Gerlachin kokeen, on esimerkki puhtaasta joukosta (pure ensambe);
suihku on polarisoitunut, koska jokaista atomia esittéii sama miirittyid spinin suuntaa ku-
vaava tilavektori. Kun tiysin polarisoitumattoman suihkun annetaan kulkea kokeen
lipi, jakaantuu se aina intensiteetiltisin kahteen yhtd voimakkaaseen suihkuun riippumatta
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magneettikentin suunnasta n. Polarisoitunut suihku jakaantuu myos kokeessa kah-
teen komponenttiin, mutta niiden intensiteetit ovat verrannollisia lukuihin cos®(3/2) ja
sin?(3/2) polarisaatiosuunnan ja magneettikentin B7 vilisen kulman ollessa (3.
Asritapausten, tiysin satunnaisen ja puhtaan joukon, vililld olevia joukkoja sanotaan
sekoitejoukoiksi (mized ensambe). Sekoitejoukossa tiettyd osaa —esim. 70%— jHsenisti
karakterisoi tilavektori |«) ja loppuja —30%— toinen tilavektori |5). Suihkun sanotaan
olevan nyt osittain polarisoitunut (partially polarized). Huomattakoon, ettd tilojen |«a) ja |3)
el tarvitse olla kesken#iiin ortogonaalisia: suihkua voidaan karakterisoida esim. sanomalla
ettd, 70%:lla atomeista spin on positiivisen z-akselin suuntaan ja 30%:lla negatiivisen z-
akselin suuntaan.
Yleistiien kuvaamme sekoitejoukkoa ilmoittamalla tilojen |o;) osamiehitykset w;, jotka

toteuttavat normitusehdon

> w; =1 (1.146)

(3

Kuten jo mainittiin, tilojen |a;) ei tarvitse olla kesken#ifin ortogonaalisia ja kaiken lisiksi
niitten lukumiira voi olla suurempi kuin vastaavan vektoriavaruuden dimensio. Voisimme
esimerkiksi luonnehtia spin—%—hiukkasten joukkoa sanomalla, ettd 40%:1la hiukkasista on spin
positiivisen z-akselin suuntaan, 30%:lla positiivisen z-akselin suuntaan ja lopuilla 30%:lla
negatiivisen y-akselin suuntaan.

Oletetaan nyt, etti haluamme mitatata sekoitejoukossa jotakin suuretta, jota vastaa
Hermiten operaattori A. Mittauksen keskiarvon antaa joukkokeskiarvo (ensambe average)

[A] = Z wi(ai| Al )

2

= Z w;|{d|a;)2a, (1.147)

missi |a') on operaattorin A ominaistila. Voimme kirjoittaa joukkokeskiarvon mielivaltaisten
kantavektoreiden {|b')} avulla muotoon

M=% (S witla(a)) @) (1.148)

Madrittelemme nyt teheysoperaattorin p seuraavasti:
p = wila){al. (1.149)
i
Tiheysoperaattorin esitysti

(O"1pl0") = D wilb”|e) {ulb') (1.150)

jossakin kannassa {|b')} sanotaan tiheysmatriisiksi. Tiheysoperaattori siséltéé kaiken sen
fysikaalisesti merkityksellisen tiedon, joka joukosta on mahdollista saada. Tiheysmatriisin
avulla on joukkokeskiarvo (1.148) kirjoitettavissa muotoon

[A] = 322 (" lplb) (VA"

bl bII

= tr(pA). (1.151)
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Jiljen ollessa esityksestd riippumaton voidaan tr(pA) laskea kannassa, jossa se on helpointa.
Tiheysoperaattorilla on kaksi huomionarvoista ominaisuutta: ensiksi se on hermiittinen
ja toiseksi se toteuttaa normitusehdon:

trp = 1. (1.152)

Puhtaalle joukolle, joka saadaan erikoistapauksena sekoitejoukosta asettamalla jokin osa-
miehityksistd w, = 1 muiden tilojen ollessa miehittdm#ttomid (w; = 0, ¢ # n), on lisiksi
voimassa

tr(p®) = 1. (1.153)

Tarkastelemme nyt, miten tiheysoperaattori muuttuu ajan myosti. Oletamme, etti jouk-
koa ei hiirit, jolloin osamiehitykset w; ovat vakioita. Ainoastaan tilavektorit |a;) muuttuvat
ja muutosta

‘Cki> hetkells to — ‘Oéi, to;t) (1154)

kuvaa tilavektoreiden Schrodingerin yht#ls (1.97). Derivoimalla tiheysoperaattoria hetkelld
t esittavi yhtilo

p(t) = Zwi|04iat0; ) (s, to; | (1.155)
i
ajan suhteen, saamme tiheysoperaattorille liikeyhtilon

L Op
h— = —|p, H|. 1.1
P = [, H (1.156)

Tama muistuttaa suuresti Heisenbergin liikeyhtilod, mutta merkki on viiria. Se ei kuiten-
kaan ole huolestuttavaa, silld p ei ole observaabeli.

Edells esitetty formalismi on yleistettiivissd jatkumoon. Voimme kirjoittaa esimerkiksi
paikan ominaisvektoreiden avulla

4] = / &z / Bz (2" |pl2') (@' Al2"). (1.157)

Tiheysmatriisi on muuttujien ' ja x” funktio:

@le) = @ (Swialal) i)
i
= > with(x")Y; (), (1.158)
i
missé ; on tilaan |a;) liittyvi aaltofunktio. Huomattakoon, ettdi diagonaalielementit ovat

todenniikoisyystiheyksien painotettuja summia.
Miarittelemme nyt suureen o:

o= —tr(plnp). (1.159)

On osoitettavissa, ettd tiysin satunnaiselle joukolle on ¢ = In N, missi N on systeemin
vapausasteiden —mahdollisten riippumattomien tilojen— lukumiéri, ja puhtaalle joukolle
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o = 0. Voimme siis piitelli, ettd o on joukon epéjirjestyksen mitta. Miirittelemme joukon
entropian S, siten etti se on suoraan verrannollinen suureeseen o

S =ko (1.160)

verrannollisuuskertoimen £ ollessa Boltzmannin vakion.
Joukon ollessa termodynaamisessa tasapainossa tiheysoperaattori ilmeisestikin pysyy va-
kiona, t.s.

dp
5 =0 (1.161)

Liikeyhtils (1.156) kertoo nyt, ettdi Hamiltonilla H ja tiheysoperaattorilla p on yhteiset
ominaisvektorit. Voimme siis esittié operaattorin p diagonaalisena matriisina energian omi-
naistilojen muodostamassa kannassa. M##iraimme nyt matriisielementit pz; maksimoimalla
suureen o, silli tieddimme, etti luonto aina pyrkii tilaan, jossa entropialla on suurin arvonsa.
Maksimoinnissa on kuitenkin otettava huomioon kaksi ehtoa: (i) joukon jisenilld on tietty
keskim##réinen energia, n.s. sisdinen energia U = [H] ja (ii) normitusehdon (1.152) téytyy
toteutua. Vaadimime siis, etté

bo == bper(lnppe +1) =0 (1.162)
k
ehdoilla
§[H] =6 (tr(pH)) =D _ bperBr =0 (1.163)
k
ja
§(trp) = 6pri = 0. (1.164)
k
Lagrangen kertoimia kiyttien saamme ehdon
> 6o [(In per + 1) + BE, + 9] =0, (1.165)
k
joka toteutuu vain jos
Pk = exp(—fE, — v —1). (1.166)
Normitusehdon (1.152) avulla voidaan vakio 7 eliminoida jolloin saamme
e BEk

Z e~ PE:
l

Statistisessa mekaniikassa joukkoa, jonka tiheysmatriisin elementit ovat muotoa (1.167), kut-
sutaan kanoniseksi joukoksi. Suure 3 on yhdistettivissi limpotilaan T

1
8= 17 (1.168)
Lausekkeen (1.167) nimittija

N
Z =3 e Fh (1.169)
k
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on tunnistettavissa statistisen mekaniikan partitiofunktioksi. Se voidaan kirjoittaa myos
muotoon

Z =tr (e, (1.170)

jolloin tiheysoperaattori on
—BH

€

P="Z

Kaikki fysikaalisesti relevantti tieto sisiltyy tdhin yhtdloon. Minks tahansa observaabelin
A joukkokeskiarvo voidaan vilittomisti laskea yhtilosta

tr (e‘ﬁH A)
A

o)

k

(1.171)

[A] =

: (1.172)

miss# symbolilla (A)y tarkoitetaan operaattorin A odotusarvoa energiaa Fj, vastaavassa ener-
gian ominaistilassa. Erikoisesti sisdiseksi energiaksi U hiukkasta kohti saadaan

N
bty
L ——

N
et
k

0
= ——(n2). 1.173
55002) (1173)
Esimerkkini tarkastelemme jilleen uniformisessa z-akselin suuntaisessa magneettiken-
tissd olevaa spin—%—hiukkasten kanonista joukkoa. Hamiltonin operaattori on ennest#in
tuttu (1.123). Koska H ja S, kommutoivat, on tiheysmatriisi diagonaalinen kannassa
{1S;1), 152 1)}, ja voimme kirjoittaa

e—ﬁhwc/2 0
0 6ﬂhwc/Z

~ (1.174)

p—

partitiofunktion ollessa
7 = ¢ Phwel2 o ofhue/2, (1.175)

Tiheysmatriisin (1.174) avulla voimme nyt laskea joukkokeskiarvot

1S,] =[S,] =0, [S:]=-— (g) tanh (@‘”C) . (1.176)



Luku 2

Impulssimomentti

2.1 O(3) ja rotaatio-operaattorit

Jokainen ortogonaalinen 3 x 3-matriisi i voidaan tulkita tavallisen kolmiulotteisen Euklidi-
sen avaruuden R? rotaatioksi ja kisintiien: jokainen kolmiulotteisen Euklidisen avaruuden
rotaatio on kuvattavissa 3 x 3-ortogonaalisella matriisilla. Voimme karakterisoida rotaa-
tioita esimerkiksi ilmoittamalla sen yksikkovektorin 7 napa- ja atsimuuttikulmat, jonka ym-
piri systeemi# kierretiiin, sekd itse kierron miirin ¢. Ekvivalentisti sama rotaatio voidaan
spesifioida antamalla vektorin n¢ karteesiset komponentit. Joka tapauksessa niemme, etts
tarvitsemme kolme reaalilukua tietyn rotaation kuvaamiseksi.

Toinen tapa kiertoon liittyvien parametrien lukuméirin selvittimiseksi on laskea, kuinka
monta vapaata muuttujaa on mielivaltaisessa ortogonaalisessa 3 x 3-matriisissa. Reaalisessa
3 x 3-matriisissa R on 9 alkiota. Ortogonaalisuusehto

RRT =1 (2.1)

vastaa 6 riippumatonta yhtilod, silli matriisi RR? on symmetrinen, joten sen 9 alkiosta vain
6 on vapaata. Kaiken kaikkiaan jiljelle jii siis 9 — 6 = 3 vapaata parametria.

Huomattakoon, ettd tarkastelemme tissi aktitvisia rotaatioita, s.o. kierrimme itse sys-
teemi kiertokulman ilmoittaman miirin vastapiiviin koordinaatiston pysyessi paikallaan.
Toinen tapa kisitelld kiertoja on antaa systeemin pysy# paikallaan ja kiertii koordinaatis-
toa, jolloin puhutaan passiivisista rotaatioista. Kirjallisuutta lukiessa on syyti tarkastaa,
onko kyseessé aktiivinen vai passiivinen rotaatio.

On helppo nihdi, etts 3 x 3-ortogonaalimatriisit —siis myos R3*-avaruuden rotaatiot—
muodostavat matriisien kertolaskun suhteen ryhmin:

(i) Jos R; ja Ry ovat ortogonaalimatriiseja, niin my6s R Ry on ortogonaalinen, silli

(RiRy)(RiRy)" = RIRyRTRT =1.

(ii) Tulo on assosiatiivinen:

Ri(RyR3) = (RiR2) R

33
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(iii) Yksikkomatriisi 1 (ei rotaatiota) on ortogonaalinen.

(iv) Jos matriisi R on ortogonaalinen, niin myos kinteismatriisi R~' (vastakkaissuuntainen
rotaatio) on ortogonaalinen, silld

RYR Y =R'YR")" =R 'R=1

Tamé ryhmé tunnetaan nimelld O(3), miisd O tarkoittaa ortogonaalista ja 3 avaruuden
dimensiota.

Jos teemme periikkiiin useita kiertoja, riippuu lopputulos kiertojen suoritusjirjestyksesti
eli rotaatiot eiviit kommutoi. Vain yhteisen akselin ympiri tehdyille kierroille on jirjestys
yhdentekeviis. Kierrot —O(3)— muodostavat ei-Abelisen ryhmin. Katsomme nyt kvanti-
tatiivisesti, mills tavoin rotaatiot koordinaattiakselien ympiri eiviit kommutoi. On helppo
nihdi, ettd matriisi

cos¢p —sing 0
R,(¢)=| singp cos¢p O (2.2)
0 0 1

vastaa kiertoa kulman ¢ verran z-akselin ympéri. Infinitesimaalista kiertoa kulman e verran
z-akselin ympiri kuvaa siis matriisi

0
Rz(‘E) = € 1 — é 0 ) (23)
1

kun jitimme pois termit, jotka ovat korkeampaa kertalukua kuin €2. Vastaavasti saamme
infinitesimaalisille rotaatioille - ja y-akselien ympiri:

1 0 0

ja
0 ) (2.5)

2
€
—€ 0 1—7

Pudottamalla jilleen termit, jotka ovat korkeampaa kertalukua kuin €2, saamme nyt matrii-
sien R;(€) ja R, (e) kommutaattoriksi

0 — 0
R.(€)Ry(€) — Ry(e)Ry(e) = | €& 0 0
0 0 O
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Tsahin mennessii emme ole kiiyttineet rotaatioiden tarkastelussa kvanttimekaniikan k-
sitteiti. Ortogonaalinen matriisimme R operoi tavallisiin R3-avaruuden kolmikomponentti-
siin pystyvektoreihin. Koska kierrot vaikuttavat fysikaalisiin systeemeihin, aivan ilmeisesti
niitd kuvaavat tilavektorit muuntuvat kierroissa. Assosioimme jokaista rotaatiota R kohti
tilavektoriavaruuden operaattorin D(R):

|@)r = D(R)|e), (2.7)

missi |a) g ja |@) ovat rotatoidun ja alkuperdisen systeemin tilat. Menettelemme téismiilleen
samoin kuin translaatio- ja aikakehitysoperaattoreiden tapauksessa. Tarkastelemme infini-
tesimaalisia rotaatiota akselin n ympiri. Vaadimme, ettd vastaava operaattori
A I -n
D(n,dp) =1—1 (T) do (2.8)
on unitaarinen, toteuttaa dekompositio-ominaisuuden ja on identiteettioperaattori kun d¢ —

0. Jilleen ndim# ehdot toteutuvat, kun J on Hermiten operaattori. Tilli kertaa otamme
yhtilot (2.7) ja (2.8) yhdessi Hermiittisyysominaisuuden

J=J (2.9)

kanssa impulssimomenttioperaattorin J mddritelmdiksi. Olemme ennakoineet timin aset-
tamalla operaattorin J dimension oikeaksi lausekkeessa (2.8). Adsrellinen rotaatio saadaan
jilleen tekemills periikkiin infinitesimaalisia rotaatioita:

o o= (25) )]

= exp (—ZJ hn¢> (2.10)
J-ng  (J-n)
1—i hmb_( 2;_;2)¢ 4o (2.11)

Saadaksemme enemmiin fysikaalista siséltoid rotaatioperaattoreille vaadimme, ettd nii-
den on noudatettava samoja ryhm#iominaisuuksia kuin alkuperiisten rotaatioiden. Ennen
kaikkea ne ovat kommutoimatta tismilleen samoin kuin vastaavat rotaatiot:

D,(€)Dy(€) — Dy(€)Dy(€) = D, (%) — 1, (2.12)

missi olemme operaattorin alaindeksini ilmoittaneet rotaatiakselin. Sijoittamalla tihin
Taylorin sarjan (2.11) kertalukuun €* saakka saamme

1_ 1€ B J§62 1 2J_ye B Jje2
h o2h? h 2h?

(i e _TEN ([ idee T
B 2h? i 28?2

~1. (2.13)
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Kertalukua e olevat termit supistuvat tissi yhtiilossi, ja asettamalla termin €? kertoimet
molemmin puolin yhtdloa yhtidsuuriksi niemme, etti operaattorin J komponenttien on to-

teutettava
[Jw, Jy] = 1hJ,. (2.14)

Vastaavasti voimme johtaa kommutaatiosiinnot muillekin komponenteille, jolloin saamme
[Ji, JJ] = iheiijk. (2.15)

Ni#itéd relaatioita nimitetéiin impulssimomentin peruskommutaatiosidinndoiksi. Kaikki, miti
impulssimomentista voidaan koskaan sanoa, seuraa niisti siinnoisti.

Huomattakoon, ettd miiritellessimme impulssimomentin ja johtaessamme kommutaa-
tiorelaatioita (2.15) emme missiin vaiheessa ole turvautuneet rataimpulssimomentin lausek-
keeseen x X p, silli emme ole halunneet sitoa impulssimomenttia paikka- ja impulssiava-
ruuden observaabeleihin. Tam# on tirke#d siksi, ettd formalismimme tulisi soveltua myos
spin-impulssimomenttiin, jolla ei ole mit#in tekemisti operaattoreiden p; ja x; kanssa.

Koska olemme lihestyneet impulssimomenttia melko abstraktilla tavalla, on syyti tar-
kistaa, ettd midrittelemimme impulssimomentti on fysikaalisesti mielekiis. Teemme timin
tarkastelemalla odotusarvoa (J), jonka odottaisimme kiyttéytyvin rotaatioissa kuten taval-
lisen R3-avaruuden vektorin. Katsomme erikoisesti, miten suure (J,) muuntuu rotaatiossa
D.(¢), t.s. millainen on muunnos

(J.) = (alJs|a) — r{a|Js]a)r = (| DL(4) J:D.(4)|a). (2.16)
Meidin on siis laskettava
D1 (8)1,D1(9) = exp (%) J, exp (—”,;d’) | (2.17)
Soveltamalla Baker-Hausdorffin lemmaa
] ) i2/\2
FP AN = 4 4iN[G,A] + (7> G, G, Al + -
+ (’n, )[G, G,[G,...[G Al ]+ (2.18)

missé G on Hermiten operaattori ja A reaaliluku, voimme kehittis lausekkeen (2.17) muotoon

exp (%) J, exp (—ij;zqﬁ) =J,+ (%) (]2, Jz]

. 2 . 3
1 1
+(3) () Voo ldes Je) + () () |2 s oy Il 4+
thJy K2 Je
B2 Jy ih?;Jy

SN [T Y PR
= Jycos¢p — J,sin . (2.19)
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Ottamalla nyt odotusarvon tilassa |«) saamme
(Jz) — rla|Jz|a)r = (Jz) cos ¢ — (J,) sin ¢. (2.20)

Vastaavasti voimme johtaa operaattorin J muiden komponenttien odotusarvoille muunnok-
set rotaatiossa D,(¢):
(Jy) — (J,)cos ¢+ (J;)sin ¢ (2.21)
ja
(J,) — (J,). (2.22)

Tarkastelemalla rotaatioita muiden akselien ympéri saamme transformaatiokaavan:

(k) — ;Rkl<<]l>, (2.23)

missd Ry; ovat rotaatiota vastaavan 3 x 3-ortogonaalimatriisin elementit. Niemme siis, etti
(J) kityttiytyy todellakin kierroissa kuten tavallinen vektori.

Totesimme aikaisemmin, ettd kiertojen spesifioimiseksi tarvitaan kolme reaalilukua.
N#inid olemme kiyttineet kiertoakselin suuntakulmia ja kiertokulmaa. On olemassa myos
toinen kanonisoitunut parametrijoukko. Kiyttien hyviksi kiertojen ryhm#ominaisuutta voi-
daan mielivaltainen rotaatio ilmoittaa kolmen Fulerin kulman, o, 3 ja vy, avulla:

a Kierretiiin systeemii kulman « verran vastap#iviiéin z-akselin ympiri. Ajattelemme, etti
myos systeemiin on kiinnitetty koordinaatisto, joka alunperin yhtyy tavalliseen koor-
dinaatistoon. Tissd rotaatiossa systeemikoordinaatiston y-akseli kiertyy uuteen posi-
tioon ¥’

B Kierretiiin systeemis kulman (§ verran vastap#iviin y'-akselin ympéri. Systeemikoordi-
naatiston z-akseli kiertyy nyt uuteen positioon z’.

v Kierretéiiin systeemi# kulman + verran vastapiiviin z’-akselin ympiri.

Ortogonaalimatriisien avulla nim# kolme operaatiota ovat kirjoitettavissa muodossa

R(a, B,7) = Ra(7) Ry (B) R (). (2.24)

Johtuen viittauksista kierrettyihin koordinaattiakseleihin ei rotaatioiden esitys tissid muo-
dossa ole kovin kiyttokelpoinen. Onneksi voimme esittii systeemikoordinaatiston akselien
ympiri tehdyt rotaatiot kiertoina kiinteiin koordinaatiston akselien ymp#ri. Niemme nimit-
tdin, ettd saamme aikaiseksi kierron R, (), kun ensin kierrimme systeemin —ja samalla
systeemin y-akselin— takaisin alkuasemaansa, kierriimme sitten systeemis kulman ( verran
y-akselin ympiri ja lopuksi kierrimme systeemis z-akselin ympiri kulman « verran, eli

Ry (8) = R.(a)Ry(B)R. " (). (2.25)

Vastaavasti voimme kirjoittaa, etti

R.(7) = Ry (B)R.(7) Ry (B)- (2.26)
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Sijoittamalla lausekkeet (2.25) ja (2.26) mé#iritelmiiin (2.24) ja kiiyttdien hyviksi sitd to-
siasiaa, etti saman akselin ympiri tehdyt rotaatiot kommutoivat, saamme kiyttokelpoisen
esityksen rotaatioille:

R(a, 8,7) = R.(c) Ry(B)R.(7)- (2.27)

Rotaatio-operaattorit noudattavat misritelminsi mukaan samoja ryhm#iominaisuuksia kuin
rotaatiomatriisit, joten myos ne ovat parametrisoitavissa Eulerin kulmien avulla:

D(a, 8,7) = D:(a)Dy(8)D:(7)- (2.28)

2.2 Spinorit ja SU(2)

Pienin avaruuden dimensio, jossa impulssimomentin kommutaatiosiinnot (2.15) ovat reali-
soitavissa, on N = 2. Operaattorin S, ominaistilat |S,; T) ja |S,; |) virittiiviit kaksiulotteisen
avaruuden. On helppo nihdi, ettid tissi avaruudessa operoivat spinoperaattorit

5. = (5) st + 0 1 Dy

S = (B) (0SS D + (5181 D}

5. = (5] €0sansath - (st Dy (229

toteuttavat nimi kommutaatiorelaatiot. On kokeellinen tosiasia, ettd on olemassa hiukka-
sia, joiden sisdinen impulssimomentti on %, joten luonto on ilmeisesti padttinyt realisoida
impulssimomentin myds alimmassa mahdollisessa dimensiossa.

Tarkastellaan nyt rotaatioita z-akselin ymp#ri. Spinavaruudessa operoiva rotaatio-
operaattori on

s,
D.(¢) = exp (—Z h“s) , (2.30)

kuten yht#lostd (2.10) nshdisin. Kehittimills tila |o) muotoon
@) = |83 TS T @) + Sz )23 | |ev), (2.31)

niemme, etti se transformoituu rotaatioissa yhtilon

D@l = e (-5 o

= e PSS T la) + €715, 1)(S2; | |av) (2.32)
mukaisesti. Erikoistapauksena saamme
D,(27)|a) = —|a). (2.33)

Tami on oikeastaan melkoinen ylltiitys, silli olettaisimme systeemin péityvin alkuperiiseen
tilaansa tiyden 27-kierron jilkeen. Itse asiassa miinus-merkki yht#lossi (2.33) on vilillisesti
havaittavissa neutronien interferenssikokeissa.
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Tarkastelemme nyt spinin prekessiota uudesta nikokulmasta. Muistamme —yhtilo
(1.123)—, ettd uniformisessa z-akselin suuntaisessa magneettikentissi liikkkuvien elektronien
Hamiltonin operaattori voitiin kirjoittaa muotoon

H=w,S,. (2.34)

Tahén liittyvd aikakehitysoperaattori oli (1.124)

iScht)
- )

Vertaamalla tétd lausekkeeseen (2.30) niemme, etté aikakehitysoperaattori on tésmilleen
sama kuin rotaatio-operaattori D,(w.t). Tam# selittéi sen, miksi Hamilton (2.34) saa elekt-
ronin spinin pyorim#in. Voimme my6s vilittomésti lukea yhtilsista (2.20-2.22), miten spi-
nin odotusarvot muuttuvat ajan funktiona:

U(t,0) = exp (— (2.35)

(Se)t = (Siz)i=0coswct — (Sy)i=osinw,t
(Sydt = (Sy)t=ocoswct + (Syz)i=o Sin w,t
(So)t = (S2)i=o- (2.36)

Ajan t = 27/w, kuluttua spin palaa alkuper#iseen suuntaansa. Toisaalta tilavektori itse
palutuu ennalleen vasta ajan ¢t = 47 /w, kuluttua.

Tarkastelemme nyt spin-operaattoreiden ja -tilavektorien matriisiesitystd. Olemme jo
todenneet, etti kannassa {|S,;1),|95,; |)} saamme esitykset

1S5 1) <(1)>EXT 1S5 1) — (2)5Xl
(S5 = @0 =xl  (Sulle (0,1)=x], (2.37)

jolloin mielivaltainen tilavektori on esitettivissi kaksikomponenttisena vektorina

a) — (221 Ig;) (2.38)

(af = ({alS:; 1), (]S 1)) (2.39)

Pystyvektoria (2.38) kutsutaan kaksikomponenttiseksi spinoriksi ja se kirjoitetaan usein muo-

toon < )
ST la ¢t
= ’ = : 2.40
X ((Szal|a>> (Ci) ( )
Magrittelemme Paulin spin-matriiseina tunnetut matriisit oy, siten, etts
_(h
(Sk)ij = B) (ok)ij (2.41)

missi (S);; ovat operaattorin Sy, kannassa {|S,; 1), [S,; |)} esitetyn matriisin elementit. Ek-
splisiittisesti saamme:

01:((1)(1)), 02:<? _OZ> 03:((1) _01>. (2.42)
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Spinmatriisit noudattavat algebraa
{0i,0;} = 26y (2.43)

ja
[O'Z', O'j] = 2i€ijk0-k- (244)

Niiden muita ominaisuuksia ovat mm.

ol = o, (2.45)
det(ai) = —1, (246)
tr(o;) = 0. (2.47)

Voimme laskea kolmikomponenttisen vektorin a ja operaattorin o skalaaritulon

og-a = ZG}CO'k
k
_ +as 0,1—7;0,2
_ (+ ) ) (2.48)

Mille tahansa kolmikomponenttisille vektoreille a ja b on voimassa
(0-a)(c-b)=a-b+io-(axb), (2.49)
josta erikoistapauksena saamme reaaliselle vektorille a
(o-a)*=l|al”. (2.50)

Voimme nyt konstruoida rotaatio-operaattorille eksplisiittisen 2 x 2-matriisiesityksen:

D(f, ¢) = exp (-ZS %ans) — exp (J" 2n¢) _

1 cos (?> — 40 - sin (?> =
2 2

( cos (§) —inzsin ($)  (=ing —ny)sin (§) ) , (2.51)

(—ing + ny) sin (%) cos (%) + in, sin (%)

Spinorit kiyttaytyvit rotaatioissa kuten

il ﬂ(b) X (2.52)

e (-
Vektorinotaatiosta huolimatta matriisit o}, eiviit muunnu rotaatiossa. Sen sijaan suure xfoy
kayttiaytyy kuten vektori:

xlorx — 3" Ruxlox. (2.53)
1
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Aikaisemmin totesimme, ettdi 27-rotaatioissa tilavektori vaihtaa merkkiisin. 2 x 2-
analogia yht#lolle (2.33) on

10 - N
esxp (_ 2 )

Rotatoimalla spinoria x; voimme eksplisiittisen esityksen (2.51) avulla konstruoida mat-
riisin o -  ominaisspinorin x:

— 1
¢=27

., mille tahansa n. (2.54)

o-nx =Y, (2.55)
kun
cos (g) e~te/2
X = . : (2.56)
sin (g) eia/?

Tamé on kaksikomponenttinen esitys tilavektorille |S - 72; 1), joka toteuttaa
. . h .
S-n|lS-n;l) = <§> IS -n;1). (2.57)

Eulerin kulmien avulla ilmaistulle rotaatio-operaattorille (2.28) saamme 2 x 2-esityksen

D(a, B,7)
o e~ HetN/2 cos (g) —e~Ha=M/2 gin (g)
D), B,7) = : 2.58
@BN= e iy (g) (012 g (g) (2:35)

missd symbolin D yldindeksi ilmoittaa, etti kyseessi on matriisiesitys ja etté nyt erikoisesti
on kyseessd n.s. j = % redusoitumaton esitys.

Edellisessé kappaleessa nédimme, etti 3 X 3-ortogonaalimatriisit kuvaavat kiertoja. Tissi
kappaleessa olemme oppineet toisenkin tavan kiertojen esittimiseen: 2 X 2-matriisit (2.51)
operoimassa 2-komponenttisiin spinoreihin. Aivan samoin kuin ortogonaalimatriisit muo-
dostavat ryhmin, tiytyy myos matriisien (2.51) kiertojen esityksind muodostaa ryhmi. Di-
mension lisiiksi voimme karakterioida n#itd matriiseja kahdella ominaisuudella:

(i) Aivan ilmeisesti matriisit (2.51) ovat unitaarisia, joten ne siilyttiiviit spinorien normin,
ler? + ley* =1
on invariantti.
(ii) Matriisien (2.51) determinantti on 1, eli ne ovat unimodulaarisia, kuten kohta niemme.

Mielivaltainen unitaarinen unimodulaarinen 2 x 2-matriisi U on kirjoitettavissa muotoon

a

Ula, b) = ( _”Z* b ) : (2.59)
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missi a ja b ovat kompleksilukuja, jotka toteuttavat unimodulaarisuusehdon
lal> + [b]* = 1. (2.60)

Huomattakoon, ettd matriisissa (2.59) on jilleen kolme vapaata reaalista parametrii. Mat-
riisit (2.59) ovat unitaarisia, sillé

U@@W@@:(ﬁ'*)(i*ﬁ>:L (2.61)

a a

Sen, ettd unitaariset unimodulaariset matriisit muodostavat ryhmin, voimme todeta
suoraan kertomalla:

U(al, bl)U(CLQ, b2) = U((Llaz - blb;, a1b2 + a,;bl), (262)
ja
|CL16L2 — blb;|2 + |CL1b2 + a§b1|2 =1. (263)
Lisiksi unitaarisen unimodulaarisen matriisin kiinteismatriisi on unitaarinen unimodulaa-
rinen, sillg

U '(a,b) = U(a*, —b). (2.64)

Tamd ryhm# tunnetaan nimells SU(2), missi S tulee sanasta ’special’ ja U sanasta 'unitaa-
rinen’ luvun 2 tarkoittaessa matriisien dimensiota.
1

Spin-3-systeemien rotaatioita esittévit matriisit (2.51) muodostavat ryhman SU(2), ku-

ten voimme todeta identifioimalla matriisin (2.59) elementit:
Re(a) = cos (%) Im(a) = —n,sin (g)
Re()) = —mysin ($) Tm(b) = —ngsin (2 2.65
e() = —mysin(+5) Im(d) = —ngsin 2 (2.65)

Kompleksiluvut a ja b tunnetaan Cayley-Kleinin parametreind.

Koska molemmat ryhmiit, O(3) ja SU(2), kuvaavat rotaatioita, tuntuisi houkuttelevalta
samaistaa ne, t.s. sanoa, ettdi ne ovat isomorfiset. Niin ei kuitenkaan voida tehdi, silli esi-
merkiksi seki 27- etté 47-kiertoja vastaa ryhmiissi O(3) yksikkomatriisi, kun taas ryhméssi
SU(2) edellistd esittii —1xyksikkdmatriisi ja jilkimmaisti yksikkomatriisi. Yleisesti ottaen
sekii matriisia U(a, b) ja matriisia U(—a, —b) vastaa yksi ryhmin O(3) matriisi. Kuvaus
ryhmistd SU(2) ryhmésin O(3) on kaksi yhteen. Toisaalta ryhmit ovat kuitenkin lokaalisti
isomorfisia. Eulerin kulmien avulla ilmaistuna tam# tarkoittaa siti, etti on olemassa pisteen
(a, B, 7y) ympéristo, jossa olevat SU(2):n alkiot kuvautuvat bijektiivisesti O(3):n alkioiksi.

2.3 Impulssimomenttialgebraa

Kuten jo aikaisemmin todettiin, kaikki impulssimomenttiin liittyvi seuraa kommutaatio-
sddnnoistd (2.15). Ndemme niisti, ettd operaattori

J? = T dp + Ty, + J.J, (2.66)
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kommutoi operaattorien .J,, J, ja J, kanssa. Voimme siis konstruoida tilavektorin, joka on
yhtiaikaa seki operaattorin J? ettd jonkin komponentin J; ominaistila. Tiksi komponentiksi
on tapana valita J,.

Karakterisoimme yhteisté ominaistilaa kokonaisimpulssimomentilla 7/, jossa j voi saada
kokonais- tai puolikaslukuarvoja

jzo,%,l,g,Q,g,..., (2.67)

seké sen z-komponentilla mh, jossa kvanttiluvun m mahdolliset arvot ovat
m=—j5,—j+1,...,7—1,7. (2.68)

Merkitsemme tité tilaa symbolilla |j, m). Se toteuttaa ominaisarvoyht#lot
J2lj,m) = §(j +1)R?|j,m) (2.69)
Jo|7,m) = mhl|j,m). (2.70)

Osoittautuu hyodylliseksi miiritella nosto- ja laskuoperaattorit, J, ja J :
Jr = Jp, £1d,. (2.71)
Nam# toteuttavat kommutaatiosiéinnot:

[Jo,J_] = 2hdJ, (2.72)
[J,, Jr] = +hdy (2.73)
7%, 7] = o. (2.74)
Nimens# mukaisesti ne joko nostavat tai laskevat impulssimomentin z-komponentin arvoa:
Jeljom) = /(G —m)(j +m+ 1)hlj,m+1) (2.75)
J-lgmy = (G +m)G—m+ Dhlj,m=1). (2.76)

Kun oletamme tilat |j, m) normitetuiksi, saamme operaattoreiden J?, .J, ja J. matrii-
sielementeiksi

G [T 5,m) = (5 + DR*606mm (2.77)
(7', m!|J,|7,m) = mhb;;bmm (2.78)
G| Jelgm) = /(G Fm)( £ m+ )RS 6m - (2.79)
Kannassa {|j, m)} esitettyja rotaatio-operaattoreita
DY) = i exp (=22 1 m) (280

kutsutaan Wignerin funktioiksi. Huomattakoon, etti ei ole tarpeen tarkastella operaattorin
D(R) matriisielementteji eri j-arvoihin liittyvien tilojen vélilla, silla

2, D(R)] = [J2, exp (—” }:f“ﬁ)] ~0, (2.81)
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joten D(R) ei muuta operaattorin J* ominaistilaa. Matriisi, jonka elementit ovat Dg?m(R),
on rotaatio-operaattorin D(R) (27 + 1)-ulotteinen redusoitumaton esitys. Niilld matriiseilla
on ryhm#ominaisuudet:

D(] ZD(J) (])m(RZ), (2.82)

m'"'m mllml

missd R; Ry on rotaatioiden R; ja Ry kombinoitu rotaatio, ja
pY) (R =DY) (R). (2.83)
Tilavektorit |7, m) muuntuvat rotaatioissa, kuten
D(R)gm) = X213, m!)jm'[D(R)j, m)
= ZU, DY) (R). (2.84)

Matriisielementit (2.80) on tapana parametrisoida Eulerin kulmia kiiyttien, jolloin

_ L . . '
D2 (R) = (o'l exp (Y exp (B0 exp (<0 | )
h h h
— e’i(m'”m”)d%?m(ﬁ), (2.85)

missi olemme miritelleet matriisin d)(3) siten, etti
: T
d%?m(ﬂ) = (j,m'| exp (—%) |7, m). (2.86)

Matriisielementit diﬂ}m voidaan laskea Wignerin kaavasta

b o G MG — MG+ (G — m)!
j4+m—k)k(—k—m)(k—m+m')!

2j—2k+m—m/' 2k—m+m/
X (cos g) X (Sin g) , (2.87)

missd summaukset ulotetaan niiden k-arvojen yli, joilla nimittijissi olevat kertomat ovat
olemassa.
Rataimpulssimomentti

d9) () =Y (~1)

k

L=xxp (2.88)

toteuttaa tunnetusti peruskommutaatiosisinnst (2.15)
Parametrisoimalla paikan ominaistila pallokoordinaattien avulla, s.o.

') = |r,0, ) (2.90)
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voimme laskea matriisielementit

(z'|L,|a) = —ih%(w'\a) (2.91)
(x'|Lyja) = —ih (—Sinqﬁ%—cotﬁcosgb%) (x| ) (2.92)
(@'|L,Jo) = —ih <cos¢%—cot0sin¢%> (2'|a) (2.93)
('|Lila) = —ihe*™ (:I:z'% — cot 0%) (z'|) (2.94)
(@|La) = —B? Lh}" . ;; + shll 9% (sinea%ﬂ (@'|a). (2.95)

Merkitsemme operaattorien L? ja L, yhteisti ominaistilaa ket-vektorilla |l,m), t.s.
L,|l,m) = mhll,m) (2.96)
ja
L2|l,m) = (1 + 1)R?|l,m), (2.97)

missé [ samoin kuin m voivat olla vain kokonaislukuisia. Tilavektorit |n) muodostavat
tdydellisen kannan pallon pinnalla, eli

/dQﬁ A) (A = 1. (2.98)

Midrittelemme palloharmoniset funktiot Y;(6, ¢) siten, ettdi ne ovat ominaistilojen |[,m)
projektioita pallon pinnalla:

Y"(0,9) =Y"(n) = (n|l,m). (2.99)

Ottamalla skalaaritulo vektorin (7| kanssa ominaisarvoyht#lsiden (2.96) ja (2.97) molemmin
puolin sekd huomioimalla matriisielementit (2.91) ja (2.95) saamme pallofunktioille tutut
differentiaaliyhtilot:

—iha%ylm(a, ¢) = mhY"(0, ¢) (2.100)
ja 2
1 0 0 1 0

50 \Snb50 | + =g 52 " = 0. 2.101

Tassd olemme kiyttineet hyviiksi siti, ettd paikan ominaistila voidaan kirjoittaa muotoon
lz') = |r)|n). (2.102)

Katsomme seuraavaksi, mikéi yhteys on pallofunktioilla ja rotaatiomatriiseilla D@, Et-
simme ensiksi rotaatio-operaattorin, joka kierts tilan |2) tilaksi |n):

R) = D(R)|3). (2.103)
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Tami saadaan aikaiseksi, kun kierriimme systeemis ensin y-akselin ympiri kulman 6 ver-
ran ja sitten z-akselin ympiri kulman ¢ verran. Fulerin kulmien avulla etsitty rotaatio-
operaattori on siis

D(R) =D(a = ¢, 8 = 0,7 = 0). (2.104)
Kehittamilla tila |2) kannassa {|l, m)} saamme yht#losta (2.103)

=Y. D(R)|l,m),(l,m|2) (2.105)

josta projisioimalla paidymme lausekkeeseen

(I,mln) = ZD(Z) (a=0¢,8=20,v=0)(I,m|z). (2.106)

Skalaaritulo (I, m|Z) on ¥;™*(0 = 0, ¢ madrddmaton). Tamin tiedetéisin olevan

Voimme siis kirjoittaa yht#lon (2.106) muotoon

v 0,0) = | 2 VD00 = 6.8=0,7=0) (2.108)
tai kddntien
Db 5y =00 =[Gy (2.109)
Tarkedini erikoistapauksena tésti saamme:
dglg(ﬂ)\ﬂza = Py(cos 0). (2.110)

Tarkastellaan nyt kahta impulssimomenttia, J; ja J2, jotka operoivat eri aliavaruuk-
sissa; esimerkiksi kahden eri hiukkasen impulssimomentit tai saman hiukkasen rata- ja spin-
impulssimomentit. Kummankin operaattorin komponentit toteuttavat tavalliset kommutaa-
tios#innot (2.15):

[J1i, Jij] = iheijr i (2.111)
ja
[Jai, Jaj] = ihieijxJor. (2.112)
Kuitenkin
[J1i, J25] = 0, (2.113)
silli operaattoreiden méirittelyavaruudet ovat erillisid. Infinitesimaalinen rotaatio-

operaattori, joka vaikuttaa seki aliavaruuteen 1 etti aliavaruuteen 2, voidaan kirjoittaa
muotoon

iJ, - néo iJy - o (J1®1+1® J,) néo
1—T Q 1—T =1- - .

(2.114)
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Kokonaisimpulssimomentin J méiritelmé on

J=J,01+1 J,, (2.115)
mistid on tapana jattid merkitsemittsa aliavaruuksien identiteettioperaattorit, s.o.
J=J,+J,. (2.116)
Rotaation (2.114) #irellinen versio on
Ji-n Jy-n
D1 (R) ® Dy(R) = exp (- L h"¢> ® exp (— 2 - ¢> . (2.117)

Kommutaatiosiinnoistd (2.111-2.113) on suoraan nihtivissd, ettdi kokonaisimpulssimo-
mentti J toteuttaa impulssimomentilta edellytettiviit kommutaatiorelaatiot,

[Ji; J;] = iheijpr, (2.118)

mik# puolestaan tarkoittaa, ettd kokonaisimpulssimomentti on impulssimomentti. Fysikaali-
sesti tim# on mielekisti, silld operaattori J generoi koko systeemin rotaatiot. Kaikki, mita
olemme edellii oppineet impulssimomentista —operaattoreiden J? ja J, spektri, nosto- ja
laskuoperaattorit,. . .—, pitii siis paikkansa my6s operaattorille J.

On kaksi mahdollista tapaa valita koko systeemiin liittyviin avaruuden kantavektorit:

(i) Operaattoreiden J?, J3, Ji, ja Jo, yhtdaikainen ominaistila. Tiimi on mahdollista, silli
aivan ilmeisesti nim# operaattorit kommutoivat keskenisin. Kyseinen tila on aliavaruuksien
vastaavien tilojen suora tulo, joka on tapana kirjoittaa lyhyemmin muotoon

|7172; mima) = |71, m1) @ |ja, Ma). (2.119)

Toisinaan, kun kvanttiluvut j; ja j, on kiinnitetty ja niiden arvot ilmeneviit asiayhteydesti,
lyhennetiin merkintié entisestéiin:

|m1m2) = ‘jljg, m1m2) jl ja j2 kunmtettyja (2120)

Tilavektoreiden (2.119) merkinniissi kiytetyt kvanttiluvut saadaan ominaisarvoyhtlsisti

J%|j1j2§ m1m2> = jl(jl + 1)h2|j1j2; m1m2) (2.121)
Jiz|Jigas maima) = mah|jije; mims) (2.122)
J3|1g2;mama) = Ja(ja + 1)A?|j1j2; mams) (2.123)
Joz|J1jas mama) = mah|jije; mimy). (2.124)

(ii) Operaattoreiden J?, J2, J5 ja J, yhtdaikainen ominaistila. On helppo nihdi, etts
nimi operaattorit kommutoivat kesken#iin, joten niiden yhteinen ominaistila on olemassa.
Kyseistd tilaa merkitisin symbolilla |j172; jm) tai lyhyesti |jm) silloin, kun asiayhteydesti
on selvii, mitki ovat kvanttilukujen j; ja j, arvot. Niami tilavektorit toteuttavat ominai-
sarvoyhtilot

2.125)
2.126)

2.127)
2.128)

G101 + DR*[51g2; jm)
= ja(ja + 1)P?[f1ja; Jm)
= 7+ Dh[j152; m)
= mhl|jije; jm).

J%UljZ;jm
J%|j1j2§jm
J2|j1j2;jm
o |g1ge; jm

) (
) (
) (
) (
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Koska
[J2,J1,] #£0, [J% o] #0, (2.129)

emme voi lisité operaattoria J? vaihtoehdon (i) operaattorijoukkoon emmeks operaatto-
reita Jy, tai Jy, vaihtoehdon (ii) joukkoon. Molemmat operaattorijoukkomme ovat siis
maksimaalisia ja molemmat tilavektorijoukot muodostavat saman avaruuden tiydellisen or-
tonormaalisen kannan.

Kannasta (i) kantaan (ii) pi#istisin unitaarisella muunnoksella

|71j2; jm) = Z Z |7172; mama)(j172; mima|j17e; jm), (2.130)

my m2

missi olemme kiyttineet identiteettioperaattoria

o [judas mama) (frja; mams| = 1 (2.131)

my1 m2

sellaisessa aliavaruudessa, misséi kvanttiluvuilla j7; ja j, on kiinteit arvot. Unitaarisen
muunnosmatriisin elementit (j;ja; m1msa|j172; jm) tunnetaan Clebsch-Gordanin kertoimien
nimell.

Koska J, = Ji, + Jo,, toteuttavat Clebsch-Gordanin kertoimet ehdon

(J1J2; mima|j1g2; gm) = 0, jos m # my + my. (2.132)
Edelleen voidaan niyttii, ettd kertoimet ovat nollasta poikkeavia vain, kun
g1 = Jal <5 < i+ Jo (2.133)

Kertoimien vaihe voidaan valita siten, etti ne ovat kaikki reaalisia. Kannan {|j;jo; mims)}
ortonormaalisuudesta seuraa silloin, etté Clebsch-Gordanin kertoimien muodostama matriisi
on ortogonaalinen:

D (rges mamialgige; jm) (Gija; mymy)| jija; Jm) = Gmymt Omomy - (2.134)
i m

Samoin kanta {|j172; jm)} on ortonormaali, joten on myds voimassa

Z Z<j1j2; myma|j1j2; Jmy{jije; mimaljige; j'm’)y = 651 6mm. (2.135)
mi msa
Asettamalla j' = j ja m' = m = m; + my saamme tisté erikoistapauksena tilavektorin
|7172; 7m) normitusehdon

Z Z |<j1j2; m1m2‘j1j2;jm>|2 =L (2-136)
m1 m2
Kun kvanttiluvut j;, j2 ja 7 ovat kiinnitettyji, vallitsee eri kvanttilukujen m; ja ms arvoi-
hin liittyvien kertoimien vililli rekursiorelaatio. Operoimalla nosto- ja laskuoperaattorilla
tilaan |7,72; jm),

Jijija; gm) = (Jix + Jox) 3 D 152 mama) {jija; mama|jiga; jm), (2.137)

m1 m2
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(my — 1,my) (mq, my) (mq,mg + 1)
&« ———— -0 ?\
N |
N J | | \\
N =+ | | N
\\ | I J_\\
N | AN
e “_———_ e
(ml, my — ].) (ml,mz) %)ml + ]., m2)
a

Kuva 2.1 Clebsch-Gordanin kertoimien palautuskaava m;ms-tasossa

Saamine

VU Fm)( & m+ 1) |jago; j.m £ 1)
= T (Vi T mh) Gl + D)l £ 1,m)

! !
my My

/) (G 0+ ) s, iy £ 1))

X (J1J2; mimb|jija; jm). (2.138)

Ottamalla nyt skalaaritulo molemmin puolin tilavektorin (jija;m1ms| kanssa saamme pa-
lautuskaavat

\/(j Fm)(J £ m+ 1){jija; mimal|jrje; j,m £+ 1)

= \/(j1 Fmy + 1) (g1 £ ma)(Grge; ma F 1, ma|jrge; jm)

+ \/(jz F ma + 1)(J2 & m2){j1j2; M1, ma F 151723 im).
(2.139)

Huomattakoon, ettd m ei ole vapaa parametri, vaan valintasiinnon (2.132) mukaan
my +me =m+£ 1. (2.140)

Kuva 2.1(a) esittéi graafisesti J,-operaattoriin liittyviis rekursiota (ylempi merkki) mqmo-

tasossa. Clebsch-Gordanin kerroin pisteessii (my, my) riippuu kertoimista pisteissi (m; —
1,my) ja (m1, mg — 1). Vastaavasti kuvassa 2.1(b) nihdésin J_-operaattorin efekti (alempi
merkki). Piste (mq, ms) riippuu nyt pisteistd (m; + 1, ms) ja (mq, mq + 1).

Palautuskaavat (2.139) ja normitusehto (2.136) miiriivit Clebsch-Gordanin kertoimet
melkein yksikisitteisesti. Joidenkin kertoimien merkkejs ei voida palautuskaavoista piitells.
Niille merkeille on sovittu tietyt arvot. On m.m. sovittu, ettdi operaattorin Jy, nollasta
poikkeavat matriisielementit kannassa {|j1j2; jm)} ovat positiivisia. T#std on seurauksena
esimerkiksi se, ettd kytkent#ijirjestys on oleellinen: |j,jp; im) on +|jpjq; jm).

Katsotaan nyt, miten palautuskaavoja kiytetiin. Kiinnitetéin j;, 7o ja 7. Kvanttiluku-
jen my ja my sallitut arvot ovat

mi| < g1, |ma| <jo, |my+mg| < (2.141)
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my = 72
=g
P A
o De----o
:\J+:Ax h
AN AN
my = —J1 mi=j) ® E?\:‘J‘*B‘"é
DX ¢
|Ji\\\\| ;‘7
° Fe---2C
m1+m2=—j\ - ° ° °
ma = )2

(a) (b)
Kuva 2.2 Palautuskaavojen kiytto Clebsch-Gordanin kertoimia laskettaessa.

Kuvassa 2.2(a) on piirretty tim# mqmo-tason sallittu alue. Lihdemme liikkeelle alueen sym-
bolilla A merkitysté oikeasta ylikulmasta. Kuvassa 2.2(b) on esitetty suurennos kyseisen
pisteen ympiristosti. Sovellamme ensin J_-rekursiota. Téam# vie meidit pisteeseen B ja pis-
teeseen X, joka on sallitun alueen ulkopuolella eli sithen liittyviin kertoimen taytyy hévita.
Pisteesséi B oleva kerroin riippuu siis ainoastaan pisteen A kertoimesta. Kun nyt sovellamme
J-rekursiota pisteisiin A ja B, saamme méiirityksi kertoimen pisteessi D. Rekursiolla J_
piidsemme pisteisti B ja D pisteeseen E. Kiyttien vuorottain molempia palautuskaavoja
voimme k#ydd lipi koko sallitun alueen ja niemme, ettid jokainen kerroin riippuu ainoas-
taan lihtopisteemme A kertoimesta. Normitusehdosta (2.136) voidaan nyt laskea timin
kertoimen itseisarvo. Kertoimen merkki m#iridytyy sopimuksista.

Katsotaan esimerkkin tirkeis erikoistapausta, jossa kytkemme spin—%—hiukkasen rataim-
pulssimomentin ja spinin. Relevantit kvanttiluvut ovat

J1 = | (kokonaisluku), mi = my,
_ 1 1
f=o=l,  m=m=il (21

Kokonaisimpulssimomentin j mahdolliset arvot ovat
. 1 o1
j:lii,l>0; j:§,l:0. (2.143)

Tamén kytkenn#in m;ms-, tai nyt myms-, taso (Kuva 2.3) on hyvin yksinkertainen. Sallitut

pisteet ovat kahdessa rivissi: ylemmaélla rivilld on m; = % ja alemmalla mg = —%. Katsotaan
erikoisesti j = [ + % tapausta. Koska m, ei voi ylittii arvoa %, pitid J_ -rekursio meidit
aina ylimmalla rivilla arvojen m; muuttuessa yhdelli. Lyhennettyji merkintoja kiyttien
saamme

VUt 3 +m+ 1)+ 5 —m)(m =3, 31+ 5,m)
=/ +m+H—m+ ) m+5 4+ 1 m+1), (2.144)

missé olemme kiyttineet valintasidintod (2.132) muodossa

1 1
M= =mo g, My =ms = o (2.145)
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ms
4 X X X
I\\ I\\ I\\
N Ay Ay
CAANP AN ALK
° o ° ¢ ---%---9----9
» 1Ty
o ° ° ° o o o

Kuva 2.3 Rekursiorelaatiot Clebsch-Gordanin kertoimille, kun j; =1 ja jo, = s = %

T#lla tavoin voimme liikkua m;m-tasossa vaakasuunnassa yhden yksikon:

l+m+ 1L
(m—5,5l+5,m) = ———3m+33ll+5m+1). (2.146)
272 2 l+m+% 27 9 2

Oikeanpuoleinen Clebsch-Gordanin kerroin on samalla tavoin lausuttavissa kertoimen (m +
2, ] L4+ 1 5>m + 2) avulla. Jatkamalla samoin paidymme kertoimeen, jossa kvanttiluvulla m,
on maksiarvonsa, m; = [:

l+m+4 [l+m+3
Ni+m+3\i+m+3

(m+3,5ll+5,m+2)

I+m+3 [ l+m+3 [l+m+3
NI+ m+ NI+ m+ I\ 4+ m+ ]
(m—+2,2l+3,m+3)

l—l—m—i—% 1 1 1
/ 141 741y 2.14
= T (l,2|l+ 2,l+2) ( 7)

Kun kytketiiin kaksi impulssimomenttia, j; ja j, maksiarvoonsa jmax = j1 + J2 Siten, etti
my6s kvanttiluvulla m on suurin mahdollinen arvo mp,x = j1 + j2, on summassa (2.130)
valintasisinnoistd johtuen vain yksi tilavektoritulo. Tamin tulon kerroin on itseisarvoltaan
1 ja sopimuksen mukaan positiivinen, t.s.

(J1des J1s Joldrgz; J1 + Ja, J1 + ja) = 1. (2.148)
Tarkasteltavassa spin-rata-kytkenniissi tdmé tarkoittaa siti, etté

L+ 1041 =1, (2.149)

l+m+1
(m— 3, 5ll+5,m) = \/ﬁ' (2.150)

joten saamme lopulta
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Kerroin (m + %, —3|l 4+ 3, m) on nyt m#&rattavissd normitusehdosta (2.136)
(m — 5, 511+ 5. m) >+ [(m+ 3, —3ll + 3,m)]* =1, (2.151)

ja siitd, ettd sopimuksen mukaan operaattorin J_ matriisielementit ovat ei-negatiivisia ja
jokainen tila |j = [ + 1,m) on saavutettavissa perikkaisilla J_-operaatioilla lshtien tilasta
j =1+ 3,m=1+1). Ortonormaalisuusehtoa (2.135) kiyttden saamme lopulta

(Ij=l+%,m>>:
|]:l_%7m>

l+m+1 l—m+2
20+ 1 201 my=m—1,m,=3) )
1 1 .
l—m-i—% l—l—m—i—% iy =m+ 3,ms = —3)
V2041 204+ 1

(2.152)

Tarkastellaan nyt impulssimomenttien yhteenlaskua rotaatiomatriisien kannalta. Jos
DU 1)(R) on rotaatiomatriisi niiden impulssimomentin ominaistilojen kannassa, joilla ominai-
sarvo on 7ji, ja D(j“’)(R) vastaavasti kannassa, jossa ominaisarvo on js, niin aivan ilmeisesti
suora tulo DY(R) ® DY2(R) on rotaatiomatriisi (2j; + 1) x (27, + 1)-ulotteisessa kan-
nassa {|ji,m1) ® |j2, ma)}. TamA rotaatiomatriisi on kuitenkin redusoituva, silla sopivilla
kantavektoreiden valinnalla se on kirjoitettavissa muotoon

0
- (2.153)

0 |

[Imaistuna ryhmiteorian merkinndin tdmé# voidaan kirjoittaa

D) ® pl2) — plir+i2) oy plirtiz—1) @ -- .plir—izl) (2.154)

Vastaava kehitelm# on johdettavissa matriisielementeille seuraavasti: ensinnikin operaatto-
rin D(R) matriisielementeille on voimassa
(J1j2; mama| D(R)|f1ja; mimy) = (jima|D(R)|jimi)(jamae|D(R)|jams)
= DI (R)DY, (R), (2.155)
ja toiseksi sama matriisielementti on laskettavissa sijoittamalla tiydellinen kantavektori-
joukko {|jm)}
(41723 mima|D(R)|j1j2; myms)
= Y3703 (e mama|giga; jm) (jije; im|D(R)|j12; 5'm')
i m j m

X (J1g2; 5'M/|J1g2; mymy)
=22 2> (Gija; mamaljige; jm)Dﬁ,iin, (R)b;;r
j m jl ml

X<j1j2; m'lm;\jljz;j'm'). (2-156)
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Niistd saamme Clebsch-Gordanin sarjana tunnetun kehitelmiin:
Dgill)m'l (R)fo;i)m; (R) = D37 (jija; mamaljija; jm)
iom o
X (125 MMy 51723 jm’>D§£3nf (R).
(2.157)

Ersina sovellutuksena Clebsch-Gordanin sarjalle on johdettavissa kolmen palloharmonisen
funktion integrointikaava:

/ dQY;™" (0, 9)Y;" (0, 9)Y;, (6, ¢)

2y +1)(2l + 1
:J( 147r(2)l(+21) 0 0011155101 s s ),

(2.158)

2.4 3j- 65- ja 95-symbolit

Totesimme aikaisemmin, ettd kytkentijirjestys tilaa |j;j2; jm) muodostettaessa on oleelli-
nen. Clebsch-Gordanin kertoimissa jirjestyksen vaikutus nikyy relaatiossa
(J1d2; mamealgiga; gm) = (=1)74279 (Gogs; mama | Jgu; jm). (2.159)
Palautuskaavoista (2.139) ja ortogonaalisuusehdosta (2.135) on péiiteltiivissi symmetriare-
laatiot
(71725 mima|j172; jams)

295 4+1,. . o
e P =My, m ;m 2.160
2 + 1(]2]3 2 3\]2]3 WAl 1) ( )

(J1d2; mama|j1d2; jams)

hemy (2031, S
= (- ™ 72;3+1(]3]1;m3,—m1|]3]1;]2m2) (2.161)
2

<j1j2; mimy |j1j2; j3m3>
= (1) 2724y o —m, =1 J2; J3, —ma). (2.162)

— (_1)j2+m2

Niemme, ettéi Clebsch-Gordanin kertoimet eiviit ole kovin symmetrisii argumenttiensa
funktioita. Tamin vuoksi miiritelliin huomattavasti symmetrisemmit 3j-symbolit:

JuoJ2 s :ﬂ(jle'mlmZ‘jle'jB —ms3) (2.163)
mioma ms ) [94041 ’ o

Pystyrivien parillisissa permutaatioissa 3j-symbolit ovat invariantteja,

JuoJe gz N\ _ Je g3 g1 Y _ [ J3 g1 J2 (2.164)
my M9 M3 meo M3 My m3 Mmp Moy ’ '
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mutta parittomat permutaatiot vastaavat kertomista vaihetekijalli,
(—pyitintss (0 T2 sy _f J2 v s
m; My M3 Moy M1 M3
— ( Juo g3 2 > _ ( J3 12 N ) (2.165)
mi; mz My ms Mo My

Kvanttilukujen m; merkin vaihtoa vastaava relaatio on

( jl j2 j3 ) _ (_1)j1+j2+j3< jl j2 j3 ) (2.166)

my Mo M3 —mi —M9o —M3

Erss sovellutus symmetriarelaatioille on, ettd niiden avulla nihd#fin tiettyjen kertoimien

haviavan. Talldisid ovat m.m.
2 2 2 3
-1 )’ 11 -2 /"

[

Ortogonaaliominaisuudet eiviit valitettavasti ole 3j-symboleilla yhté yksinkertaisia kuin al-
kuperiisilli Clebsch-Gordanin kertoimilla:

BN [0 | G2
B[ D0 |G

. Ji J2 J3 J1 J2 I3 _
> > (23 +1) ( i g e ) ( ) = bumym! Omamy, (2.167)

! !

ja

ZZ jl j2 j3 jl jZ ‘7:’), _ 5j3]é6m3mg(s(]l]2]3) (2168)
Sraz\m omy omy )\ ma ma V2 +1

miss# 6(j17273) on 1 silloin kun valintasisintd (2.133) on voimassa ja 0 muulloin.

Korostettakoon, ettd 3j7-symbolit eiviit tuo mitéin uusia fysikaalisia kiisitteiti; ne ovat
vain mukavampi tapa kirjoittaa Clebsch-Gordanin kertoimia sisiltivii lausekkeita. Nii-
den tirkein merkitys lienee siini, ettd useat taulukkokirjat antavat kytkinkertoimet 3j-
symboleina.

Tarkastellaan nyt, miten voisimme kytked kolme impulssimomenttia, j;, 72 ja Js,
resultantti-impulssimomentiksi J. Huomaamme, etti ei ole mitiéin yksikisitteisti tapaa
tehdi k.o. kytkent#isi. Voimme esimerkiksi (i) kytke# ensin impulssimomentit j; ja js resul-
tantiksi jio ja kytked sitten tdmin ja impulssimomentin j3 resultantiksi .J, tai aivan yhta
hyvin (ii) kytke# ensin jy:n ja j3:n impulssimomentiksi jo3 ja lopuksi jag:n ja ji:n resultantiksi
J. Kaiken lisiksi kytkentdjen jarjestys —jig tal jo;— vaikuttaa lopputuloksen merkkiin.

Oletetaan, ettsi olemme valinneet vaihtoehdon (i). On olemassa (2.133) useita arvoja jio,
joiksi impulssimomentit j; ja j, voidaan kytked: |j; — ja| < j12 < j1 + jo. Néistd puolestaan
monet ovat kelvollisia kytkeytymiin impulssimomentin j3 kanssa kokonaisimpulssimomen-
tiksi J. Kelpoisuusehtona on jilleen valintasiinto (2.133): |ji2 — 73| < J < ji9 + j3. Eri
vilitiloihin 715 liittyviit kytketyt tilat ovat toisistaan riippumattomia, joten kytkennissi on
aina eksplisiittisesti spesifioitava kiytetty impulssimomentin viliarvo jis.
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g 3 0 (=1y=m
m —m 0 V2541
Juo g2 it (1)t [ i)
mi Mg —M1 — My (2j1+252+1)!
(j1+j2+mi+m2)(j1+j2—m1—m2)!
(F1+m1)l(G1—m1)!(G2+m2)!(j2 —m2)!
]:1 .j2 J3 (_1)—j1+j2+m3\/ _(251)'(jz—ma)!
ji —ji—m3 mg (J1+g2+is+1)!(js+m3)!

(=J1+j2+73)!(d1+j2+m3)!
(J1—g2+33)(G1+i2—33)(—j1+j2—m3)!

X

Ji J2 Js
0 0 O

1,. . .
(_1)7(Jl+]2+]3)(%(j1+j2+j3))!

A tia+ i) EG1—g2+is)' (S Gi+iz— 7))

x \/(jl +i2—73)(J1—J2+73)(—j1+j2+73)!

(G1+i2+73+1)!
kun j; + 75 + 73 parillinen

0 kun j; + 75 + j3 pariton

B[ =00 | =

im_1 j—m+i
o7 criny)

g+l 1 (—1)i=m=L, | _G=m)i=m+1)
m —-m—-—11 (25+3)(25+2)(2j+1)
j+1 45 1 (=1)i=m=1 2(j+m+1)(j—m+1)
m —-—m 0 (25+3)(25+2)(2j+1)
J J 1 (—1)i=m, [2i=m)G+m+1)
m —-m-—1 1 (25+2)(25+1)(25)
j J 1 j—m m
( m —m 0 ) (=1)

V (25+1)([G+1)i

Table 2.1 Eriitd usein esiintyvid 3j-symboleita
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Merkitiin vaihtoehdon (i) kytkettyja tiloja symbolilla |(j172)71273; JM) ja tavan (ii)
tiloja symbolilla |j;(j273)723; J M ). Niiden eksplisiittiset lausekkeet ovat

|(j1j2)j12j3; JM)
= >N |j1d2; Jrzmaa) | Jama ) (J12]a; maama|jiags; J M)

mi2 M3

= > |jima)|jema)|jsms)

m1m2m3miz2

X (J172; mamalgija; ramaz)(Ji2Js; mizms|jiags; J M) (2.169)
ja

|71(J2g3)J2s; JM)
= Z Z |71ma)|7ads; Jasmas ) (J1Jas; mamas|jijas; J M)

m23 M1

= Y |jima)|jame)|jsms)

mi1m2mama3

X (J2J3; Mamis|jags; Jasmas)(J1723; M1mas|j1J2s; JM) (2.170)

Molempien tapojen mukaiset tilavektorit muodostavat tiydellisen kannan, joten niiden vililld
on unitaarinen muunnos:

171 (Jaja)as; JM) = > [(j1j2) 1273 T M)
J12

X((J1J2)d1273; T M |j1(52J3) 2s; TM). (2.171)

Olemme téssi ilmaisseet identiteettioperaattorin siiné aliavaruudessa, missi kvanttiluvuilla
J1, J2, 3, J ja M on kiinnitetyt arvot, tiydellisen kannan {|(j172)j1273; JM)} avulla. Muun-
noskerroin yht#lossi (2.171) ei riipu luvusta M, silld

Lause 4 Muunnoksessa

|a; gm) =Y |85 jm)(B; jm|e; jm)
5

kertoimet {B; jm|a; gm) eiwit rigpu kvanttiluvusta m.

Todistus: Oletetaan, ettdi m < j. Nyt

la;j,m+1) =D |B;5,m+1)(B;j,m + 1]a; j,m + 1).
5

Toisaalta

J
@ jm+1) = - jo5.9m)
/(G +m+1)(j —m)
= Y |8;4,m+ 1)(B; im|a; jm),
B
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joten
(B; 4, m +1la; 4,m + 1) = (B; 5, m|e; j,m) m

Voimme siis vastaisuudessa jattdd luvun M merkitsemiittd kyseisessi muunnoskertoi-
missa.

Muunnoskertoimien —uudelleenkytkentikertoimien (recoupling coefficients)— eksplisiit-
tiset lausekkeet saadaan yht#lsiden (2.169) ja (2.170) avulla:

((41d2) 712735 |31 (J2gs) Jas; J)
= Z (jlzjs; JMUlzj?,; m12m3) (jljz; J12myz |j1j2; m1m2)

mimams
mi12ma23

X (Jaga; mams|jajs; jasmas) (1 723; mimas|j1es; JM). (2.172)

Aivan kuten Clebsch-Gordanin kertoimien tapauksessa on nytkin tapana méiiritelld uu-
delleenkytkentikertoimia symmetrisemmit suureet, 6;5-symbolit:

{jl j2 le} (_1)j1+j2+j3+-]

; : = ((4152) 312735 J| 71 (d273) Jos; )
Jjs J Jus \/(2j12 +1)(2j23 + 1)
(_1)j1+j2+j3+J
V(212 + 1)(2ja + 1)
X Z (41723 mima|j1dz; Ji2, M1 + ma)

mima

X (Jr2J3; M1 + ma, M — my — my|jiogs; JM)

X (Jajs; ma, M — my — ma|jajs; jaz, M — my)
X (J1J23; M1, M — ma|j1jaz; JM). (2.173)

67-symbolit ovat invariantteja pystyrivien vaihdon suhteen. Ne siilyvit myos muuttumat-
tomina vaihdettaessa kesken#iin kahden pystyrivin ylemmiit ja alemmat argumentit, esimer-

kiksi
Ja Js Je Ja J2 s
Uudelleenkytkentiikertoimet vilittdvit muunnoksen tiydellisesti kannasta toiseen tiydelli-

seen kantaan, joten niiden muodostama matriisi on unitaarinen. Vastaava ehto reaalisille
67-symboleille on:

J3 Ja ] Ji J4 J

J

- . - . . .

eli

ﬂm+mmwn{ﬁj2f}

J3 Ja J

on ortogonaalinen matriisi, jonka rivi- ja sarakeindeksit ovat j ja j'.
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Sijoittamalla kehitelméin
((4172) 712735 7|92 (d351) 9315 7)
= ((j172) 712735 5171 (d273) 7235 7) (g1 (J2J3) dos; 41 72(d3d1) 315 7)

Jo3
(2.176)
6j-symbolit saamme toisen summasiinnén
Js J1 Js1
J2 ] iz
— —1)2stisitiiz (9, +1 .7:1 .72 .7:12 ]:2 .73 .7:23 )
%( ) (225 ) Js ] J2 Ju 7 Jst
(2.177)

Kolmas, n.s. Elliott-Biedenharnin summasiiinto saadaan tarkastelemalla neljin impuls-
simomentin uudelleenkytkentji:
(((j172)7123) J12374; 5| (J2J3) J23(5174) 145 7)

= (((J172)71293) 12355 31 ((J2a) J2351) J12354; 5)
X (((J2J3)J2371) 123745 71 (J2j3) a3 (9194) J14; 5)- (2.178)

Tami uudelleenkytkents voidaan toisaalta tehdi kolmessa vaiheessa

(((J172)71293)J12374; 5| (J2J3) J23(J174) 145 7)
= Z (J1J2)d1273) Ji23a; G| ((J172)512) 4) J124 735 5)

J124
X(((J172)J12)74) Jr2473; 31((J1a) Jrad2) J124535 J)
X(((J174)71472) 7124535 7|(5253) J23(J174) 143 J) - (2.179)

Niistd saamme 67-symboleita sitovan relaation

jl j2 j12 j23 jl j123
j3 j123 j23 j4 j j14
— Z(_1)jl+j2+j2+j4+j12+j23+j14+j123+j124 (2j124 + 1)

J124
% J3 J2 Jo3 Jo 1 Ji2 J3 Ji2 J123
Juu J J14 Ja Ji2a Jia Ja J Jia )’

jota kiytetiin monesti 6j-symbolien palautuskaavojen johdossa.

Elliott-Biedenharnin summaséintoi johtaessamme tarkastelimme neljin impulssimomen-
tin kytkentoji. Nam# kytkennit voidaan suorittaa myos siten, ettd vastaavat uudelleen-
kytkentikertoimet eiviit enii ole tuloja kolmen impulssimomentin uudelleenkytkentiikertoi-
mista. Muodostamme tilli kertaa tiloista [jimi), |jama), |jsms), ja [jama) kytketyt tilat

(2.180)

|(1J2)J12(J3ja) Jaa; M)
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ja
(7173)913(J274) a5 J)-
Matriisi, jonka elementit ovat
((4192)712(d3Ja) 3345 m|(513) J13 (J2Ja) Joa; M),
vilittid muunnoksen kytkentikaavasta toiseen. Tamé# elementti, jonka arvo ei lauseen 4

mukaan riipu kvanttiluvusta m, on lausuttavissa 6j-symbolien avulla, kun teemme uudel-
leenkytkenniit

((4172)712(4374) Jza; jm|
Z J1d2)dr2dsa; 571 (G234) 5" 3) (g1 (Jagaa) 's G| (2.181)
J'

ja
|(J1J3)J13(J2js)Joa; Jm)
=Y |71(Jsdaa)3"; 3m) (51 (Gagaa)3"; 3|(d173) 13daa; 7)- (2.182)
]'II
Ottamalla niiden tilojen vilinen skalaaritulo ja sijoittamalla 6j-symbolit saamme uudelleen-
kytkentikertoimiksi
((J192)712(J374) Jsa; 71 (J173) 13 (J2a) 7245 5)
= /(212 + 1) 2jsa + )23+ 1)(2s + 1) X (=1)2 (25" +1)

jl
— Ji J2 Ji2 J3 Ja J3a J13 Jua J
Jaa 3 7' g2 J Ju 7 s

Neljin impulssimomentin uudelleenkytkent6ji tarvitaan usein. Siksi on tapana miiri-
telld 9j-symbols:

(2.183)

Ji J2 J12
j3 j4 j34
j13 j24 .7
_ ((J172)712(J3Ja) Jaas 5| (G13) 13 (d2ga) Jous J) ' (2.184)

V(212 + 1)(2434 + 1)(2j13 + 1)(2a + 1
Valitsemalla indeksit symmetrisemmin saamme yht#lostd (2.183)
Jit Jiz Jis
J21 J22 Jo3
J31 J32 j33
—Z )*(2k + 1)
Jit Ja Jam Jiz Jo2 Js2 J13 J23 J33
Js2 Js3 K J21 K Ja3 K Ju Jiz |

(2.185)
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Jos vielid lausumme 6j-symbolit 3j-symbolien avulla, voimme kirjoitaa tdmén erittiin sym-
metriseen muotoon

Jin Jiz Ji3
J21 J22 J23
J31 J32 J33
. ( Ju gz i )( g Jar Jos )
Kaikki met \ 1011 iz M3 Ma1 Mgy Ma3
><< j Jx )( ju g j31>
M3 Mgz M33 mip Mg M3

x( Jiz J22 32 )( Ji3 J23  Js33 ) (2.186)

mia Moy M32 mi3 7Tngg 7133

9j-symboleille on johdettavissa ortogonaalisuusehtoja ja muita summasiintoji tismél-
leen samoin kuin 6j-symboleille. Esimerkiksi relaatiot

Z (2412 + 1)(2434 + 1)(2513 + 1)(2524 + 1)

J12J34
J1 J2 Ji2 J1 o Jo Ji2
Js  Ja Jaa J3 Ja Jsa ¢ = Ojigjt Onait, (2.187)
J13 Joa J Ji3 Joa J

ja

Z (_1)2j2+j24+j23—j34(2j13 + 1)(2j24 + 1)

Jj13j24
Ji J2 Ji2 Jiv J3 13 Jiv J2 Ji2
X J3  Ja J34 Ja  J2 Ju (= Ja  J3 I3
J13 Jua J Juia Je3 J Jie J23  J

(2.188)

ovat voimassa 9j-symboleille.

2.5 Tensorioperaattorit

Olemme kiyttineet sellaisia merkintoja kuin @, p ja J ja tarkoittaneet niilli kolmikom-
ponenttisia operaattoreita. Tietyissi tapauksissa olemme antaneet niille joitakin karteesis-
ten vektoreiden ominaisuuksia; esimerkiksi ilmaisulla p - ' olemme tarkoittaneet lauseketta
Pz’ +pyy’ +p, 2" eli aivan tavallista skalaarituloa. Mutta ovatko ne todella vektoreita? Ennen
kuin voimme vastata tihin kysymykseen, meidin tiytyy tietéi, millainen on vektorioperaat-
tori.

Klassisessa fysiikassa vektorilla tarkoitetaan suuretta, joka rotaatioissa kiyttiytyy kuten
Euklidisen avaruuden vektori: V' € R? (tai € C?) on vektori jos (ja vain jos) sen komponentit
kierron R € O(3) jalkeen saadaan lausekkeesta V;' = 3-0_; R;;V;. Siksi on luonnollista vaatia
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vektorioperaattorilta V', etti avaruuden C? alkio (V') on vektori, eli
3
r(e|Vila)r = (a|DY(R)VD =2 Rije|Vila) (2.189)
7j=1

olipa |«) miki tahansa tilavektori. TAm# on mahdollista ainoastaan, jos yht#lo

DY(R)V:D(R) = 3_ Ry;V; (2.190)

on voimassa operaattoriyhtilind kaikille rotaatioille R €O(3).

Lauseke (2.190) on vektorioperaattorin miiritelms. Valitettavasti monien operaatto-
reiden kohdalla sen verifiointi on tyolastd. Etsitédin sen vuoksi helpommin todennettava
relaatio ldhtien liikkeelle m#éritelméin (2.190) infinitesimaalisesta versiosta:

Vi + hI/;,J ] ZR” (2.191)

joka saadaan sijoittamalla infinitesimaalinen rotaatio-operaattori

ieJ - n
h

D(fe) =1 — (2.192)

midritelmiin. Kiayttamilla eksplisiittisia esityksisi koordinaattiakselien ympiri tehdyille
kierroille (2.3-2.5), voimme johtaa lausekkeen

[Vi, Jj] = iheiji V. (2.193)

Aivan ilmeisesti operaattorin V' kiyttidytyminen #irellisissikin rotaatioissa seuraa tisté eh-
dosta: sovellamme Baker-Hausdorflin lemmaa lausekkeen

o () ()

kaltaisiin suureisiin, jolloin kommutaattorit

(5 3 [+ 15, Vil -+ 1)

antavat vuoronperiin komponentteihin V; ja Vi (k # 4, j) verrannollisia termeji.
Mairittelemme siis vektorioperaattorin siten, etti se toteuttaa ehdon (2.193). On helppo
nihdi, ettd monet tutut operaattorit, kuten p, x ja J, ovat vektorioperaattoreita.
Klassisessa fysiikassa on tapana mééritelld tensori 7jy... yleistdmé&lld muunnosominaisuus
Vi — 32, Ri;V; seuraavasti:

Tijw.. — Z Z Z Rig Ry Ry -+ Ty oy (2.194)

rotaatiossa R €0(3). Indeksien lukumi#rs ilmoittaa tensorin kertaluvun (rank). Talldistd
tensoria sanotaan karteesiseks: tensoriksi.
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Yksinkertaisin esimerkki toisen kertaluvun karteesisesta tensorista on kahden vektorin,
U ja V, dyadinen tulo
Ti; = U;Vj. (2.195)

Aivan ilmeisesti timé transformoituu rotaatioissa yht#lon (2.194) mukaisesti.

Karteesisten tensoreiden haittana on se, ettid ne ovat redusoituvia: ne ovat jaettavissa
osiin, jotka transformoituvat rotaatioissa eri tavoin. Esimerkiksi dyadi (2.195) on hajoitet-
tavissa osiin:

V. — "5 2.1
U;V; i + 5 5 3 (2.196)

v-v (Ui‘/j_UjW)+(Ui‘/j+UjW_U'V6>
3 v

Ensimmaiinen termi, U - V', on skalaaritulona invariantti rotaatioissa. Toinen termi on anti-
symmetrinen tensori, joka on kirjoitettavissa vektoritulona €;;,(U x V');. Néistd termeistd
kaiken kaikkiaan kolme on toisistaan riippumatonta. Viimeinen termi on 3 X 3 symmetrinen
tensori, jonka jilki on 0. N#itd elementteji on 5 (= 6 — 1, misséi 1 johtuu jiljettémyys
ehdosta). Oikealla puolella olevien riippumattomien termien lukum#iri on 9 (=14 3+ 5),
miks on yhtépitdvi vasemmalla puolella olevien dyadien U;V; lukuméirén (3 x 3) kanssa.
Olemme johtaneet yhtilon

3x3=1+3+35, (2.197)

joka antaa vihjeitd tekemimme dekomposition luonteesta. Maagiset luvut 1, 3 ja 5 ovat
nimittdin tismilleen impulssimomenttitilojen [ = 0, [ = 1 ja [ = 2 multiplisiteetit. On siis
ajateltavissa, ettd olemme hajoittaneet alkuperiisen dyadin tensoreiksi, jotka transformoitu-
vat pallofunktioiden tavoin. Olemme redusoineet karteesisen tensorin redusoitumattomiksi
pallotensoreiksi.

Katsotaan eristd mahdollista tapaa muodostaa kertalukua k oleva pallotensori. Otetaan
pallofunktio Y;™(6, ¢), joka, kuten olemme nihneet, on kirjoitettavissa muotoon Y;™(n).
Kun nyt korvaamme pallofunktiossa yksikkévektorin n jollakin vektorilla V', on meilld k-
sissimme kertaluvun £ pallotensori:

TH =Y"5(V). (2.198)

Jos erikoisesti otamme pallofunktion Y; ja korvaamme muuttujan z/r = 7, muutujalla V,

j.n.e., saamme
[3 [ 3 z 1) 3
—cosf = Ty =4/—V,
AT €08 dmr o 4T

3xizy ) 3 Ve £V,
T =1\ — — .
1 -t 47’(’ \/_fr ~ 47 + \/§

Samoin voisimme konstruoida esimerkiksi kertalukua 2 olevan pallotensorin

15 (z + iy)? 15 .
Vi = ,/%(7“72) — T = ,/%(Vz +4V,)2. (2.200)

Tensorit Tq(k) ovat redusoitumattomia aivan kuten pallofunktiot ¥;™. Siksi niiden kisittely
on miellyttdvimp#i kuin karteesisten tensoreiden.

(2.199)
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Katsotaan nyt, miten edelli esitetylls tavalla muodostetut pallotensorit transformoituvat.
Ensinniikin suunnan ominaistila muuntuu, kuten

ih) — D(R)|A) = |A). (2.201)

Voimme nyt kirjoittaa funktion ¥;™(f') funktioiden Y;™(71) avulla kiyttien hyviksi tilavek-
toreiden muunnosta

DR, m) =3 |1, )DL, (R7H). (2.202)

ml

Ottamalla skalaaritulon suunnan ominaistilan |n) ja sijoittamalla lausekkeen (2.201) saamme

Z Y™ (7)DY_(R™). (2.203)

Jos meilld on nyt operaattori, joka kiiyttiytyy kuten Y;™(V'), tuntuu luonnolliselta vaatia
sen muuntuvan kuten

DI(R)Y(V)D(R) = Z Y (VDY (R), (2.204)
missé olemme kiyttineet hyviiksi rotaatio-operaattoreiden unitaarisuutta (2.83).

Edell esitetyn on tarkoitus motivoida kvanttimekaanista pallotensorin méaritelmas: Tq(k)
on kertalukua k oleva (2k + 1)-komponenttinen pallotensori jos ja vain jos

k
DHR)T®D(R) = S DX (R)TY (2.205)
a=-k
tai yhtapitavisti
k
D(R)TMDI(R) = 3 DINR)TP. (2.206)
q¢=-k

Tami midritelmi on voimassa riippumatta siitdi voidaanko Tq(’“) kirjoittaa pallofunktiona
Y2 4V) vai ei.

Aivan kuten vektoreidenkin tapauksessa etsimme pallotensoreille toisenkin, joskus hel-
pommin todennettavan, mééritelméin. Lausekkeen (2.206) infinitesimaalinen muoto on

d=—kK

Tam# on jilleen kirjoitettavissa kommutaattorina

[T -7, TW) = S T8 (k! | T - lkg). (2.208)
ql

Kun valitsemme suunnat 2 ja & + iy, saamme lopulliset ehdot
k) _ k
(1., T®)] = hgT® (2.209)

ja

[Je, TV = i/ (k F q) (k £ ¢ + )T (2.210)
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Palataan takaisin dyaditulon dekompositioon (2.196).
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Kaavoista (2.199) ndiemme, ettd

vektorioperaattoreista U ja V muodostetut ensimmiisen kertaluvun pallotensorit ovat

Upr =

Up =Us, Vo=V,

U, % iU, V, £ iV,

V:l:l =

V2 V2

Voimme kirjoittaa dekompositiossa (2.196) esiintyviit termit pallotensoreiden

avulla.

UV UaVoi + U Vi = UVl

3 3 ’

(U xV),

2

Ui1Via,
UiV + UV

7 ,

Ul Vo + 20V + U Vi

V6

(2.211)

(2.212)

Periaatteessa voisimme redusoida useampienkin vektorioperaattoreiden tai korkeamman
kertaluvun tensorioperaattoreiden tuloja edelli esitetylld tavalla. Tim# menetelmi vaatii
kuitenkin arvaamista ja joka tapauksessa on aina tarkastettava, ettd reduktiot toteuttavat

médritelmét (2.205) tai (2.206). Onneksi redusointi voidaan tehdi systemaattisesti:

Lause 5 Olkoot X*1) ja Z(*2) kertaluvun ky ja ky redusoitumattomia pallotensoreita. Silloin
q1 q2

Tq(k) =Y Z<k1k2; 9192 |k1ks; k‘J)thfl)Zlg?)

q g2

on kertalukua k oleva (redusoitumaton) pallotensori.

Todistus: Osoitetaan, ettd Tq(k) transformoituu kuten (2.205). Nyt

D(R)TPD(R)

YD (kika; q1golkiks; k)

q1 Q2
xD'(R)XFD(R)D'Z¢D(R)
D220 Y (kaks; qrgolkiky; k)
q1 Qg2 qa qé

X(kl)D(kl) (R )Z(k2)rD(k2) ( 71)
Q

q(h QQZ

Z Z Z Z Z Z Z k1k2 l]1(12|k1k2, kq)

k' @1 g2 ‘11 q2 ' q
<klk2a Q1QQ|k1k2a k" I)
« <k1k2; 0 |k1k2; k//q//>D((ZIICqI?(R )Xéfl)z(kz)
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missé olemme sijoittaneet Clebsch-Gordanin sarjakehitelmiin (2.157). Ottamalla huomioon
Clebsch-Gordanin kertoimien ortogonaalisuuden (2.135) saamme

DI(R)TFD(R)

= Z Z Z Z Z 6kk”6qq” <k‘1k‘2, qiq; |k1k2, k”ql>

kll qll q12 qII ql
(k) (1) x (k1) (k)
x D (R X 25,

joka edelleen voidaan kirjoittaa muotoon

DY(R)TMD(R)
k1 k2 k —
= (z > (kaks; q13 |kiko; k) X 2 >> DY)(R™)
¢ \aq @
=S TIDPRY) = DT w
q q

Edells esitetty lause kertoo meille, miten voimme konstruoida tensorioperaattoreita kah-
den tensorioperaattorin tulona. Niemme, ettd menetelm# on tdysin analoginen kahden im-
pulssimomentin yhteenlaskun kanssa: samat Clebsch-Gordanin kertoimet esiintyvit molem-
missa.

Tarkastellessamme sihkémagneetisen kentin vuorovaikutuksia atomeissa ja ytimissid on
usein tarpeen laskea tensorioperaattoreiden matriisielementteji impulssimomentin ominais-
tilojen vililli. Yleisesti ottaen niiden elementtien lasku on hyvin tyo6listi. Kuitenkin matrii-
sielementeilld on tiettyji puhtaasti kinemaattisia tai geometrisia ominaisuuksia, jotka saat-
tavat helpottaa tarkasteluja.

Ensinnikin on voimassa m-valintasddinto:

Lause 6 Tensorioperaattorin Tq(’“) matritsielementille on voimassa
(o, j'm!| TP, jm) = 0,
ellei m' = g+ m.
Todistus: Ominaisuuden (2.209) mukaan
(@, §'m!|[T, TF) = hgT{P e, jm) = [(m' — m)h — gh]
x(a, j'm/ | TP e, jm) = 0,
joten
(a',j’m'\Tq(k)\a,jm) =0,
josm'#q+mm
Eris tarkeimmistd kvanttimekaniikan lauseista on Wigner-Eckartin teoreema:

Lause 7 Impulssimomentin ominaistilojen vililli otetut tensorioperaattorien matriisiele-
mentit toteuttavat yhtilon

(/5" IT%|05)
J2i +1

missd redusoitu matriisielementti (o/j'||T®)||aj) ei ridpu kvanttiluvuista m, m' eiki q.

(o, §'m!|T®|a, jm) = (jk; ma|jk; j'm’)
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Todistus: Koska Tq<k) on tensorioperaattori, se toteuttaa ehdon (2.210), joten

(o, 3'm [T, T |, jm) = B/ (k F @) (k + ¢ + 1)(, 5'm | T8 o, jm).

Sijoittamalla nosto- ja laskuoperaattoreiden matriisielementit, saamme edelleen

VG £m) G F m + 1), 5 F 1T a, jm)
=G Fm)(G£m+ 1), §,m|TPa, j,m = 1)
+ /(b F q)(k £ g+ 1)(c, 5, m'|TE) |, jm).

Jos nyt sijoittaisimme j' — j, m' — m, j — j1, m — mq, k — js ja ¢ — my, niin toteai-
simme, etti yllioleva rekursiokaava on kertoimiltaan tismilleen sama kuin Clebsch-Gordanin
kertoimia sitova palutuskaava (2.139). Molemmat rekursiot ovat muotoa 3; a;;z; = 0, eli
lineaarisia homogeenisia yhtéléryhmis, joilla on samat kertoimet a;;. Meilld on siis kaksi

yhtaloryhmai
Zaz’jij = 0, Zaijyj = 0,
J J

toinen tensorioperaattorin matriisielementeille (z;) ja toinen Clebsch-Gordanin kertoimille
(y;). Nami yhtéloryhmit kertovat, etté

LY Vj ja k kiinnitetty,
Tk Yk
joten z; = cy; suureen c ollessa jokin indeksistd j riippumaton verrannollisuuskerroin.

Niemme siis, etti

(o, §'m'| TP, jm)

= ( luvuista m, ¢ ja m' riippumaton vakio)(jk; mq|jk; j'm').
Kun kirjoitamme verrannollisuuskertoimeksi
(1T lg)
V25 +1
saamme lauseen todistetuksi m

Huomattakoon, etti lauseen todistus ei midrdi nimittijissi olevaa tekijas /27 + 1, joka
on valittu vain mukavuussyisti. Aivan yhtd hyvin se voisi olla mik# tahansa luvuista m, m’
ja ¢ riippumaton funktio kunhan vain redusoidun matriisielementin méiritelmii muutetaan
vastaavasti.

Tamin lauseen mukaan tensorioperaattorin matriisielementti on siis kahden tekijén tulo.
Niistd ensimmiinen on Clebsch-Gordanin kerroin, joka vastaa impulssimomenttien j ja &
yhteenlaskua impulssimomeniksi j'. Tamé kerroin riippuu ainoastaan geometriasta —siit,
miten systeemi on orientoitunut z-akseliin nihden. Se ei sisiilli minkiiinlaisia viittauksia
kyseessiolevaan tensorioperaattoriin. Jilkimméinen tekiji riippuu systeemin dynamiikasta.
Suure « voi tarkoittaa esimerkiksi radiaalista kvanttilukua, jolloin tidmin tekijin miirii-
misessé joudutaan laskemaan radiaalisia integraaleja. Toisaalta se on tdysin riippumaton
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magneettisista kvanttiluvuista m, m' ja ¢, jotka spesifioivat systeemin orientaation z-akseliin
nihden. Voimme siis madriti kaikki niiden kvanttilukujen eri arvoihin liittyvit elementit
(o, 7'm/ \Tq(k) |, jm) pelkiistisin laskemalla niisti yhden.

Clebsch-Gordanin kertoimien symmetriaominaisuuksia kiyttien voimme kirjoittaa
Wigner-Eckartin lauseen mys muotoon

(_1)j_m\/(2j +1)(2k + 1)

25 + 1
= (j'j;m/, —ml5'j; kq) (/5| T®)] o). (2.213)

!

, 5'm! [T o, jm)

(o

Clebsch-Gordanin kertoimien ortonormaalisuusehdon (2.135) avulla voimme kiintis
Wigner-Eckartin lauseen muotoon

() (27 + 1)(2k + 1)
(7T )by = ¢ o

X 3 S (=1YT g, —ml g K e i | TR |a, jm).

(2.214)

Kun j = j', saamme soveltamalla Wigner-Eckartin lausetta vektorioperaattoriin projek-
tioteoreemana tunnetun lauseen:

Lause 8 Olkoot 1 1
Ji1 = :FE(JZE - in) = :FEJi, Jo=J,
impulssimomenttia vastaavan tensorioperaattorin komponentit. Silloin

<al7jm|'] : V|a7]m)
R*5(j +1)

(o, jm[Vola, jm) = (Gm[Jgljm).

Todistus: Kehitelmien (2.212) nojalla voimme kirjoittaa

(o, jm|J - V], gm) = (!, jm|(JoVy — Jp1V_1 — J_1Vi1)a, jm)

= mh{cd/, jm|Vy|a, jm)

# D) G = mer o= 1V i)

h - - ;. )
- EW —m)(j +m+ 1){c, j,m + 1|Vis|a, jm)
= Cim (5| V || aj),

missd Wigner-Eckartin lauseen mukaan kerroin ¢, ei riipu suureista a, o/ eiki V' operaat-
toreiden Vj ja Vi ollessa kaikkien verrannollisia redusoituun matriisielementtiin. Kerroin
Cjm € riipu myoskéén kvanttiluvusta m, silld J - V' on skalaarioperaattori, joten voimme
kirjoittaa sen lyhyesti c;. Koska c; ei riipu operaattorista V', edelld oleva yht&l6 on voimassa
myos silloin kun V' — J ja o/ — «, eli

(a, jm| T |, jm) = B25(j + 1) = ¢;{aj|| T ||ees).
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Kun nyt sovellamme Wigner-Eckartin lausetta operaattoreihin V; ja J,, saamme matriisie-

lementtien suhteille L _ . _
(o, jm'|Vyla, m) _ {5V ]|ej)

(o, g Tle, jm) (e[ Tlleg)

Tamén yhtilon oikea puoli on toisaalta sama kuin

<alajm‘J : V|Oé,]m>
(o, jm|J?|a, jm)

Y

joten

(a',jm|J ) V|Oé,_]m>
(5 +1)

Voimme tarkastella myos yleisempis tensorioperaattoreiden tuloja. Suoraviivainen lasku

niyttas, etts kahden tensorioperaattorin, X ja Z{#2), redusoitumattoman tulon T re-
dusoiduille matriisielementeille on voimassa

(@7 T aj) = Vok +1(=1)F9+7
sz{kl ; 7‘5,}< X500 5") (0" 5"| 252 |ag).

all n ..7

(of, jm'|Vgla, jm) = (gm/[Jgljm) m

(2.215)

Jos operaattorit X (gfl) ja Z(gfz) operoivat eri aliavaruuksissa, voidaan edelleen niyttis, etti

(@' 7157 1 T®|egijad) = /(25 + 1)(24' + 1)(2k + 1)

Jion ki
x 3% gy g2 ke g (A IXE ) (@ 3511 25| aga).
a” j, j k

(2.216)

Tasté erikoistapauksena saadaan kommutoivien tensorioperaattoreiden skalaaritulolle (k =
0,k1 = ko = t) kaava

(271 + 1)(25, +1)
(271 +1)(2j2 + 1)

!0 -

<Oé .71.72).7 mI‘TO(O)‘ajljﬁjm) = 6j’j5m’mJ

(i SO o 2o
a”

(2.217)

Eriss tarked sovellutus viimeksi kirjoitetulle yhtilolle on Legendren polynomien P, matriisie-
lementtien lasku. Nam# polynomit toteuttavat nimittiin yhteenlaskukaavan

Py(cosfyp) = 2l+ 1 ZYm* 01, 901)Y," (0, d2)

47

= 2l+1;(_ )Y (01, 01) Y™ (02, 92), (2.218)
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kun cos 65 = cosf; cos by + sin b, sin 05 cos(p; — @) eli P(cosByy) on tulkittavissa kommu-
toivien tensorioperaattoreiden Y (0, ¢1) ja YV (0,, ¢y) skalaarituloksi. Yhtilosts (2.217)
saadaan nyt

<llll12, ll ,|Pk(COS 012)“1[2; lm)

4:7'(' T m!" x—m! m!
= s (1 Ve 0 0V (060 ) s )

= (=)t 8 \/(211 +1)(205 + 1) (215 + 1)(215 + 1)

Ll s\ (bR B[k kb
X{kzl 12}(0 00)\000) (2.219)

Jos kahden hiukkasen viilinen potentiaali on esimerkiksi muotoa

1 1

— = , (2.220)
T12 \/?"%+T%-27"1?"2COS012
niin tdm# on kehitettivissi Legendren polynomien sarjana
— = Z k+1 (cos b12), (2.221)

T2 p=oT>

missé . on pienempi ja r- suurempi muuttujista r; ja ro. Tulosta (2.219) kiiyttiien voimme
laskea tdimin kehitelmin termien matriisielementit silloin, kun hiukkasten kokonaisrataim-
pulssimomentti [ on hyvi kvanttiluku.
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Luku 3

Symmetria kvanttimekaniikassa

3.1 Symmetriat, liikevakiot ja degeneraatiot

Jos klassisen mekaniikan Lagrangen funktio £, joka riippuu yleistetyistd koordinaateista g;
ja nopeuksista ¢;, on invariantti koordinaattimuunnoksissa

g — ¢ + 6q;, (3.1)
niin kanonisesti konjugoitu impulssi
oL
;= — 3.2
Pi= g (3.2)
on liikevakio, t.s.
dp;
— =0. 3.3
- (3.3)
Tama nahdasn Lagrangen liikeyhtidlosta
d (0L oL
— | =] —=—=0, (3.4)
dt \ 0¢; 0q;
missi invariantisuudesta johtuen
oL
= 0. 3.5
9 (3.5)

Jos siis Lagrangen funktio £ ei muutu siirroksissa (3.1), niin on olemassa siilyvi suure.
Samalla tavoin formuloitaessa klassinen mekaniikka kiyttien Hamiltonin funktiota H,
joka riippuu muuttujista ¢; ja p;, on impulssi p; liikevakio, eli

dp;

n =0, (3.6)
aina kun vy
aa, =0. (3.7)

Toisin sanoen, kun H on symmetrinen operaatioissa ¢; — ¢; + 0¢;, niin on olemassa siilyvi
suure.

71
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Kvanttimekaniikassa olemme oppineet assosioimaan unitaarisen operaattorin, S, sellaisiin
operaatioihin kuin translaatio ja rotaatio. Operaattoria & on tapana kutsua symmetriao-
peraattoriks: riippumatta siité, onko tarkasteltavalla systeemilli kyseistd symmetriaa vai ei.
Olemme edelleen nihneet, ettd voimme kirjoittaa jonkin Hermiten operaattorin G' avulla
symmetriaoperaatiot muotoon

1€
S=1-— EG (3.8)

silloin, kun ne poikkeavat infinitesimaalisen vihiin identiteettioperaatiosta. Operaattoria G
olemme sanoneet kyseisen symmetriaoperaation generaattoriksi.
Oletetaan nyt etti Hamiltonin operaattori on invariantti operaatioissa S, eli

S'HS = H. (3.9)

Tami on ekvivalenttia sen kanssa, etti

(G, H] =0, (3.10)
joten Heisenbergin liikeyht#lon
96 _ Ly b (3.11)
T ‘
perusteella
dG
— =0. 3.12
pm (3.12)

Heisenbergin formalismissa observaabeli G' on siis liikevakio. Jos H on invariantti esimer-
kiksi translaatioissa, niin impulssi on liikevakio, tai jos H on invariantti rotaatioissa, niin
impulssimomentti on liikevakio.

Katsotaan tilannetta myds Hamiltonin H kanssa kommutoivan operaattorin G ominais-
vektorien kannalta. Oletetaan, etti hetkelld ¢5 systeemi on operaattorin G ominaistilassa
|g'). Jonakin myshemp#ni hetken# ¢ systeemin tila, joka aikakehitysoperaattorin U(t, %)
avulla on lausuttavissa muodossa

‘glatﬂ;t> = U(ta t0)|gl>a (313)

on edelleen operaattorin G ominaisarvoon ¢’ liittyvi ominaistila, silléi aivan ilmeisesti G ja
U(t, to), joka on rakennettu pelkistisin Hamiltonin operaattoreista H, kommutoivat. Toisin
sanoen, jos tila joskus on operaattorin G' ominaistila, se on sitdi aina vieldp#i vastaavan
ominaisarvon siilyessd muuttumattomana.

Katsotaan nyt, miten degeneraatio liittyy symmetriaan. Oletetaan, etti Hamilton H on
invariantti symmetriaoperaatiossa S:

[S,H] = 0. (3.14)

Merkitiin energian ominaistiloja symbolilla |n) ja vastaavia ominaisarvoja symbolilla E,.
Talloin myos S|n) on energiaan E, liittyvi ominaistila, silli

H(S|n) = SH|n) = E,S|n). (3.15)
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Jos nyt |n) ja S|n) ovat eri tiloja, liittyy samaan ominaisarvoon F, kaksi ominaistilaa,
eli nimi tilat ovat degeneroituneita. Symmetriaoperaatio S on usein karakterisoitavissa
jatkuvalla muuttujalla A. T#lloin kaikilla tiloilla S(A)|n) on sama energia.

Tyypillinen esimerkki jatkuvista muuttujista riippuvasta symmetriaoperaatiosta on ro-
taatio D(R). Jos nyt Hamilton on invariantti rotaatioissa, eli

[D(R), H] =0, (3.16)
niin silloin on my&s voimassa
[J,H) =0, [J* H]=0. (3.17)

Voimme siis muodostaan operaattoreitten H, J? ja .J, yhtiaikaiset ominaisvektorit |n; jm).
Nyt myos jokainen rotatoitu tila D(R)|n;jm) on samaan energiaan kuuluva Hamiltonin
ominaistila. Edellisessé luvussa n#imme, ettd D(R)|n; jm) on (2j + 1) riippumattoman tilan
superpositio

D(R)|n; jm) Z |n; jm') D1, (R). (3.18)

Kun rotaatiota R karakterisoivat parametrit muuttuvat, muuttuu myos lineaarikombinaatio.
Koska kaikilla mahdollisilla tiloilla D(R)|n; jm) on sama energia, tdytyy jokaisella tilalla
|n; jm) kvanttiluvusta m riippumatta olla sama energia. Degeneraatio on siis (25 + 1)-
kertainen. Sama tulokseen oltaisiin myos paidytty siitd, ettdi kaikki eri kvanttiluvun m
arvoihin liittyviit tilat saadaan tilasta |n;jm) soveltamalla siihen periikkiiin operaattoreita
J4, jotka kommutoivat Hamiltonin H kanssa.

Katsotaan er#i#ind sovellutuksena atomista elektronia, jonka potentiaali on muotoa V' (r)+
VisL - S. Koska seki r etti L - .S ovat rotaatioinvariantteja, oletamme, etti jokainen
atominen energiataso on (2j + 1)-kertaisesti degeneroitunut. Jos atomi kuitenkin on z-
akselin suuntaisessa magneettikentissi, niin rotaatiosymmetria siirkyy ja (2j + 1)-kertainen
degeneraatio poistuu. Eri magneettisen kvanttiluvun m arvoihin liittyvilla tiloilla ei en#é
ole sama energia.

3.2 Pariteetti

Symmetriaoperaattorit, joita tihin mennessd olemme kiisitelleet, ovat olleet jatkuvia —
operaatioita, jotka ovat toteutettavissa tekemilli perikkiisis infinitesimaalisia operaatioita.
Kvanttimekaniikassa on myos sellaisia symmetriaoperaatioita, joita ei voida konstruoida infi-
nitesimaalisista muunnoksista. Tarkastelemme n#isti kolmea: pariteettia, hilatranslaatioita
ja ajankisantod.

Aloitamme pariteetti- eli avaruuden kisintooperaatiosta. Sovellettaessa pariteettioperaa-
tiota koordinaattisysteemiin muuttuu se oikeakiitisestd vasenkiitiseksi: v — —z,y —
—y,z — —z. Kuitenkin, aivan kuten rotaatioiden yhteydessi, omaksumme tissikin ak-
tiivisen tarkastelukulman, toisin sanoen katsomme mik# vaikutus pariteettioperaatiolla on
tilavektoreihin. Jos alkuperiinen tila on |a), niin tarkastelemme tilaa, joka saadaan sovelta-
malla sithen avaruuden kiiintéoperaattoria m:

o) — ). (3.19)
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Operaattorin 7 oletamme olevan unitaarinen. Luonnollinen vaatimus on, etti operaattorin
x odotusarvon tiytyy vaihtaa merkkii tissi operaatiossa, t.s.

(a|nter|a) = —(a|z|e), (3.20)

olipa tila |o) miki tahansa. Tém# on mahdollista vain, jos

ler = —a, (3.21)
eli

T = —xT (3.22)
operaattorin 7 ollessa oletuksemme mukaan unitaarinen. Operaattorit « ja =
anttkommutoivat.

Kun sovellamme avaruuden kiintooperaattoria paikan ominaistilaan |2'), niin antikom-
mutaatiosiinnén mukaan on voimassa

zr|le') = —7mzx|z') = (—z')7|x'). (3.23)

Tila 7|z') on siis paikkaoperaattorin & ominaisarvoon —a' liittyvéi ominaistila, joten vai-
hetekijas lukuunottamatta sen tiytyy olla sama kuin | — ’). Tiksi m#drisimittomiksi
vaihetekijiksi on tapana valita +1, jolloin

mle') =| - a'). (3.24)

Soveltamalla tihén vield kerran operaattoria 7 nihdién, ettd 72|z') = |z'), joten 72 = 1.
Tastd voimme piiitelld ettd operaattorin m ominaisarvot voivat olla vain +1 tai —1 ja etti
7 el ole vain unitaarinen vaan myos hermiittinen:

ml=qal =1 (3.25)

Pariteettioperaattorin efekti impulssioperaattoriin nihdisin tarkastelemalla translaa-
tioita: translaation, jota seuraa avaruuden kiinto, tiytyy olla sama kuin avaruuden kiinto,
jota seuraa translaatio vastakkaiseen suuntaan. Formaalisti tdm# on kirjoitettavissa muo-
dossa

7T (dz') = T(—dz')r. (3.26)

Sijoittamalla tihiin translaatio-operaattorin eksplisiittisen lausekkeen nihdiin, ettd impuls-
sioperaattori p toteuttaa fysikaalisesti mielekkiiin relaation

{m,p} =0 eli n'pr = —p, (3.27)

toisin sanoen vaihtaa merkkinsi pariteettioperaatiossa.
Pariteettioperaation vaikutus rataimpulssimomenttiin

L=xxp (3.28)

on helppo niihdi, silli seki p etti x ovat parittomia. Operaattori L on siten invariantti
avaruuden k#finnossi:

[r, L] = 0. (3.29)
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Spin-impulssimomentin transformaatio-ominaisuudet ovat piiteltivissi siitd, ettd J on ro-
taatioiden generaattori. Avaruudessa R? pariteettioperaatiota vastaa matriisi

-1 0 0
P = 0o -1 0 [, (3.30)
0 0 -1
joten aivan ilmeisesti
PR =RP (3.31)

mille tahansa rotaatiolle R € O(3). Kvanttimekaniikassa on luonnollista postuloida, ett&
vastaavat unitaariset operaattorit toteuttavat saman relaation:

7mD(R) = D(R)m. (3.32)
Jos nyt tarkastelemme infinitesimaalisia rotaatioita D(en) = 1 — iJ - nie/h, ndemme, etti
[m,J] =0elinlJr = J. (3.33)

Siis my6s spin S (= J — L) transformoituu kuten L.

Rotaatioissa « ja J transformoituvat samalla tavoin —ne ovat molemmat vektoreita
tai kertaluvun 1 pallotensoreita. Kuitenkin x (samoin kuin p) on pariton kun taas J on
parillinen avaruuden kiinnossi. Pariteettioperaatiossa parittomia vektoreita kutsutaan po-
laarisikst ja parillisia aksiaalisikst tai pseudovektoreiksi.

Katsotaan nyt sellaisia operaattoreita kuin S - . Rotaatioissa ne kiyttiytyvit kuten
tavalliset skalaarit, jollaisia ovat esimerkiksi S - L tai @ - p. Avaruuden kii#nnossi niiden
ominaisuudet poikkeavat toisistaan, silli

'S xr=-8 (3.34)
tavallisten skalaarien toteuttaessa relaation
mL-St=L-8S. (3.35)

Operaattori S - & on esimerkki pseudoskalaarista.
Jos 1 on tilaan |«) liittyvé spinittémén hiukkasen aaltofunktio, t.s.

(') = (@' o), (3.36)
niin avaruusinvertoidun tilan 7|a) aaltofunktio on
(@'|r|e) = (—a'|a) = Y(—a). (3.37)
Oletetaan nyt, ettd |) on pariteetin ominaistila eli
m|a) = +|a). (3.38)
Vastaava aaltofunktio toteuttaa silloin ehdon

Y(==') = (a|r|a) = +(z'|a) = £¢('), (3-39)
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eli se on argumenttinsa parillinen tai pariton funktio.

Kaikilla fysikaalisesti mielekkiills aaltofunktioilla ei ole mairittys pariteettia. Katsotaan
esimerkiksi impulssin ominaistilaa. Impulssioperaattori antikommutoi pariteettioperaattorin
kanssa, joten ei ole oletettavissa, ettdi impulssin ominaistila olisi my6s pariteetin ominais-
tila. Tam# nihd#in myo6s helposti siité, ettd impulssin ominaisfunktio on tasoaalto, joka ei
toteuta relaatiota (3.39).

Rataimpulssimomentin ominaistila on oletettavasti myos pariteetin ominaistila, silli L ja
7 kommutoivat. Operaattoreiden L? ja L, yhteisen ominaistilan |a, Im) (symboli o esittiii
systeemin muita fysikaalisesti relevantteja kvanttilukuja) kiyttiytyminen avaruuden ki#in-
nossi on helpoimmin nihtivissi vastaavan aaltofunktion ominaisuuksista. Kirjoitetaan tdmé
aaltofunktio muotoon

R, (r)Y™(0, ¢) = (|, Im). (3.40)

Pallokoordinaateissa muunnosta £’ — —=z’ vastaa muunnos

r o — T
8 — m—0 (cosf — —cosb)
¢ — ¢+m (M — (=1)me™), (3.41)

Kiayttaen eksplisiittista esitysta

20+ 1)(I —m)!

Y(6, ) = (—1)m\] Sy B0 (3.42)
tarkastellaan erikoistapausta m = 0:
20+ 1
Y20, 6) = Z Py(cos 0). (3.43)

Riippuen Legendren polynomin asteluvusta [ se on joko parillinen tai pariton:
P(-2) = (-1)'P(2). (3.44)
Olemme siis saaneet relaation
(2'|7|a, 10) = (=1)Y{=x'|x, 10), (3.45)
joten tilavektorit toteuttavat ehdon
7|a, 10) = (=1)%ev, 10). (3.46)

Koska 7 ja Ly kommutoivat, ovat myos tilat L7 |« [0) « |«, 1, £7), verrannollisuuskertoimen
ollessa ei negatiivinen, operaattorin 7 ominaisarvoon (—1) liittyvis ominaistiloja. Rataim-
pulssimomentin ominaistiloilla on siten definiitti pariteetti:

mla, Im) = (—=1)!|a, Im). (3.47)

Energian ominaistilojen pariteettiominaisuuksia siitelee erittéin tirked lause:



3.2. PARITEETTI 7

N~

Symmetrinen |S) Antisymmetrinen | A)

Kuva 3.1 Symmetrisen kaksoiskuoppapotentiaalin kaksi alinta tilaa.

Lause 9 Jos
[H,7]| =0,

ja |n) on Hamiltonin H degeneroitumaton ominaisarvoon E, liittyvi ominaistila, t.s.
Hn) = Eq|n),
niin |n) on myds pariteetin ominaistila.

Todistus: Ominaisuutta 72 = 1 kityttien on helppo havaita, etti tila

L1+ m)n)
2
on pariteetin ominaisarvoon +1 liittyvi ominaistila. Tém# on toisaalta myts Hamiltonin H
ominaistila energian ollessa FE,. Koska oletimme tilan |n) olevan degeneroitumaton, tiytyy
tilojen |n) ja (1+m)|n) olla vaihetekijad lukuunottamatta samat, joten tila |n) on pariteetin
ominaisarvoon +1 liittyvi ominaistila m

Esimerkkin# olkoon yksinkertainen harmoninen oskillaattori. Sen ominaistilat ovat de-
generoitumattomia ja Hamilton parillinen, joten lauseen ehdot ovat voimassa. Perustilan
aaltofunktio on Gaussin funktiona parillinen. Ensimméinen viritystila on pariton, seuraava
parillinen j.n.e.

On erittiin tirkedis huomioida lauseen 9 degeneroitumattomuusoletus. Esimerkiksi im-
pulssin ominaistila ei ole pariteetin ominaistila, vaikka aivan ilmeisesti onkin vapaan hiukka-
sen, pariteettioperaatiossa invariantin, Hamiltonin ominaistila. Syyn# on se, ettd energian
ominaistilana |p’) on degeneroitunut —tilalla |—p') on sama energia. Toisaalta voimme muo-
dostaa niisti superpositiona pariteetin ominaistilat 1/v/2(|p’) &= | — p')), jotka ovat myos
energian degeneroituneita ominaistiloja. Aaltofunktioiden kielelld voidaan sama asia ilmaista
sanomalla, etts funktiot e*P" T'/? eiviit ole parillisia eiviitkd parittomia, mutta cosp’ - &' /A
jasinp’ - «'/h ovat.

Katsotaan vield esimerkkini kvanttimekaniikan alkeista tuttua symmetristi kaksoiskaivo-
probleemaa. Kuvassa 3.1 on niiytetty kahden alimman tilan aaltofunktiot. Tiedimme, etts
perustilassa |S), jonka energia on Eg, aaltofunktio on symmetrinen. Ensimmiisen viritetyn
tilan |A) aaltofunktio taas on antisymmetrinen. Vastaava energia E4 on jonkin verran suu-
rempi kuin Fg. TAm# ero pienenee keskeisvallin kasvaessa. Tilat |.S) ja |A) ovat Hamiltonin
H ja pariteetin 7 yht#aikaisia ominaistiloja. Voimme muodostaa superpositiot

1

|R) = —=(15) +14)) (3.48)

S

2
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ja
1
L) = E(IS) — [A)). (3.49)

Tilan (3.48) aaltofunktio on lokalisoitunut enimmikseen oikeaan ja tilan (3.49) aaltofunktio
vasempaan laitaan. Ne eiviit ilmeisestikiin ole pariteetin ominaistiloja; pariteettioperaa-
tioissa ne vaihtuvat toisikseen. Ne eivit ole myoskddn energian ominaistiloja vaan esimerk-
keji ei-stationddrisisti tiloista. Olkoon hetkelld o = 0 systeemin tila |R). Myohempini
hetkeni ¢ systeemin tilaa kuvaa tilavektori

1 - .
[Boto=08) = —2(eS) +e 5 A))
= emEsUn(|G) 4 HEAESHIA| 4y (3.50)

V2

Hetkelld t = T'/2 = 2wh/2(E4 — Es) systeemi on puhtaassa |L)-tilassa ja hetkelld ¢ = T jil-
leen puhtaassa alkutilassaan |R). Systeemi oskilloi tilojen |R) ja |L) vililla kulmanopeudella
w=Ta—Es (3.51)

h

Oskillaatio voidaan tulkita myds kvanttimekaaniseksi tunneloitumiseksi. Alunperin oi-
kealla puolella oleva hiukkanen voi tunneloitua #irellisen potentiaalivallin l:ipi vasemmalle
ja takaisin. Annetaan nyt keskeisvallin kasvaa diirettomén korkeaksi. Silloin tilat |.S) ja |A)
tulevat degeneroituneiksi, joten tilat (3.48) ja (3.49) ovat molemmat energian mutta eivit
pariteetin ominaistiloja. Jos systeemi joskus on tilassa |R), se pysyy siini ikuisesti. Keskeis-
vallin ollessa #irettomin korkea tunneloituminen puolelta toiselle ei ole mahdollista. Kun
on olemassa degeneraatiota, fysikaalisesti realisoituvan tilavektorin ei tarvitse olla pariteetin
ominaistila. Vaikka Hamilton H onkin symmetrinen avaruuden kiinndssi, sen degeneroitu-
neet ominaistilat eiviit vilttimitta tottele samaa symmetriaa.

Askeinen tapaus on yksinkertainen esimerkki sdirkyneesti symmetriasta (broken sym-
metry) ja degeneraatiosta. Luonnossa on loputon méiird vastaavanlaisia tilanteita. Fer-
romagneetissa rauta-atomien Hamilton on rotaatioinvariantti. Siitd huolimatta ferromag-
neetilla on avaruudessa tietty suunta, joten sen perustilat, joita on #direttomin monta, eivit
ole rotaatioinvariantteja. Perustiloissa kaikkien atomien spinit ovat yhdensuuntaisia.

Pariteetti on tirked myss siind mielessi, etti se kieltd# tietyn tyyppiset transitiot tilasta
toiseen. Oletetaan, etté tilat |«) ja |3) ovat pariteetin ominaistiloja:

Tla) = éala)

78) = eslB). (3.52)
Tissi €, ja €g ovat tilojen pariteetit (+1). Nyt
(Ble|a) = (B|nTrerin|0) = —eqes(Blz|a), (3.53)

joten
(Blz|a) = 0 ellei €, = —eg. (3.54)
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—— Qg —— @ —— QG —— a4 —

(a)

—— 0 ——F— 4 e A e 4

(b)
Kuva 3.2 Yksidimensioinen a-periodinen potentiaali.

Ominaisuutta (3.54) kutsutaan pariteetin valintasdinndoksi. Se m.m. kertoo, etti atomeissa
radiatiiviset transititot ovat mahdollisia vain sellaisten tilojen vililld, joilla on vastakkai-
nen pariteetti. TAm# johtuu siitd (kuten myshemmin nfiemme), etti transition aiheuttava
sihkomagneettinen kenttd on verrannollinen operaattoriin .

Eris seuraus siéinnosti (3.54) on, ettd systeemin Hamiltonin ollessa invariantti pariteet-
tioperaatioissa ei degeneroitumattomilla energian ominaistiloilla voi olla pysyvas siahkoisti
dipolimomenttia. Lauseen (9) mukaan nimittdin degeneroitumaton ominaistila |n) on pari-
teetin ominaistila jolloin pariteetin valintasiinto kertoo, etti:

(n|z|n) = 0. (3.55)

Valintasidiintd (3.54) voidaan yleistis koskemaan kaikkia operaattoreita, jotka ovat pa-
rittomia pariteettioperaatioissa —esimerkiksi p ja S - . Niill4d on nollasta poikkeavat mat-
riisielementit vain vastakkaista pariteettia olevien tilojen vililla.

3.3 Hilatranslaatiot

Hilatranslaatiot ovat diskreetteji symmetriaoperiaoperaatioita, jotka ovat erittiin tirkeits
kiintesin aineen fysiikassa. Tam# symmetria on seuraus siiti, etté kiintesissi aineessa atomit
ovat jirjestiytyneet itsedsintoistavaksi geometriseksi rakenteeksi, hilaksi.

Tarkastellaan yksiulotteista periodista potentiaalia V (z+a) = V(z) (Kuva 3.2) —yleistys
kolmeen ulottuvuuteen on suoraviivainen. Tilldisen potentiaalin voisi kokea esimerkiksi
elektroni liikkuessaan positiivisten, siinnéllisin vilein toistuvien ionien ketjussa. Systeemi#
hallitseva Hamiltonin operaattori ei yleensi ole invariantti mielivaltaisissa translaatioissa
7(1):

T Ner(l) =z +1, 7(0)|2') = |2' +1). (3.56)
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Kuitenkin, silloin kun / on tismiilleen sama kuin hilan periodi a, on voimassa
1(a)V(2)7(a) = V(z + a) = V(). (3.57)

Koska Hamiltonin operaattorin kineettistd energiaa vastaava operaattori on translaatioinva-
riantti, koko Hamilton H toteuttaa ehdon

7(a)H7(a) = H. (3.58)
Translaatio-operaattori on unitaarinen, joten
[H,7(a)] =0, (3.59)

ja on siis mahdollista diagonalisoida H ja 7(a) samanaikaisesti. Vaikka 7(a) on unitaarinen,
se ei ole Hermiten operaattori. Sen ominaisarvojen ei siis tarvitse olla reaalisia.

Ennen kuin m##rdsimme operaattorin 7(a) ominaisarvot ja -tilat, tarkastellaan sellaista
periodista systeemi#, jossa hilapisteiden vilinen potentiaalivalli on diirettomin korkea (Kuva
3.2(a)). Ilmeisestikin tila, jossa hiukkanen on lokalisoitunut jonkin hilapisteen ympéristéon
—soluun, on kelvollinen ehdokas systeemin perustilaksi. Merkitiin symbolilla |n) hilasoluun
n lokalisoituneen hiukkasen tilaa. Tdm# on energian ominaistila: H|n) = Eg|n). Sen aalto-
funktio (x'|n) on nollasta poikkeava vain hilasolussa n. Kuitenkin mihin muuhun tahansa hi-
lasoluun lokalisoitunut samanlainen tila, jolla silloin on myos energia Ey, on aivan yhtid hyva
perustila. Systeemill on siis numeroituvasti dsireton miirs perustiloja [n), n = —o0, ..., 0.

Tila |n) ei ilmeisestikiiin ole hilatranslaatio-operaattorin 7(a) ominaistila, silli se toteut-
taa ehdon

7(a)|n) = |n + 1). (3.60)

Huolimatta siitd, ettd 7(a) ja H kommutoivat, energian ominaistila |n) ei ole operaattorin
7(a) ominaistila. T#ssd ei kuitenkaan ole mitéin ristiriitaista, silld systeemimme on Héreton-
kertaisesti degeneroitunut. Jos tilldinen degeneraatio on olemassa, ei avaruutta hallitsevan
symmetrian tarvitse heijastua energian ominaistiloissa. Tiedimme, ettd on olemassa ener-
gian ominaistila, jolla on my¢s hilatranslaatioiden symmetria. Tehtivimme on nyt etsid
tdmi tila.

Kokeillaan superpositiota

0) = _fj ey (3.61)

missid @ on reaalinen parametri ja —7 < # < 7. Viitdmme, ettd |#) on sekdi Hamiltonin
H ettd hilatranslaation 7(a) ominaistila. Néistd ensimméinen viite on selvd, silld jokai-
nen tiloista |n) on ominaisarvoon Ejy kuuluva energian ominaistila. Jélkimmaéisen viitteen
paikkansapitivyys nihdisin seuraavasti:

7(a)|f) = Z e+ 1) = Z ei("_1)0|n)
=e ?|9). (3.62)

Tita operaattoreiden H ja 7(a) yhtidaikaista ominaistilaa karakterisoi jatkuva reaalinen pa-
rametri 6, josta energian ominaisarvo Fy on t#ysin riippumaton.
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Katsotaan nyt realistisempaa systeemii, jossa hilapisteiden vilinen potentiaalivalli ei ole
ddrettomin korkea. Voimme edelleenkin konstruoida hilasoluihin lokalisoituneet tilat |n),
jotka toteuttavat ehdon 7(a)|n) = |[n+1). Nyt kuitenkin kvanttimekaanisesta tunneloitumi-
sesta johtuen n#mi tilat voivat ”vuotaa” naapurisoluihin —aaltofunktioiden (z'|n) hénnét
ulottuvat ldhisoluihin. Translaatiosymmetriasta johtuen Hamiltonin H diagonaalielementit
kannassa {|n)} ovat kaikki keskenifin yhtisuuria:

(n|Hn) = Ey. (3.63)

Emme kuitenkaan oleta Hamiltonin olevan tiysin diagonaalinen tisséi kannassa. Oletetaan
nyt, etti vierekkiisten pisteiden viilinen valli on korkea, mutta #irellinen. Silloin on ilmeises-
tikin jarkevai jattdda huomiotta Hamiltonin H matriisielementit toisistaan kaukana olevien
tilojen vililla. Oletetaan, etti ainoat varteenotettavat ei-diagonaaliset matriisielementit saa-
daan vierekkiisten tilojen vililla, t.s.

(n'|H|n) # 0 vain jos n' =n tain’ =n + 1. (3.64)

Kiinte#in aineen fysiikassa titd oletusta sanotaan tiukan sidoksen aproksimaatioksi (tight
binding approximation). Mairitellisin suure A seuraavasti:

(n+1/Hn) = —A. (3.65)

Hamiltonin translaatiosymmetriasta johtuen A ei riipu hilapisteestd n. Kun kiiyttimimme
kanta {|n)} on ortogonaalinen, saamme

H|n) = Ey|n) — Aln+ 1) — Aln — 1), (3.66)
joten |n) ei ole energian ominaistila.

Muodostetaan jilleen lineaarikombinaatio

o0

)= 3 emn). (3.67)

n=—oo

Tila |#) on jilleen hilatranslaation 7(a) ominaistila. Kun operoimme siihen Hamiltonin
operaattorilla, saamme

HY e™ny = Ey> e™ny—A> e™n+1)—AY e |n—1)
= E, Zein0|n> _ Az(ema—ie + ein9+i9)|n>
= (Ey—2Acos6) ) e™|n). (3.68)

Oleellinen ero timiin ja edellisen tilanteen vililli on se, etti nyt energia riippuu parametrista
f. Kun A on #irellinen, degeneraatio poistuu ja energia voi saada kaikki arvot vililtd Fy—2A
ja Ey + 2A.

Nihdiksemme, miki on parametrin 6 fysikaalinen merkitys, tarkastellaan aaltofunktiota
(«'0). Translatoidussa tilassa 7(a)|#) aaltofunktio on

(2'|7(a)|0) = (' — alf), (3.69)
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kun annamme operaattorin 7(a) vaikuttaa vasemmalle paikan ominaistilaan (z'|. Jos 7(a)
operoi oikealle tilaan |f), saamme

(z'|7(a)|0) = e~ (z|6), (3.70)

joten on voimassa

(z' — a|0) = (2']0)e ™. (3.71)

Tama yhtilo ratkeaa sijoittamalla
(2'|6) = e* uy(2'), (3.72)

kun 0 = ka ja ug(z') on periodinen funktio periodin ollessa a. Olemme johtaneet Blochin
teoreemana tunnetun lauseen:

Lause 10 Translaatio-operaattorin 7(a) ominaistilan |0) aaltofunktio voidaan kirjoittaa ta-
soaallon €**' ja funktion, jonka periodi on a, tulona.

Huomattakoon, ettd johtaessamme lausetta kilytimme ainoastaan sité tosiasiaa, ettéd |6) oli
operaattorin 7(a) ominaisarvoon e? liittyvi ominaistila. Blochin teoreema on voimassa,
vaikka tiukan sidoksen approksimaatio ei pitiisikiin paikkaansa.

Voimme nyt tulkita aikaisemman tuloksemme (3.68). Tieddimme, ettd vastaava aalto-
funktio on aaltovektorin k£ karakterisoima tasoaalto, jota moduloi periodinen funktio u(z').
Kun # vaihtelee miniminsi —7 ja maksiminsa 7 vililli, aaltovektori saa vastaavasti arvot
minimistd —7 /¢ maksimiinsa 7/a. Energian ominaisarvo F riippuu nyt aaltovektorista k
kuten

E(k) = Ey — 2A cos ka. (3.73)

Huomattakoon, etti tim# energian dispersiorelaatio on riippumaton potentiaalin eksaktista
muodosta niin kauan kuin tiukan sidoksen aproksimaatio on voimassa. Sallitut energian
arvot vililla Fy — 2A ja Ey 4+ 2A muodostavan Brillouinin vyond (Brillouin zone) tunnetun
jatkumon.

Tarkastelumme on kiisitellyt vain yht# hiukkasta periodisessa potentiaalissa. Realistisissa
tilanteissa on tarkasteltava monien elektronien muodostamia systeemeji. Elektronit noudat-
tavat Paulin kieltosdéntod, jolloin tiettyd energiatilaa kohti voi olla vain d#rellinen mésdri
(riippuen muista vapausasteista kuten spin) elektroneja. T#lloin syntyy tilanteita, joissa
energiavyot alkavat tayttyd. Metallien, puolijohteiden ja eristeiden kvalitatiiviset karakteris-
tiset ominaisuudet ovat ymmaérrettivissi hilatranslaatioinvarianssin ja Paulin kieltosiéinnon
perusteella.

3.4 Ajankiainto

Ajank#iiinto, tai paremminkin liikkeen kiiinto, tarkoittaa klassisessa mekaniikassa siti, etti
voimakentiissi liikkuvan hiukkasen Newtonin liikeyhtil6t ovat invariantteja muunnoksessa
t — —t: jos x(t) on yhtilon

m& = —VV(x) (3.74)
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ratkaisu, niin myos x(—t) on ratkaisu. Jos hiukkanen hetkelld ¢ = 0 on p#itynyt pisteeseen
z(t = 0), niin asettamalla impulssin alkuarvoksi p|;—¢ — —p|s=o hiukkanen seuraa trajek-
toria x(—t) takaisin lihtopisteeseensii. Huomattakoon, etti liikeyht#lossi (3.74) ei esiinny
dissipatiivisia voimia. Nam# tuhoaisivat liikkeenkiifintdinvarianssin.

Koska aaltomekaniikan perusyhtilossi

LI G
ih = (—%v + v) " (3.75)

on ajan ensimméinen derivaatta, ei ¢(x, —t) ole ratkaisu, vaikka 9 (x,t) olisikin. Toisaalta
funktio ¢*(x, —t) on ratkaisu. Kvantimekaniikassa ajanka#nnolli on siis ilmeisestikin jotakin
tekemistid kompleksiskonjugoinnin kanssa.

Tarkastellaan symmetriaoperaatiota

o) — [&), [B) — |B)- (3.76)
Aikaisemmin olemme vaatineet, etti skalaaritulo on invariantti kyseisissi operaatioissa, t.s.
(Bla) = (Bla). (3.77)

Tami ehto toteutuu, kun vastaava symmetriaoperaattori U on unitaarinen:
(Ble)y — (BIUTU|a) = (Blv). (3.78)

Jos ajankisinnossi todellakin tarvitaan kompleksiskonjugointia, niin ehto (3.77) on liian
rajoittava. Asetamme sen sijaan lievemmiin ehdon

[(Bla)| = [(Bla)]. (3.79)

Jos symmetriaoperaatio toteuttaa ehdon (3.77), se aivan ilmeiseti toteuttaa myds ehdon
(3.79). Tami ei kuitenkaan ole ainoa mahdollisuus. Ehto

(Bl&) = (Bla)* = (a|B) (3.80)

kelpaa yhtid hyvin. Vastaava symmetriaoperaattori ei kuitenkaan voi olla unitaarinen. Sen
vuoksi miirittelemme:
Transformaatio

la) — &) =bla), |B) — [B) =0|B)
on antiunitaarinen, jos
(Blay = (a]B)"
O(cila) + c2|B)) = cifla) + c30]B).
Operaattori 6 on antiunitaarinen operaattori. Jos operaattori toteuttaa vain jilkimmdisen
ndistd kahdesta ehdosta, siti sanotaan antilineaariseksi.

Madritellisin kompleksiskonjugointioperaattori K siten, etti se muuntaa jokaisen oikella
puolellaan olevan tilavektoria kertovan skalaariluvun kompleksiskonjugoiduksi luvuksi:

Kcla) = ¢"K|a). (3.81)
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Jos nyt tila |a) on kehitetty kantatilojen {|a’)} avulla, on operaattorin K vaikutus tidhin
kehitelm#in yhtilon

@) = Z ') {a'lo) = |@) = Y (d'[a)"K|d)
= 2 {dla)"la’) (3.82)

mukainen. Operaattori K ei siis muuta kantatiloja |a'). T#té voidaan perustella sill, ettd
kannassa {|a’)} esitetty tila |a’) kuvautuu pystyvektoriksi

0
0

(3.83)

—_

0
johon kompleksiskonjugointi ei vaikuta milléin tavalla. Operaattorin K efekti riippuu siis
kantatilojen valinnasta.

Jos operaattori U on unitaarinen, niin operaattori # = UK on antiunitaarinen. Ensin-
nikin sille on voimassa

O(cila) + c2|B)) = UK(ci|a) + 2| 3))
= (UK|a) + UK|B))
= (cif|a) + c30(5)), (3.84)

joten se on antilineaarinen. Toiseksi kehittimalld tilat |a) ja |3) jossakin tiydellisessd kan-
nassa {|a')} saadaan

= (ald)Uld") (3.85)

ja 3 3
B) = S@18)Ula)) = (B = S (d|B){a'|U", (3.56)
joten

(Blay = > (a"[B){a"|U'T]a"){(ala’)

aII al

= > {ala’{d'|B) = (alB)

al

= (fla)" (3.87)
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Operaattori # on siis todellakin antiunitaarinen.
Palataan nyt ajankiintooperaatioon. Merkitisin vastaavaa operaattoria symbolilla © ja
tarkastellaan muunnosta
la) — Ola), (3.88)

missi ©|a) on aikakiifinnetty —paremminkin liikekifinnetty— tila. Jos |a) on impulssin
ominaistila [p'), tulisi tilan O]«a) olla vaihetekijis lukuunottamatta sama kuin | — p').

Jos systeemi hetkellsd ¢ = 0 on tilassa |«), se hieman myshempéns hetkend ¢ = 6t on
tilassa

sty = 05 = 1) = (1 - %&) ) (3.89)

operaattorin H ollessa aikakehitystéd hallitseva Hamiltonin operaattori. Sovelletaan nyt sys-
teemiin hetkelld ¢ = 0 ajankisintooperaattoria © ja annetaan systeemin kehittyd Hamiltonin
H alaisena. Hetkelld 6t systeemi on silloin tilassa

(1 _ %&) Ola). (3.90)

Jos systeemin liike on symmetrinen ajankifinnossi, tulisi timén tilan olla sama kuin
Ola, ty = 0; —6t), (3.91)

eli katsotaan tilaa ensin aikaisempana ajanhetkeni —ot ja sitten kiinnetidin impulssin p
suunta. Matemaattisesti tim# ehto on lausuttavissa muodossa

(1 - %&) Ola) = O (1 _ %(—&)) ). (3.92)

Jotta tdmi olisi voimassa kaikille tilavektoreille, tiytyy olla voimassa
—iHO|) = BiH]|), (3.93)

missd |) tarkoittaa mielivaltaista tilavektoria.
Jos O olisi lineaarinen operaattori, olisi yhtilossi (3.93) sallittua supistaa tekiji 4, jolloin
operaattorit noudattaisivat antikommutaatiorelaatiota

HO = —OH. (3.94)

Tam# johtaa kuitenkin mielettémyyksiin, silli jos [n) on ominaisarvoon E,, liittyvi energian
ominaistila, niin antikommutaatiosiinnén mukaan

HO|n) = —0H|n) = (—E,)On), (3.95)

ja tila ©|n) on ominaisarvoon —FE,, liittyvi energian ominaistila. Tam# tarkoittaisi siti, etti
systeemilli ei ole perustilaa —alinta mahdollista energiatilaa. Esimerkiksi vapaan hiukkasen
spektri on positiivisesti semidefiniitti: sallitut energian arvot ovat vililld 0—oco. Antikommu-
taatiosddnto viittdd nyt, etti myos negatiiviset energiat ovat mahdollisia.

Operaattorin © tiytyy siten olla antilineaarinen, ja jotta se olisi symmetriaoperaattori,
sen téytyy olla antiunitaarinen. Antilineaarisuutta kiyttien saamme ehdon (3.93) oikeasta
puolesta

OiH|) = —iOH|), (3.96)
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ja niiemme etti operaattorit kommutoivat:
OH = HO. (3.97)
Joudumme monesti tarkastelemaan sellaisia matriisielementteji kuin
(BO]a). (3.98)

Tarkoitamme tilld aina lauseketta
((8]) - (Ola)), (3.99)

eli © operoi aina otkealle. Emme ole miiritelleet antiunitaarisen operaattorin Hermiten
konjugaattia, emmeké sitd, mité tarkoittaa ilmaisu (3|©.
Katsotaan nyt ajankiintotransformaatiota

@) = 6la), [B) =06ls). (3.100)
Olkoon ® mielivaltainen lineaarinen operaattori ja méiritellisin

) = ®'5), (3.101)
jolloin
(Bl® = (7] (3.102)
ja
Bl@la) = (v]a) =(al7)
(@lee'(p) = (ale o' e~'es)
(alo @' e713). (3.103)

Erikoisesti Hermiten observaabelille A on voimassa
(BAla) = (@|©A07(5). (3.104)

Sanomime, ettd observaabeli A on parillinen tai pariton ajanki#innossi riippuen siité, onko
yhtilossi
OAO !l =+4 (3.105)

voimassa ylempi vai alempi merkki. Tam# yhdessi yhtidlon (3.104) kanssa asettaa tiettyji
ehtoja operaattorin A aikakiiinnetyissi tiloissa otettujen matriisielementtien vaiheille. Niille
on nimittiin voimassa

(BAle) = +(5|Al@)". (3.106)
Erikoisesti odotusarvo toteuttaa yhtilon
(a|Ala) = £(a|Ala). (3.107)

Katsotaan esimerkkini impulssioperaattorin p odotusarvoa. Luonnollinen vaatimus on,
etti se vaihtaa merkkinsi aikakifinnetyssi tilassa:

(a|pla) = —(d|p|&), (3.108)
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joten p on pariton, eli

Opo~!' = —p. (3.109)
Nyt impulssin ominaistiloille on voimassa
pOlp’) = —-Opo~'elp)
(—=p")Olp"), (3.110)

eli ©[p’) on ominaisarvoon —p’ liittyvéd impulssin ominaistila kuten oli odotettavissakin.
Sopivalla vaiheen valinnalla se on identifioitavissa tilan | —p’) kanssa. Samalla tavoin voimme
johtaa paikkaoperaattorille & lausekkeet
Oz0™! = ¢
oy = |z) (3.111)

kunhan asetamme fysikaalisesti mielekk#in ehdon
(a|z|a) = (a|z|a). (3.112)

Jotta ajankiiintooperaatio olisi fysikaalisesti mielekiis, tiytyy muun muassa peruskom-
mutaattorirelaatioiden
[zi, pjl|) = ihiy;)) (3.113)

sdilya invariantteina kyseisessi operaatiossa. Soveltamalla molemmin puolin operaattoria ©
saamme

Olz;, pj|©~0) = Oihsy|), (3.114)
josta siirtaiméilld © termin ¢/ oikealle puolen edelleen seuraa
(@i, (=p;)1O) = —ihéy;Ol). (3.115)

Kommutaatiorelaatio [z;, p;] = ih6;; on siis ajank&#innén antiunitaarisuudesta johtuen inva-
riantti. Samoin, jos vaadimme relaation

[JZ‘, JJ] = ihGiijk (3116)
siilyvin muuttumattomana ajankiinnossi, on impulssimomentin J oltava pariton:
0JO™ ! = —J. (3.117)

Tami on sopusoinnussa rataimpulssimomentin X p transformaatio-ominaisuuksien kanssa.
Tarkastellaan nyt ajankiinnon vaikutusta aaltofunktioihin. Oletetaan, etti hetkelld ¢t =
0 spiniton hiukkanen on tilassa |a). Vastaava aaltofunktio (x'|c) esiintyy kehitelmiissi

la) = / &' ') (@'|a). (3.118)
Sovelletaan tihin ajankisintooperaattoria, jolloin saamme
Ola) = /df‘x'@\w')(m'\a)*

- /d%’ ') (2| o)™, (3.119)
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Niemme siis, etti aaltofunktio tottelee ajankiinnossi sdintoa

() — (). (3.120)

Kun aaltofunktio on kirjoitettavissa radiaaliosan ja kulmaosan Y;™ tulona, transformoituu
kulmaosa siis kuten

Y (0,0) — Y™ (0,0) = (=1)"Y,7™(0, 9). (3.121)
Toisaalta Y™ on tilaan |Im) liittyvi aaltofunktio, joten voimme p#itelld, etté
Ollm) = (=1)™|I, —m). (3.122)

Jos tarkastelemme aaltofunktioon R(r)Y;™ liittyviii todennikoisyysvirtaa katsottuna posi-
tiivisen z-akselin suunnasta, niemme sen kiertyvin myotipiivain kun m > 0. Vastaavan
aikak#finnetyn tilan todennikoisyysvirta puolestaan kiertyy vastapiiviin, koska m vaihtaa
merkKkinsi tissi operaatiossa.

Invarianssista ajank#innossi seuraa spinittémien hiukkasten aaltofunktioita rajoittava

Lause 11 Jos Hamilton H on invariantti ajankiinndssi ja energian ominaistila |n) dege-
neroitumaton, niin vastaava energian ominaisfunktio on reaalinen (tai yleisemmin reaalinen
funktio kertaa koordinaatista @' riippumaton vaihetekiji).

Todistus: Nyt
HO|n) = ©H|n) = E,O|n),

joten tiloilla [n) ja ©|n) on sama energia. Koska tila |n) oletettiin degeneroitumattomaksi,
tdytyy n#iden esittéid samaa tilaa. Tilan |n) aaltofunktio on (x'|n) ja tilan O|n) vastaa-
vasti (x'|n)*. Niiden tdytyy olla samoja (tai tarkemmin, ne voivat erota toisistaan vain
koordinaatista &' riippumattomalla vaihetekijilld), eli

(@'|n) = (2'[n)” =

Esimerkiksi degeneroitumattoman perustilan aaltofunktio on aina reaalinen.

Spinittomin systeemin aikakiinnetyn tilan aaltofunktio hetkelli ¢ = 0 saadaan siis yk-
sinkertaisesti ottamalla kompleksiskonjugaatti. Jos tila |«) kehitettéisin téydellisen kannan
{|2')} avulla, on operaattori © itseasiassa sama kuin kompleksiskonjugointioperaattori K,
silld operaattoreilla © ja K sama efekti niiden operoidessa kantatiloihin |2'). Tilanne on
kuitenkin aivan toinen, jos kantatiloiksi valitaan impulssin ominaistilat |p'}, silli © vaihtaa
tilan |p') tilaksi | — p) eli on voimassa

6la) = [d*p'| - p)pla) = [ ') (-p'lo)". (3.123)

Impulssiavaruudessa aikakiiinnetyn tilan aaltofunktio on siis ¢*(—p’). TAm# muistuttaa
meitd siitd, ettdi operaattorin © muoto riippuu siitid, miti esitystd kiytetiin.

Katsotaan nyt, miten spin % hiukkaset kayttiytyvit ajankiinnossi. Muistamme, etti
operaattorin S - 1 ominaisarvoon 7/2 liittyvéi ominaisvektori on kirjoitettavissa muodossa

In; 1) = e~iSsalhe=iSuB/h|G - 1), (3.124)
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missi « ja [ ovat vektorin m suuntakulmat. Ajankiinnon efektin tihin tilaan nihdiin

olevan . .
®|n, T) — e_lsza/he_lsyﬂ/h®|sz; T) = ’]7|’n,7 l), (3125)

kun huomioimme operaattorin © antilineaarisuuden ja kommutaatiorelaation (3.117), josta
on myds paiteltivissd, ettd ©[S,; 1) on vaihetekijad lukuunottamatta sama kuin |S,; |).
Toisaalta on myos helppo nihdi, etti

in; |) = e t@S:/RemimHBIS /R G 1) (3.126)

Jos kirjoitamme antiunitaarisen operaattorin © yht#lossé (3.125) muodossa U K, vertaamme
sitd yhtiloon (3.126) ja muistamme, etti kompleksiskonjugoinnilla K ei kisilld olevassa
esityksessi ole mitéin vaikutusta kantavektoriin |S,; ), niin voimme piitells, etti

: 2
0 = e ™SIK = —ip (%) K, (3.127)

missé 7 on mielivaltainen vaihetekiji. Tiedimme (2.85-2.87), ettd
e WS T) = +IS 1), e IS, 1) = ~18451), (3.128)
joten ajankiinnon vaikutus yleiseen spin % tilaan on
O(ct[Sz; 1) + 11825 1)) = +ncf[Sz; 1) — nef S5 1) (3.129)
Soveltamalla operaattoria © vield kerran saamme

O (ct|Sai 1) + el S 1) = —Inl*erl s 1) — Inl*ey ]Sz 1)
= —(alS5 1) +cllSx 1), (3.130)

eli mielivaltaiselle spinin orientaatiolle on voimassa
0= -1. (3.131)

Tama tulos on tiysin riippumaton vaihetekijin 7 valinnasta. Spin % hiukkaset kiyttiaytyvit
siis ajankiinnossi tiysin eritavalla kuin spinittomiit, jotka toteuttavat ehdon

0% =1, (3.132)

kuten nihd#in esimerkiksi yht#losta (3.122).
Yleisesti voimme osoittaa, etti

©?|j puolikasluku) = —|j puolikasluku)
©?|j kokonaisluku) = +|j kokonaisluku), (3.133)

joten operaattorin ©? ominaisarvot ovat (—1)%. Ensinniikin yht#ls (3.127) yleistyy mieli-
valtaiselle impulssimomentille:
0 = ne /MK, (3.134)
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Jos nyt sovellamme operaattoria © tissi muodossa kannassa {|jm)} kehitettyyn tilaan |a),
saamme

0 (0 [im)(jmla)) = © (n3 e ™/ jm)(jm|a)*)
= [y #NY 7 jm)(jm]a). (3.135)
Mutta tiedimme etti 2m-rotaatioissa impulssimomentin ominaistilat kiiyttiytyvit kuten
efZiWJy/hUm) — (_1)2j|jm>’ (3136)

ja viitteemme (3.133) on siis voimassa.
Kuten totesimme aikaisemmin, tuloksemme ovat riippumattomia vaihetekijéista n. Jos
valitsemme 7 = 7, niemme, ettd yhtilo

Oljm) = i*™|j, —m) (3.137)

on konsistentti yht#lsiden (3.133) kanssa. Huomattakoon kuitenkin, ettdi kirjallisuudessa
esiintyy lukuisia muita valintoja.

Yhtilon (3.107) perusteella ajankiiinnossé parillisen tai parittoman operaattorin odo-
tusarvo impulssimomentin ominaistilassa toteuttaa ehdon

(oz,jm\A\oa,jm) = i(“aja _m|A|a7j7 _m>' (3138)

Oletetaan nyt, etti A on jonkin pallotensorin Tq(’“) komponentti. Wigner-Eckartin lauseen
mukaan on tarpeen tarkastella vain komponenttia ¢ = 0. Sanomme, etti pallotensori T*),
jonka oletamme Hermiittiseksi, on ajankiinnossi parillinen tai pariton sen mukaan, toteut-
taako sen komponentti ¢ = 0 ylemmin vai alemman yhtilon

oTM et = 1%, (3.139)
merkeistd. Jos nyt A yhtilossd (3.138) on tilldinen pallotensori, on sille voimassa
(0, gm|T§ o, jm) = (e, j, —m|T§" |, 5, —m). (3.140)

Tila |«,j,—m) on aivan ilmeisestikin vaihetekijii lukuunottamatta sama kuin
D(0,7,0)|a, jm). Pallotensorin m##ritelmén (2.205) mukaan voidaan toisaalta kirjoittaa

DI (0, T, O)Ték)D(O, m,0) = (—l)kTo(k) + (¢ # 0 komponentit), (3.141)

missd olemme sijoittaneet Dgf))((],w,()) = Py(cosm) = (—1)*. Komponenttien ¢ # 0 odo-
tusarvo tiloissa |«, j, m) hiiviii m-valintasifinnosté johtuen. Lopputulokseksi ajankiinnossi
parillisen tai parittoman pallotensorin odotusarvoille saamme siis

(a, [T |a, jm) = £(=1) (a, jm|TP |, jm). (3.142)

Huomattakoon, ettd yht#lod (3.142) johtaessamme emme ole olettaneet tilojen |« jm) olevan
ajankasnnon ominaistiloja. Esimerkiksi vetyatomin tila c,|s1/2)+cp|p1/2) on impulssimomen-
tin ominaistila mutta ei ajankéfinnon. Yhtialomme (3.142) sanoo nyt, ettd tillikisn tilalla
ei ole dipolimomenttia, silld impulssimomentin ominaistiloissa on aina (z) = 0.
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Toisin kuin muissa symmetrioissa Hamiltonin invarianssi ajankifinnossi,
©,H] =0, (3.143)

ei johda mihinkiin siilymislakeihin. Tdm# johtuu siité, ettid aikakehitysoperaattori ei ole
invariantti:

OU (t, 1) # U(t, ). (3.144)

Ei ole olemassa sellaista kuin ”ajank#éinnon kvanttiluvun sidilyminen”. Toisaalta, kuten
olemme nihneet, Hamiltonin invarianssi ajank#innossi rajoittaa degeneroitumattomien ti-
lojen vaihetta. Toinen tirked seuraus ajankiintoinvarianssista liittyy ulkoisessa sihkomag-
neettisessa kentissi litkkkuviin hiukkasiin.

Tarkastellaan varattua hiukkasta ulkoisessa staattisessa sihkokentiissi. Hamiltonin ope-
raattorin vuorovaikutusosa on silloin

V(z) = eg(x), (3.145)

joten Hamiltonin operaattori on invariantti ajankiifinnossd. Nyt energian ominaistilalla |n)
ja vastaavalla aikakiiinnettylld tilalla ©|n) on sama energia E,. Jos |n) ja O|n) esittéviit
samaa tilaa, ne poikkeavat toisistaan korkeintaan vaihetekij#lli:

Oln) = e®|n). (3.146)
Soveltamalla operaattoria © toisen kerran, ©%|n) = Qe®|n) = ¢=0|n) = e~*¢?®|n), saamme
©%|n) = +|n). (3.147)

Tamé on kuitenkin mahdotonta j puolikaslukuisille systeemeille, joille on aina ©% = —1.
Tassd tapauksessa téytyy siis vektoreiden |n) ja ©|n) esittdi eri tiloja, jotka ovat degene-
roituneita. Esimerkiksi ulkoisessa sihkokentiissd F, olipa E miten monimutkainen hyvinsi,
olevan parittomasta miiristi elektroneja koostuvan systeemin energiatilat ovat vihintidn
kahdesti degeneroituneita. Kyseiselld ilmiolli, joka tunnetaan Kramersin degeneraationa, on
mielenkiintoisia sovellutuksia hiloissa, joissa pariton- ja parillismiiriiset elektronisysteemit
kayttaytyvit hyvin eri tavoin.

Asetetaan nyt systeemi ulkoiseen magneettikenttiin. Hamiltonin operaattori voi tilloin
sisélt#i sellaisia termeji kuin

S-B, p-A+A-p (B=V x A). (3.148)

Operaattorit S ja p ovat parittomia ajankifinnossd. Koska magneettikentts ajatellaan ul-
koiseksi, operaattorilla © ei ole sithen mit#in vaikutusta, joten nyt on voimassa

©H + HO. (3.149)

Paritonlukuméiriisten elektronisysteemien Kramersin degeneraatio poistuu ulkoisessa mag-
neettikentissi.
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Luku 4
Hairioteoriaa

4.1 Stationidiarinen hairiolasku

Oletetaan, ettd tunnemme tiydellisesti ja tarkasti probleeman
Hy|n©®) = EOp(0) (4.1)

energian ominaisarvot ja ominaisvektorit. Joukko {|n(?)} on tiydellinen siini mielessi, etti
sulkeumaominaisuus 1 = ¥, [n(®)(n(?| on voimassa. Oletetaan edelleen, ett# tilat [n(?)
ovat degeneroitumattomia. Olemme kiinnostuneita ratkaisemaan ominaisarvoyhtilon

(Hy + AV)[n)x = EXVn)y, (4.2)

missi indeksi A on eksplisiittisesti merkitty nikyviin muistuttamaan siité, etté tilavektorit
samoin kuin ominaisarvotkin riippuvat parametrista A. Merkintojen yksinkertaistamiseksi
jitdmme kuitenkin sen useimmiten kirjoittamatta.

Kun kasvatamme jatkuvaa parametriii A sen alkuarvosta 0, on oletettavissa, etti m:nen
tilan energian ominaisarvo F, poikkeaa alkuarvostaan E(). Masrittelemme n:nen tilan
energiapoikkeaman A,,:

A, =E, - EV. (4.3)
Niilld merkinnoilld ominaisarvoyhtilo, jonka haluamme ratkaista, on
(E® — Hy)|n) = (\V = A,)|n). (4.4)

Saattaisi tuntua houkuttelevalta kisintis operaattori E) — Hy. Valitettavasti 1/(E(®) —
H,) ei yleisessi tapauksessa ole hyvin méiritelty, silli se voi operoida myos tilaan |n(°)).
Onneksi tila (\V — A,)|n) ei sisills lainkaan vektorin |n(?)) suuntaista komponenttia, kuten
helposti todetaan ottamalla skalaaritulo tilan (n(%)| kanssa yhtilén (4.4) molemmin puolin.
Maéritellisin komplementaarinen projektio-operaattori ¢, seuraavasti:

¢ =1~ [nO) (O] =3 k) (&, (4.5)
k#n

Kisinteisoperaattori 1/(E®) — Hy) on hyvin miritelty, kun se kertoo vasemmalta operaat-
torin ¢,:
1 1

EO — H0¢n =2

S — AN R] 4.6
ol (46)
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[lmeisesti on myts voimassa
Emme kuitenkaan voi kirjoittaa yht#lon (4.4) formaalia ratkaisua muodossa

1

mfﬁn()\v - Ay)|n), (4.8)

silld rajalla A — 0 tdytyy ratkaisuna olla |n(°)). Voimme kuitenkin aina liséité tihin homo-
geenisen yhtilon (4.1) ratkaisun c,|n(?), jolloin sopiva muoto ratkaisulle on

1

missi
;\iII(l) cn(A) =1. (4.10)

Kerroin ¢, ()) on tilan |n) projektio suunnassa |n(®):
cn(N) = (nOn). (4.11)

Osoittautuu hyodylliseksi poiketa tavallisesta normituskiytinnosti: emme asetakaan ehtoa
(n|n) = 1, vaan vaadimme, etti

(nOn) = ¢, (\) = 1. (4.12)

Tami on sallittua, silld sen ainoa efekti on kertoa jokainen tilavektori yhteiselld tekijilla.
On myos tapana kirjoittaa

1 Pn
ES)) = On — ET(IO) o (4.13)
samoin kuin
1 _ 1 _ 1 414
E'ELO) . HO ¢n - ¢RE£LO) _ HO - (b'n E,SLO) _ HO ana ( . )
jolloin
Pn
n) = [n@) + M(AV — Ap)|n). (4.15)
Koska (n(®|A\V — A,|n) = 0, niemme ehdosta (4.11), ett energiasiirtymi on
A, = MnO|V|n). (4.16)

Strategianamme on nyt kehittis tila [n) yhtélossi (4.15) ja energia yhtilostd (4.16) pa-
rametrin A potenssien mukaan. Kirjoitamme siis:
In) = [nO)+ AlnM) + X2 n®) 4 ...
A, = MY 4 N2AD 4. (4.17)
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Sijoittamalla nim# yht#loon (4.16) ja samaistamalla parametrin A potenssien kertoimet
saamme
o A = (nOV|n©®)
o) : AP = (nOV[n®)
: : . (4.18)
OAN): ARV = (nOV[nN=)

Energiasiirtym#n maaraamiseksi kertalukuun AV saakka riittis siis tietdd tilavektorit kerta-
lukuun AV~! saakka. Sijoittamalla kehitelmit (4.17) formaaliin ratkaisuun (4.15) saamme

7Y + AnMY + X2 @) 4 ...

Pn
X (|n@) + An®y + ... (4.19)

Samaistamalla parametrissa A lineaaristen kertoimet saamme ensimmaéisessi kertaluvussa

ey ®Pn 0)
O+ 1n) = g V), (4.20)

silla ¢, AV |n(®) = 0. Kun nyt tiedimme tilavektorin [n()), voimme yhtiilsists (4.18) laskea
toisen kertaluvun energiakorjauksen
Pn

A®) — <n(0) V"
" E

op Hovm((’)). (4.21)

Sijoittamalla nim& yht#loon (4.19) antaa A\*-termi

2\ . 2)\ __ ¢'fl ¢n 0
o) : [n®) = 50 50 V{n©)
o OV @) P o) (4.22)
E® _ H, E® — H, ' '

[lmeisestikin voimme jatkaa titd Rayleigh-Schridigerin menetelmiksi kutsuttua kehitelmii
niin pitkélle kuin haluamme.

Kaytinnon laskuissa on lopuksi korvattava kompakti operaattorinotaatio todellisilla in-
dekseilla. Kertalukuun A\? saakka saamme silloin energiasiirtymksi

A, = E,—EY

Vi |2
= )\Vnn+)\22|7k|(0)+---, (4.23)
k

missi matriisielementit V,; lasketaan hiiriintymittomissi tiloissa:

Vir = (nOV]£@) £ (n|V k). (4.24)
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Vastaavasti toiseen kertalukuun saakka on tilavektori

Vi
— |n0) )y __ Ykn
n)=|n + A k
n) = | ) ;;L‘ >E,(lo) — E,(CO)

+)\2 z ‘k(0)> (Z VleEn N Vnndn )

0 0 0
kzn iz (B9 — EIS: NED — El( N (BY - El(c )2
R (4.25)

Yhtilon (4.25) mukaan tila |n) ei ole en#si verrannollinen hairiintymittomiin tilaan [n()
vaan se sisiltdi komponentteja muittenkin hiiriintymittomien tilavektoreiden suuntaan.
Sanotaan, ettd hiirio V' sekoittaa hiiriintyméttomia tiloja.

Pari huomiota lienee paikallaan. Ensinniikin ensimmiisen kertaluvun energiakorjauksen
laskemiseksi riittéi tieto h#irion V' matriisielementeistd hiiriintym#ttomissé tiloissa. Toi-
seksi lausekkeesta (4.23) ilmenee, etti kaksi energiatasoa, i ja j, karkottavat toisiaan: alempi,
taso 7, tyontyy sekoituksen seurauksena termin |Vj;|?/ (EJ(O) - EZ-(O)) verran alemmas tason j
noustessa saman verran. Jos tila |n), jonka energiasta olemme kiinostuneita, on perustila,
niin jokainen toisen kertaluvun termi kehitelmissé (4.23) on negatiivinen. Toisen kertalu-
vun energiakorjaus perustilaan on siis negatiivinen; tilojen sekoittuminen pyrkii tyontiméin
alimman energian vielikin alemmas.

Kehitelmistd (4.23) ja (4.25) on selvid, ettd ne konvergoivat, kun
\Vi;/ (Ez-(o) — EJ(-O))| on "pieni”. Yleensd ottaen eksaktia suppenemiskriteerii ei tunneta.

Hiirolaskun tuloksena saamamme tilavektori |n) ei ole normitettu. Se on renormalisoi-
tavissa madrittelemélla

n)n = Z;*In), (4.26)

missé Z,, on sellainen vakio, ettd y(n|n)y = 1 on voimassa. Ottamalla skalaaritulon vektorin
(n(®| kanssa ja huomioimalla ehdon (4.12) niemme, etti

Z2 = (nOn) . (4.27)

Koska |n)y toteuttaa tavallisen normitusehdon, kertoimen Z, fysikaalisena tulkintana on
todenniikoisyys sille, ettd hiiritty ominaistila 16ytyy hiiriintymittomistd ominaistilasta.
Koska

v{n|n)y = Z,(n|n) =1, (4.28)

voimme kirjoittaa lausekkeelle Z,' kehitelmén
zZ," = (nn) = (0O + AW+ X2(n®|+ .
X (|n©@) + XMy + A2 n@) + ..
= 1+ 22(nM My + 0\3)

2
= 1+X> Vi

— T+ O(N®). 4.29

Kertalukuun \? saakka siis todenniikoisyys hiirityn tilan olemiselle hiiriintym#ttomassa ti-
lassa on

2
anl—)\QZ [V

— . 4.30
iz (BY = B 20
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Tassi jilkimmiinen termi voidaan tulkita todenniikéisyydeksi sille, ettd systeemi ”vuotaa”
tilasta [n(®) toisiin tiloihin. Todennikoisyystulkinnat ovat mielekkiits, silli Z,, on pienempi
kuin 1.

Katsotaan esimerkkind nelidllistd Starkin efektid. Yksielektroninen atomi —vetyatomi
tai vedyn kaltainen atomi, jolla on yksi valenssielektroni suljetun kuoren ulkopuolella—
on uniformisessa positiivisen z-akselin suuntaisessa sihkokentissi. Hamilton H jakautuu

kahteen osaan:
p2

H, = om Vo(r) jaV = —e|E|z. (4.31)
m
Hiiriintym#ttoméan Hamiltonin H, energiaspektri ja ominaistilat oletetaan tdydellisesti tun-
netuiksi. Elektronin spin osoittautuu tisséi probleemassa epirelevantiksi. Oletetaan edel-
leen, etti spinvapausasteet unohtaen energiatilat ovat degeneroitumattomia —oletus, joka ei
pidi paikkaansa vetyatomille silloin kun p#ikvanttiluku n # 1 ja V4 on puhdas Coulombin
potentiaali. Energiasiirtym# on nyt
Ay = —e|Blo + | BE Y — 4L (4.32
77k Sk j

Koska oletimme tilat |£(®)) degeneroitumattomiksi, ne ovat pariteetin ominaistiloja, joten
matriisielementti zx;, hiiviii. Energia siirtymé& on niin ollen nelisllinen suureessa |E/|.

Katsotaan nyt matriisielementteja z;;. Indeksit k£ ja j ovat kollektiivisi& indeksejé tar-
koittaen kvanttilukukolmikkoa (n, !, m). Wigner-Eckartin lauseen mukaan on

(V| T®||nl)
Voa+1
L _

kun kirjoitamme operaattorin z pallotensorina 7, = z. Tiastd on luettavissa rataimpuls-
simomentin valintasiinté: ' = [ + 1,{. Tiedimme (3.47), ettd tilojen |n,lm) pariteetti
on (—1)!, jolloin pariteetin valintasasinto (3.54) sulkee pois vaihtoehdon I’ = [. Kun vield
huomioimme kvanttilukuja m ja m’ koskevat rajoitukset, saamme valintasiinnot

(n',I'm/|z|n, lm) = (I1;m0|11;1'm') (4.33)

[
(n',I'm'|z|n,Im) = 0 ellei { : , bl (4.34)

m' =m
Atomin polarisoituvuus « on miiritelty energiasiirtymin avulla siten, etti
1 2
A= —§a|E| . (4.35)

Tarkastellaan erikoistapauksena vetyatomin perustilaa |0()) = |1,00), joka on degeneroitu-
maton, kun unohdetaan spin. Voimme siis soveltaa siihen h#irickehitelmiimme ja saamme

(o) k(o) 1 2
o g IOk, 00)

(4.36)
BB

Tassd summaus ei sisilli ainoastaan sidottuja tiloja |n,Iim) vaan myos kaikki positiivise-
nergiset jatkumotilat. Aproksimoidaan titi summaa siten, etti oletetaan energianimittiijin
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olevan vakio. Silloin

S IED (L0002 = > [(k?[2[1,00)
k#0 kaikki k:t
= (1,00]2%1, 00), (4.37)

missd olemme viimeisessi askeleessa kiyttaneet tdydellisyytti. Perustilassa odotusarvo (z%)
on helposti laskettavissa:

()= () = (47) = 5(r"). (4.35)

(z*) = al, (4.39)

missé ao on Bohrin radan siide. Valitettavasti energianimittiiji kehitelméssd (4.36) ei ole
vakio, vaan riippuu termeist E,(CO). Voimme kuitenkin laskea polarisoituvuudelle ylirajan
kiiyttamalls epayhtilos

2
—B” +E® > —EQ + B = —

1
1— - 4.40
o ] , (4.40)

4

jolloin
16a;

o< ~ 5.3a. (4.41)

Summa yhtilossd (4.36) on laskettavissa eksatistikin, jolloin tulos on

9 3
a= % = 4.5d3. (4.42)

Edell# esitetty Rayleigh-Scrodingerin hiirdlasku ei toimi silloin kun energiatila, jota ha-
luamme korjata, on degeneroitunut. Tdm# nihdiiin muun muassa siité, etti energianimit-
tdja on silloin 0. Kerrataan lyhyesti kvanttimekaniikan peruskurssista tuttua degeneroitu-
neen systeemin hiiriolaskua.

Oletetaan, etti ennen hiirion V' piillekytkentas tila on g-kertaisesti degeneroitu-
nut.  Olkoon tém&n tilan hé#iriintym#tén energia Eg)). Vastaavat Hamiltonin H,
ominaisvektorit{|m®)} virittikost aliavaruuden D. Kun hiirio kytketisin pislle, degene-
raatio useimmiten poistuu ja vektorit |[m(®)) muuntuvat vektoreiksi |I), joilla kullakin on eri
energia. Kun parametri A\ — 0, nimi tilat muuntuvat tiloiksi [I(?)), jotka ovat Hamiltonin
H, ominaistiloja energian ollessa kaikilla E{. Tilojen |m(©) ja |[I©) ei kuitenkaan tarvitse
olla samoja, joskin ne virittiviit saman aliavaruuden D. Niiden vililli on siis unitaarinen
muunnos

1) = 37 (mO ) m). (4.43)

meD

Aivan kuten aikaisemminkin yhtilo jonka haluamme ratkaista on

(B — Hy)lly = AV = A1) (4.44)
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Kehitimme jélleen vektorin |/) parametrin A potenssien mukaan sarjaksi
1y = [1O) + MDY + X)) + - -, (4.45)

sijoitamme sen perusyht#loon (4.44) ja samaistamme parametrin A potenssien kertoimet.
Ensimmaéisessi kertaluvussa saamme yht#lon

(B = Holl®) = (v = M)
= (V=AM [ 3 [mOym @@y . (4.46)
meD

Ottamalla skalaaritulo vektorin (m/(”’| kanssa saamme ominaisarvoyhtaloryhmén

3" Vi (' O1@y = AN (m©® 1), (4.47)

jonka ominaisarvoina saadaan energiakorjaukset Ag ) ja ominaisvektoreina muunnosmatriisin
(4.43) elementit.

Yhtalosti (4.46) on helppo nihda, etté vektorilla (V — AM)|1®) ei ole lainkaan kompo-
nentteja aliavaruudessa D. Sen vuoksi on voimassa

op(V = A1) = (V= AP = 6,V 1), (4.48)
missi olemme miiritelleet komplementaarisen projektio-operaattorin ¢p seuraavasti:
9
bp=1- 3 [mO)m®| = 3 [kO) (kO] (4.49)
meD k¢D

Kasnteisoperaattori 1/(EY) — Hy) ei ole enii singulaarinen operoidessaan operaattorin ¢p
kanssa, joten voimme kiisintiis yhtdlon (4.46):

Pp
1y = mwz@) (4.50)
Kuten aikaisemminkin emme nytkiin normita korjattua tilavektoria, vaan asetamme
(1)) = 1. (4.51)
Energiasiirtymé on nyt
A= MWD, (4.52)
eli
AIOWV(I®) + XID) + X2)I®) 4. = AAN + 224 4. (4.53)
Kertalukuun 2 saakka saamme
AP = OV ) = @Oy —P2VIIO), (450
E},’ — H,

joka voidaan eksplisiittisesti kirjoittaa muotoon

2 |Via|*
AP =¥

L — (4.55)
i Ep — E;”

Degeneroituneen systeemin hiirislasku etenee siis seuraavan proseduurin mukaisesti:
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1° Identifioi hiiriintymiittomit degeneroituneet ominaistilat. Oletetaan, etti niitd on g
kappaletta. Konstruoi g x g-hiiriomatriisi V.

2° Diagonalisoi hairiomatriisi.

3° Saadut ominaisarvot ovat ensimmaéisen kertaluvun korjauksia energiasiirtymiin. Vastaa-
vat ominaisvektorit ovat niiti nollannen kertaluvun ominaisvektoreita, joita korjatut
vektorit ldhestyviit, kun A — 0.

4° Laske korkeamman kertaluvun korjaukset degeneroitumattoman hiirislaskun menetel-
milld jattden summauksissa pois kaikki kontribuutiot hiiriintym#ttomistid degeneroi-
tuneista avaruuden D tilavektoreista.

Katsotaan esimerkkini jilleen Starkin efektii vetyatomissa. Paikvanttiluvun ollessa n =
2 tilat 2s (I = 0,m = 0) ja 2p (I = 1,m = 0,+1) ovat degeneroituneita energian ollessa
—e?/8ay. Uniformista ulkoista z-akselin suuntaista sihkokenttis vastaava hairipotentiaali
on

V = —ez|E|. (4.56)

Pariteetin valintasisinto sanoo, ettid tilli potentiaalilla on nollasta poikkeavat matriisiele-
mentit vain vastakkaista pariteettia olevien tilojen vililla eli nyt tilojen | = 0 ja [ = 1 vililla.
Edelleen m-valintasiinnén mukaan magneettisen kvanttiluvun m taytyy olla sama, silli po-
tentiaali (4.56) on kertalukua 1 olevan pallotensorin ¢ = 0 komponentti. Jiljelle ja&vit siis
matriisielementit

2s 2pm =20 2pm=1 2pm=-1
0 (2s|V|2p, m = 0) 0 0
| 2p,m =0[V|2s) 0 0 0
V= 0 0 0 0 (4.57)
0 0 0 0
Matriisielementtien eksplisiittiset arvot ovat
(25|V|2p,m = 0) = (2p, m = 0|V|2s) = 3eay| E|. (4.58)

Hiiriomatriisin (4.57) ominaisarvot, ja samalla ensimmiisen kertaluvun energiakorjaukset,

ovat
AV = 43¢y B, (4.59)

missi indeksit £ viittaavat niihin nollannen kertaluvun ominaisvektoreihin, jotka diagonali-

soivat hairion V: .

V2

Huomattakoon, ettd energiasiirtymé on nyt lineaarinen sihkokentéin funktio. Tilat (4.60)
eiviit ole pariteetin ominaistiloja, joten on tiysin mahdollista, ettd niilli on permanentti
sihkoinen dipolimomentti (z).

Usein esiintyy tilanteita, joissa energiatilat ovat degeneroitumattomia mutta kuitenkin
hyvin l#helld toisiaan. Sanotaan, ettd systeemi on melkein degeneroitunut (almost degene-
rate). Suoraviivainen degeneroitumattoman hiirislaskun soveltaminen tilldiseen systeemiin

|£) (12s,m = 0) & [2p, m = 0)). (4.60)
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saattaa energianimittijistd johtuen tuottaa vaikeuksi. Toisaalta degeneroituneen systeemin
hiirslasku hieman modifioituna on tissi kiyttokelpoinen menetelmi. Olkoon D niiden tilo-
jen joukko, joiden energiat ovat melkein degeneroituneet. Jaetaan hiirio V' kahteen osaan

V=W+W, (4.61)

missi

Vi= 3 > mO)mOVm @) (m' )]

meD m'eD

Ve, = V-V (4.62)

Voimme nyt diagonalisoida eksaktisti Hamiltonin Hy + V; kannassa {|m(®)} ja kiisitells sen
jilkeen termia V5 tavallisen degeneroitumattoman hiiriclaskun tapaan, silld

(M OV m®)y =0 VYm,m' € D. (4.63)

Katsotaan esimerkkini melkein degeneroituneesta hiirclaskusta elektronia periodisessa
heikossa potentiaalissa V(z) = V(x 4 a). Oletetaan, etté hilan kokonaispituus on L = Na.
Hiiriintym#ttomiksi Hamiltonin operaattoriksi voimme ottaa vapaan hiukkasen Hamiltonin,
jolloin ominaistilat ovat impulssin ominaistiloja |k). Normitamme ne tavalliseen tapaan
periodisia reunaehtoja

(2'|k) = Yp(z") = (' + L|k) = (2" + L) (4.64)

kayttien, jolloin

Ble) = =, (4.65)

missé aaltovektorin k arvot voivat olla suureen 27 /L monikertoja. Hiiriintym#ttomét ener-
giat ovat

R k?
EY=""2 4.66
P g (4.66)
Koska potentiaali V' on periodinen, se on esitettéivissi Fourierin sarjana
Viz)= Y emFv, (4.67)
n=—00

missi K = 27 /a on kddnteishilavektori (reciprocal lattice vector). Potentiaalin ainoat nollasta
poikkeavat matriisielementit ovat nyt

(k +nK[V|k) = V. (4.68)

Potentiaali liitt#4 siis toisiinsa ainoastaan sellaisia tiloja, jotka poikkkeavat toisistaan ki#n-
teishilavektorin kokonaislukumonikertojen verran. Yleensi E,(co) ja E,(ﬁan ovat erisuuria.
Kuitenkin silloin, kun & ~ —nK/2, ne voivat olla hyvin lihells toisiaan. Jos nyt k ei ole
lihells pistettd —nK /2, degeneroitumattoman systeemin hiirdlasku soveltuu, ja saamme
sensimmiisen kertaluvun tilavektoreiksi

KDY = k) + > |k+nK)E Vn , (4.69)

0 0
n#0 IS: )~ E]E:—lan
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tal vastaavasti aaltofunktioksi

W) = Lo g 3 L gitimw Vo (4.70)
* \/Z n#0 \/f EI(CO) - El(cgan

Vastaavasti energia toiseen kertalukuun saakka on

[Val”

S 4 — (4.71)
0 0
EY — Bk

EY=EY +Vi+ Y
n#0

Kun %k on melkein —nK/2, joudumme turvautumaan melkein degeneroituneen systeemin
hairslaskuun. Diagonalisoimme Hamiltonin kannassa {|k), |k + nK)}, t.s. diagonalisoimme
matriisin

EQ +V; v
( k o . (4.72)
Vn Ek—|—nK + ‘/0
Tamin ominaisarvot ovat
2
O L O O _ pO
Fpe =V + % 4 % LV (4.73)

Kun |E,(CO) — E,(c(l)n x| > |Va|, tdmi redusoituu kahdeksi ratkaisuksi

Ep, = EO 47, (4.74)
B = Ef.c+V, (4.75)

jotka ovat ensimmiisen kertaluvun korjattuja energioita. Kun k lihestyy arvoa —nK/2,
energiat Fj. ovat Efg)( ot Vo [V.|- Energiaspektrissd on siis suuruusluokkaa 2|V,,| oleva
hyppiys (gap) vyshykerajoilla k = nK/2. Aproksimaatio, jossa periodista potentiaalia ki-
sitellisin melkein degeneroituneen hiiriolaskun keinoin, tunnetaan heikon sidoksen aproksi-
maationa (weak binding approximation).

Rayleigh-Schrodingerin menetelm# antaa jo toisessa kertaluvussa tilavektoreiden korjauk-
sille melkoisen monimutkaisia lausekkeita (ks. yht#lo (4.25)). On olemassa toinenkin tapa
korjata tilavektoreita. Lihdet#in liikkeelle Schrédingerin yht#losti

(E, — Hp)|n) = A\V|n), (4.76)

ja otetaan molemmin puolin skalaaritulo tilan |m®) kanssa, jolloin

(B, — EDY(m@|n) = Mm@ |V|n). (4.77)
Jos nyt |m©@) = |n(®), timi redusoituu energiasiirtymiksi (4.16), kun valitaan normitus

kuten ennenkin, eli (n(®|n) = 1. Kirjoitetaan korjattu tila |n) muodossa
n) = > mOYmOn) = [n)(nn) + ¢u|n)

= [0+ 3 mOy(mO|n), (4.78)

m#n
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ja sijoitetaan tihin yhtilosti (4.77) skalaaritulot (m(®|n), jolloin saadaan

m) = 10+ 3 ) s m V). (4.79)

m#n m

Tam# on Brillowin- Wignerin menetelmdnd tunnetun hiirokehitelmin perusyhtils. Iteroi-
malla sitd saamme sarjan

[n) = [n©@) + A 3 [m) OV [n®)

0
+ )2 1(0) 1OV ImOy —— (@150
PO E%<||>&_W¢ V)

T TR Loy
m#n l#n k#n E - E
1 1
) () oy____ -
g Vg R

n l

S (4.80)

<m<0) \V|n(°))

Tam# ei ole parametrin A potenssisarja, silli energianimittijit
E,—E® =E® _ g0 L A, (4.81)

riippuvat myoskin parametrista A yhtilon (4.17) mukaisesti. Jos yht#loon (4.80) sijoitetaan
energiasiirtymén A, potenssisarja (4.17), saadaan jilleen Rayleigh-Schrédingerin kehitelmé.
Brillouin-Wignerin sarjan laskeminen ei ole aivan suoraviivaista, koska sen termit riippu-
vat korjatusta energiasta E,,. Toisaalta joskus on etua siiti, ettid hiiriokehitelméissi esiintyy
eksplisiittisesti korjattu energia F,, eiki hiiriintym#ton energia E(?). Jos osaamme eksplisiit-
tisesti laskea sarjan (4.80) summan tiettyyn parametrin A kertalukuun saakka, niin sijoitta-
malla se energian lausekkeeseen (4.77) saamme energialle E,, epélineaarisen yhtélon. Tamén
yhtilon ratkaisut ovat usein tarkempia kuin Rayleigh-Schrédingerin menetelmiin antamat
vastaavan kertaluvun korjaukset. Esimerkiksi toisessa kertaluvussa tdmé epilineaarinen yh-
talo on
(°)|V|n(°))\2
E, E(O)

E,=E® + \0OVn®) + Y [{m

m#n

(4.82)

Yleens#, jos osaamme arvata energian FE, kohtuullisella tarkkuudella, Brillouin-Wignerin
hairiolasku konvergoi huomattavasti nopeammin kuin Rayleigh-Schrédingerin menetelm.
4.2 Ajasta riippuvat potentiaalit

Ryhdymme nyt tarkastelemaan sellaisia Hamiltonin operaattoreita, jotka riippuvat ajasta.
Oletamme, ettd voimme jakaa tilliisen Hamiltonin kahteen termiin

H=Hy+V(t), (4.83)
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missid Hj ei riipu ajasta. Edelleen oletamme, ettii tunnemme tiydellisesti ja tarkasti statio-
n#irisen probleeman

Ho|n) = E,|n) (4.84)

ratkaisut.

Koska Hamilton (4.83) riippuu ajasta, aikakehitysoperaattori ei en#i ole yksinkertaista
muotoa e *f*/"  Tillsin on mahdollista, ettd joskus stationisirisessd tilassa |i) ollut sys-
teemi saa ajan myotd komponentteja muihinkin station#irisiin tiloihin |j). Ajasta riippuva
potentiaali V() voi aiheuttaa transitioita station#érisestd tilasta toiseen.

Oletetaan, etti hetkellsi t = 0 systeemi on tilassa

) =3 ca(0)n). (4.85)

Hetkell# ¢ systeemin tila on kehittynyt tilaksi |a, g = 0;¢), jonka kehitéimme kannassa {|n)}
muotoon

a,tg = 0;t) = > cn(t)e /M |n), (4.86)

Tehtiiviindmme on nyt etsidl superposition kertoimet ¢, (t). Todenn#kdisyys systeemisen 16y-
tymiselle tilasta |n) on |c,(t)|*. Kehitelm#n (4.86) muodosta johtuen kertoimien c,(t) aika-
riippuvuus johtuu pelkistiéin potentiaalin V' (¢) olemassaolosta. Jos V olisi nolla, kertoimet
cn(t) olisivat identtisesti samoja kuin ¢, (0).
Olemme nihneet, etti Schridingerin kuvassa tilavektoreiden evoluutiota hallitsee aika-
kehitysoperaattori U(t):
la, to = 0;t)s = U(t)|a, tg = 0), (4.87)

missi olemme eksplisiittisesti merkinneet niikyviin alaindeksin S muistuttamaan siiti, etti
k.o. tilavektori on saatu soveltamalla aikakehitysoperaattoria U(t) tai vastaavasti ratkai-
semalla ajasta riippuva Schrodingerin yht#ls (1.97). Tiedimme kvanttimekaniikan perus-
kursseista, etti systeemin aikakehitysté voidaan kisitella myos Heisenbergin kuvassa. Siind
tilavektorit sdilyvit muuttumattomina,

|Oé,t() - 0,t>H = |a,t0 = 0), (488)

mutta operaattorit riippuvat ajasta. Heisenbergin kuvan ajasta riippuvat operaattorit saa-
daan Schrodingerin kuvan ajasta riippumattomista operaattoreista muunnoksella

Ap(t) = U (t)AsU(t). (4.89)
Ne toteuttavat Heisenbergin liikeyhtilon
dAg 1 1
—— = —|Ay,Hy| = —[Ag, H 4.90
jos oletamme, ettd Hamilton ei riipu ajasta, eli
Hy(t) =U'(t)HU(t) = H. (4.91)

Kolmas tapa kisitelld aikariippuvuutta on n.s vuorovaikutuskuva (interaction picture).
Sen tilavektorit saadaan Schrodingerin kuvan tilavektoreista méiritelméin

v, to; 1) = e o tg: t) g (4.92)
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Heisenberg  Vuorovaikutus Schrodinger
Tila Ei muutosta Vi H
Observaabeli H H, Ei muutosta

Table 4.1 Evoluution generoija eri kuvissa

mukaan. Hetkellda t = ¢y = 0 nimi kuvat aivan ilmeisesti yhtyvit. Vuorovaikutuskuvan
observaabelit A; mi#ritelldin siten, etti

Ap = etHot/h g ge=iHot/h (4.93)

Erikoisesti on voimassa
v, = ez’HOt/hVe—iHot/h, (4.94)

missé ilman alaindeksis esiintyvd operaattori V' tarkoittaa Schrodingerin kuvan ajasta riip-
puvaa potentiaalia. Ero Heisenbergin ja vuorovaikutuskuvan vililli on siini, ettid edellisessi
esiintyy koko Hamilton H mutta jilkimmiisessi vain Hamiltonin stationiiirinen osa H.

Vuorovaikutuskuvan tilavektorien evoluutiota hallitseva differentiaaliyhtilé on johdetta-
vissa derivoimalla m##ritelms (4.92) ajan suhteen:

L0 L0 7
Zh&‘@é,to;l»[ = ih <eH°t/h\a,t0;t)5)

ot
—HoeiHot/h‘Oé, t(), t)g + eiHot/h(H() + V) ‘Oé, t(), t)g
— 6iH0t/hV6—iH0t/ﬁeiH0t/h |Oé, tO; t)S; (495)
joten
0
ih&kya to;t)r = Vila, to; t)r. (4.96)

Tam# on muodoltaan Schrédingerin yht#ls (1.97), missé Hamilton H on korvattu potenti-
aalilla V;. Vuorovaikutuskuvan operaattoreille on johdettavissa liikeyhtlo

dA; 1

W = i_h[AI ) Ho];
joka puolestaan on Heisenbergin liikeyhtilon kaltainen, jos tissi korvataan koko Hamilton
H stationiirisells operaattorilla Hy.

Taulukossa 4.1 on verrattu kvanttimekaniikan eri kuvia kertomalla, miki operaattori méi-
rif systeemin aikakehityksen. Niemme, etti vuorovaikutuskuva on tavallaan Schrédingerin
ja Heisenbergin kuvien puolivilissi.

Kehitimme vuorovaikutuskuvan tilavektorit kannassa {|n)}, jolloin

o, to; ) = 3 enlt)| ). (4.98)

(4.97)

Jos ty = 0, niin kertoimet c,(t) ovat tissi samat kuin kehitelmiissi (4.86), kuten nihdéin
kertomalla yhtilos (4.86) puolittain tekijilla e *#o/"  Otamme nyt yhtilon (4.96) molemmin
puolin skalaaritulon tilan (n| kanssa, jolloin saamme

.0
zh&(ma,to;t)[ = Z(n\Vﬂm)(m\a,to;t)I. (4.99)

m
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Identiteetteji
(n|eiH°t/hVe’iH°t/h\m) = Vnm(t)ei(E"’Em)t/h (4.100)
ja
cn(t) = (n|a, to; t)r (4.101)

kiyttien tami on kirjoitettavissa muotoon

d )
zhacn(t) =Y Vame“ ™ en(t), (4.102)
m
missi g _E
W = % = — W (4.103)
Differentiaaliyhtéloryhmé (4.102) on esitettivissé eksplisiittisesti matriisimuodossa
1 Vi Vigetr2t e 1
| ¢ Vo2t Vo e C2
) ¢ | = Vas || e |- (4.104)

Katsotaan esimerkkini ekskatisti ratkeavaa kaksitilasysteemis sinimuotoisesti oskilloi-
vassa potentiaalissa, jolloin station#irinen Hamilton on muotoa

Hy = E1|1)(1]| + E5|2)(2] (E; < Es) (4.105)
ja ajasta riipuva potentiaali muotoa
V(1) = et 1)(2] + ve ) (1], (4.106)
parametrien 7 ja w ollessa reaalisia. Yhtilon (4.102) matriisielementit V,,,,, ovat nyt

‘/'12 — ‘/'2*1 — ’}’eth
Viin = Vo = 0. (4.107)

Potentiaali V' (t) yhdistds nyt Hamiltonin Hy ominaistilat |1) ja |2), joten transitiot |1) «—
|2) ovat mahdollisia. Jos systeemi alkuaan —hetkelld ¢ = 0— on tilassa |1), eli

c(0) =1, (0)=0, (4.108)
niin todenniiksisyydet systeemin 16ytymiselle myshemmin tiloista |1) ja |2) saadaan Rabin

kaavasta

2 /32 2 o 271/2

0| — L ——— A C A )
YR+ (W — way )7 /4 h 4

(4.109)
e = 1—lea(®), (4.110)
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missi
E, — E;

h
Todennikoisyys systeemin loytymiselle ylemmaiistd tilasta E oskilloi ajan kuluessa kulma-

nopeudella
2 2
g (w—wa)
Q= — - 4.112

Tamin oskillaation amplitudi on suuri silloin, kun

Ey — Ey
==,
eli silloin, kun ajavan potentiaalin kulmanopeus on melkein sama kuin kaksitilasysteemin
karakteristinen kulmanopeus. Yht#lod (4.113) kutsutaan resonanssiehdoksi.

Kaksitilasysteemin eriis sovellutus on spin-magneettinen resonanssi. Siini spin % hiuk-
kanen —esimerkiksi sidottu elektroni— on ajasta riippumattomassa z-akselin suuntaisessa
magneettikentissi ja lisiiksi sithen vaikuttaa zy-tasossa pyorivi ajasta riippuva magneetti-
kentti:

Wo1 = (4111)

(4.113)

W R Wy =

B = Byz + B;(& coswt + g sinwt), (4.114)
kenttdvoimakkuuksien By ja B; ollessa vakioita. Kun elektronin magneettinen momentti on
e
u= S (4.115)
MeC

voimme kirjoittaa probleeman kannalta relevantin Hamiltonin summana termeisté

— €hB0 . . _ . .
Hy = = (o) (st~ 15 (5L )

ChBl

VO = = (S22 feoswt(S.sThS.i L+ 5181

+ sinwt(—ilSy; 1)(Sus | | + 152 1)(Se5 1 ). (4.116)

Jos e < 0, kuten elektroneilla, energia F; on suurempi kuin F|, joten voimme identifioida

1S:1) = |2)  (ylempi tila)
|S,; 1) — [1) (alempi tila). (4.117)

Kaksitilasysteemin karakteristinen kulmanopeus on

Wo1 = s (4118)

joka on tismiilleen sama kuin spinin prekession kulmanopeus silloin kun By # 0 ja B; = 0.
Vaikka spinin prekessiossa odotusarvo (S;,) kiertyykin ajan myotd vastapdividn, toden-
nikoisyydet |ci|? ja |c|? sdilyvit silti muuttumattomina. Pyorivé magneettikentts tuo nyt
uuden piirteen: kertoimet |c;|? ja |c2|? ovat nyt ajan funktioita kuten nihd#én identifioimalla

€7LB1
2mec

=Y, W w. (4.119)
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Kun resonanssiehto (4.113) on voimassa, spin-flippien —s.o. transitioiden |S,;T) «—
|S;; |)— todennikdisyys on erittdin suuri.

Kokeellisesti saattaa olla vaikea tuottaa pyorivii magneettikenttifi. Onneksi horisontaa-
listi, esimerkiksi z-suunnassa oskilloiva magneettikentts kelpaa yhtd hyvin. Voimme nimit-
tdin jakaa tilldisen kentin vasta- ja myotdpédiviin pyoriviin komponentteihin seuraavasti:

2B, & coswt = By (& coswt + ysinwt) + By (& cos wt — g sinwt). (4.120)
Oletetaan, etté vastpiiviin pyorivi komponentti toteuttaa resonanssiehdon

Tyypillisessé koetilanteessa on voimassa

B
El <1, (4.122)
0
jolloin
% < wo1. (4123)

Nyt myotiapiiviin pyorivin komponentin, jota vastaa kulmanopeus w — —w, kontribuutio
todennikoisyysamplitudiin (4.109) on mit#ttomén pieni.

Tarkastelemamme resonanssiprobleema on ensiarvoisen tirked ydinmagneettisen reso-
nanssin ja atomisiin molekyylisuihkuihin liittyvien kokeiden tulkinnassa. Vaihtelemalla os-
killoivan kentén taajuutta voidaan magneettisia momentteja mitata hyvin tarkasti.

4.3 Ajasta riippuva hiiriolasku

Vain hyvin harvoin on mahdollista ratkaista ajastariippuvia probleemoja eksaktisti; useim-
miten on turvauduttava hiiriolaskun menetelmiin. Sen sijaan, etti kehittiisimme kertoimet
¢ (t) ajasta riippuvan potentiaalin voimakkuuden kertaluvun mukaan eteneviiksi sarjaksi

en(t) = O + D) + D) + -, (4.124)

johdamme kehitelmiin vuorovaikutuskuvassa evoluutiota hallitsevalle operaattorille U; (¢, to),
jonka miirittelee yhtilo

‘Oz,to;t>1 :Z/{[(t, to)‘O&,to;to)I. (4125)
Vuorovaikutuskuvan differentiaaliyhtils (4.96) on ekvivalentti operaattoriyhtilon
d
ihEUI(t, to) = Vi(t)Us(t, to) (4.126)

kanssa. Tamin differentiaaliyhtilon alkuehtona on ilmeisestikin
Us(t, o)y, = 1. (4.127)

Differentiaaliyht#lo (4.126) on kiinnettivissd integraaliyhtiloksi

), t
Ut to) =1 — % / ViU (', 10) dt', (4.128)
to
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joka samalla automaattisesti toteuttaa alkuehdon. Iteroimalla saamme Dysonin sarjana
tunnetun kehitelmin

Ut t) = 1—i/tV(t') l—i/tIV(t”)Z/{(t”)dt” d
I\t L0 h to I h to I I

i st iNZ st ¢!
- 1- 2 ! ! (__) ! " ! "
- todt Vi(t') + - /todt /t dt" V() Vi(t")

I\ st t'
+---+(——) /dt’ dt" -
h to to

t(n—1)
y / HOV, ()W (") - - - Vi (1)

to

4 (4.129)

Kun U;(t,ty) on tunnettu, tilavektorien aikakehitys on selvitetty. Jos esimerkiksi alkuti-
lana on operaattorin Hy ominaistila |), niin hetkelld ¢ tim# on kehittynyt tilaksi

i to = 0;t); = U(t,0)]i)
= > [n){(nft(t,0)[3). (4.130)

Itseasiassa matriisielementti (n|U;(¢,0)[i) on se, mitd aikaisemmin nimitimme kertoimeksi
cn(t).

Vuorovaikutuskuvan ja Schrédingerin kuvan tilavektoreita toisiinsa sitovasta relaatiosta
saamme

|Oé, t(),t)[ — eiHOt/h|Oé, t07t>5
= eiHOt/hLl(t, to)|c, to; to)s
e ot (¢ 0 )e ot /M oy 40 40) s, (4.131)

joten niiden kuvien aikakehitysoperaattorit saadaan toisistaan kaavan

Up(t,to) = e HohY(t, ty)e Hoto/ (4.132)
avulla. Operaattorin U (¢, ty) matriisielementit voidaan nyt laskea relaatiosta

(n|Ur(t,to)|i) = e Ent=Eitod/Rin|tf(t 10)3). (4.133)

Muistamme, ettd (n|U(t,tp)|i) oli transitioamplitudi. Matriisielementtimme (n|Ur(t, ty)|i) ei
siten ole aivan transitioamplitudi. Kuitenkin transitiotodenndkdisyys, joka on matriisiele-
mentin itseisarvon nelio, on tismilleen sama kuin vastaava suure vuorovaikutuskuvassa:

[(nftr (¢, t0) [5)]* = [(n[UU(t, to)[3)]". (4.134)

Huomattakoon, ettd tdm# relaatio on voimassa vain energian ominaistilojen vilisislle mat-
riisielementeille. Yleenss ottaen on voimassa

[V Uhr (t, to) o) # [(UU(E, to)|a) |- (4.135)
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Jos joudumme tilliisid matriisielementtejs laskemaan, voimme aina kehitt#é tilat |a') ja [0')
Hamiltonin H, ominaistilojen {|n)} muodostamassa kannassa.

Oletetaan nyt, ettd hetkelld t = ¢, systeemin tiedet#i#in olevan tilassa |7). Valitaan Schro-
dingerin kuvan tilavektori |i,%o; 9)s siten, etti

i, to; to)s = e Fito/R|j), (4.136)

jolloin vuorovaikutuskuvassa on
|i,t0;t0>1 = |Z> (4137)

Tams3 tila kehittyy ajan myota tilaksi

|, to; t)1 = Ur(t, to)])- (4.138)
Vertaamalla tétd superpositioon

i t;t)r = 3 ea(t) ), (4.139)
naemme, etti

cn(t) = (n|Us(t, o) 5), (4.140)

kuten jo aikaisemmin totesimme. Kun sijoitamme tihin vuorovaikutuskuvan aikakehityso-
peraattorin Dysonin sarjan (4.129), voimme lukea siitd hiirickehitelmiin (4.124) termit:

C%O)(t) = (Sm

ot
00 = —5 [ mlVi®)li)d
R Jt
" ety oy g
= - et Vo (th) dt
h to
1 2 t t' ; ! ; 7
W) = (—3) T [t [ dtr e V@) Vi(e"),
h m “to to
(4.141)
missi olemme kiyttineet relaatiota
eUPn=Fat/h — giwnit (4.142)
Todenniikdisyys transitiolle tilasta |¢) tilaan |n) on nyt kirjoitettavissa muodossa
Pr(i — n) = |V () + D) +--- |2 (4.143)

Kehitelmén (4.141) sovellutuksena tarkastellaan hetkelld ¢ = 0 piille kytkettys vakioista
hiiriots
0, kun t < 0

V) = { V' (ajasta riippumaton) kun ¢ > 0. (4.144)
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Vaikka operaattori V' ei eksplisiittisesti riipukaan ajasta, se saattaa sisiltii sellaisia ope-
raattoreita kuin @, p tai S. Oletetaan, etti hetkelld ¢ = 0 systeemi on puhtaassa tilassa |i).
Kun sijoitetaan ty = 0, saamme yht#loisti (4.141)

) = ¢(0)= b

1 b
C,gl) = —ﬁVnZA eszt dt,
= (1 - e (4.145)
eli
Vm' 2
|C$ll)|2 = ﬁ(Q—QCOSQ}m't)
4‘Vm|2 ) (En _Ez)t
. 4.14
B, — L sin o7, (4.146)

Todenn#ksisyys systeemin loytymiselle tilasta |n) ei siis riipu ainoastaan termista |V,;|? vaan
my0s energiaerosta E, — E;, joten on syytd katsoa, miten (4.146) kiyttiytyy energian E,
funktiona. Kéytéinnossi joudumme tarkastelemaan sellaisia tilanteita, joissa (E ~ E,)-tilat

muodostavat lihes jatkumon. Mié#ritelldsin jatkuva parametri w siten, etti

E, — E;
h I

w (4.147)

ja tarkastellaan suuretta 4 sin®(wt/2)/w? muuttujan w funktiona pitimilla hairion paalli-
oloaika ¢ kiinnitettynd. Ndemme, ettd talld funktiolla on maksimi ¢ kun w = 0. Maksimia
vastaavan piikin leveys on verrannollinen suureeseen 1/¢. Kun ¢ kasvaa suureksi, |c{!(¢)|? on
nollasta poikkeava vain silloin, kun lopputilat toteuttavat ehdon

27 2mh

I~ —=—.

(4.148)
Jos At on se aika, jonka h#irio on ollut p#illd, niin varteenotettavalla todennikoisyydells

transitiot ovat mahdollisia vain jos
AtAFE ~ h, (4.149)

missi AF tarkoittaa energian muutosta kyseeseen tulevissa transitioissa. Jos At on pieni,
piikin leveys on suuri ja suurehkot poikkeamat energian siilymisestd ovat sallittuja. Jos
toisaalta hiirio on ollut pa#lla kauan, piikki on hyvin kapea ja energia aproksimatiivisesti
siilyy transitioissa.

Niille transitioille, joissa energia siilyy eksaktisti, £, = E;, on voimassa

1
D)2 = ?\Vmﬁt?. (4.150)
Todenniikdisyys systeemin 16ytymiselle tilasta [n) on verrannollin hiirién piillioloajan ne-

livon. Intuitiivisesti odottaisi transitiotodenniikoisyyden olevan lineaarisesti verrannollinen
h#irion kestoon. Itseasiassa kiytdnnossd nidin useimmiten onkin, silli monissa kiinnostavissa
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tapauksissa tilat, joille on voimassa E, ~ FE;, muodostavat lihes jatkumon; esimerkkini
vaikkapa helium-atomin de-eksitaatio Auger-elektronin emission jilkeen. Alkutilana voisi
olla tila (2s)?, missd molemmat elektronit ovat virittyneits, ja lopputilana ionisoituneen
Het-atomin (1s)-tila toisen elektronin paetessa atomista. Niissd tapauksissa kiinnostava
suure on kokonaistodenniikoisyys niille transitioille, jotka toteuttavat energian siilymiseh-

don E, =~ E;:
Pr(i — f)= 3 D) (4.151)

Kun lopputilat muodostavat jatkumon, voimme korvata summauksen integroinnilla ja
saamme

Pr(i — f) = /dE p(E,)|cD)?

En - Ez t ng 2
- 4/sin2l = ) ] |E|V_ |E.|2,0(En) dE,, (4.152)

missé p(F) on lopputilojen tilatiheys, t.s. p(F)dE on vilills (E, E + dFE) olevien tilojen
lukumiiria. Kun £ — oo, voimme kiiyttiia hyviksi relaatiota

1 sin® ¢
lm ——— = 6(z). (4.153)
Nyt
2\ ——
lim Pr(i — £) = (5 ) WVailPo(Eut, . (4.154)

missd |V,;|? tarkoittaa termin |V
lineaarisesti verrannollinen aikaan £.
Tapana on myos tarkastella transitionopeutta —s.o. transitiotodennikoisyyttd aikayk-

sikkod kohden. Yht#lon (4.154) mukaan transitionopeus
d
. = (D) (¢
ver = g (Zi0r)
2w
- ( ) Valo(E)|, (4.155)

on vakio, kun ¢ on suuri. Tam# lauseke tunnetaan Fermin kultaisena sddntdnd. Usein on
tapana kirjoittaa se myds muotoon

keskiarvoa. Kokonaistransitiotodennikosisyys on siis

2
Wi = (%) Vi ?8(E, — Ey), (4.156)

mutta t#lloin aina implisiittisesti oletetaan, ettd se integroidaan lausekkeessa
JAE, p(Ep) Wiy - - -.

Katsotaan vield toisen kertaluvun korjausta vakioisen héiriopotentiaalin yhteydessi. Yh-
tilon (4.141) mukaan saamme

cg) — (__) Zvnmvmz/ dt' zwnmt/ di'" e Wit

Vnmvmz ; ] d
_ Z ezwmt — elnmt) gy (4.157)
0
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Oikealla puolella olevan ensimmiisen termin aikariippuvuus on sama kuin termissi c%l). Jos
tdm# olisi ainoa termi, voisimme toistaa aikaisemmat argumenttimme ja pidtelld, ettd ajan
t tullessa suureksi ainoat varteenotettavat kontribuutiot saadaan, kun F, ~ F;. Jos nyt F,,
poikkeaa energiasta F), ja samalla energiasta F;, jilkimmainen termi oskilloi hyvin nopeasti
eikd anna kontribuutiota transitiotodennikosisyyteen, joka kasvaa ajan ¢t myotd. Molemmat
termit ¢V ja ¢® huomioon ottaen saamme transitionopeudeksi

2

2T VanmZ
| P(En)

wier = 3 it 2 g g,

m

(4.158)

EnNEi

Voimme ajatella, ettd toisen kertaluvun termin mukaan ottamat transitiot tapahtuvat kah-
dessa vaiheessa. Ensiksi tila [7) siirtyy tilaksi |m) ja sitten tdmi tilaksi [n). Néissi kum-
massakaan virtuaalisessa transitiossa ei energia siily vaikkakin se siilyy transitiossa ¢ — n.
Transitiota, jonka indusoi termi V,,; ja jossa energia siilyy, sanotaan suoraksi ”todelliseksi”
transitioksi. Tapaukset, joissa V,mVimi # 0 ja E,, =~ E; on kisiteltivi erikseen. Paras tapa
on kiyttdd n.s. hidasta paallekytkentdaa: V — e™V.

Erisn tirkein hiirioluokan muodostavat harmoniset hiiriot:

V(t) = Vet + Viemt, (4.159)

Oletetaan jilleen, ettsd alkuhetkelld ¢ = 0, jolloin hiirié kytketéin piille, vain yksi operaat-
torin H, ominaistiloista on miehitetty. Ensimmaéisen kertaluvun termi on nyt

) t y ! N ! N !
CS) — _% (Vm_ezwt +V;rliefzwt)ezwmt dt'
0
11— ez’(w—l—wni)t 1— ei(w—wm)t
= |—Vut+t ——VI|. 4.160
R l W+ Wn; m —wWtWp ( )

Taméa on muodoltaan sama kuin vakiopotentiaalin tapauksessa, kunhan teemme korvaukset

N h

Wi — Wy T w. (4.161)

Kun ¢t — oo, |c¢{}|? on siis nollasta poikkeava vain jos

wnitw~0 eli E,~E;—hw (4.162)
wp —war0 eli E,~FE;,+ hw. (4.163)

[Imeisestikin silloin kun ensimméinen termi on tirke# toinen ei anna kontribuutiota ja p#in-
vastoin. Kvanttimekaanisen systeemin energia ei n#issi transitioissa siily vaan ”ulkoinen”
potentiaali joko luovuttaa (absorptio) tai ottaa (stimuloitu emissio) energiaa systeemisti.
Transitionopeudeksi saadaan analogisesti vakiopotentiaalitapauksen kanssa:

2
Wi = %\VmPé(En — E; + fw). (4.164)
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4.4 Energiasiirtymit ja viivanleveydet

Edelld olemme tarkastelleet, miten transitioiden lopputilojen miehitykset kehittyvit. Toisin
sanoen, olemme kisitelleet kertoimia ¢,(t), kun n # i. On toki kiinnostavaa tietii myos,
mitéd tapahtuu systeemin alkutilalle.

Alkutilan evoluution tarkastelu osoittautuu helpommaksi, jos kifinnimme vuorovaiku-
tuspotentiaalin péiille hyvin hitaasti. Oletamme, ettd kaukana menneisyydessi, ¢ — —oo,
ajasta riippuva potentiaali ei ollut kytkettyni piille ja ettid se saavutti tiyden arvonsa vi-
hitellen:

V(t) =e™V. (4.165)

Tassd oletamme, ettd V' on vakio ja n pieni reaaliluku. Laskujen lopuksi asetamme n — 0,
joka vastaa tilannetta, jossa h#irié on ollut p##lld kaiken aikaa.

Kaukana menneisyydessé, ¢ = —oo, oletamme systeemin olleen tilassa |i). Ennen kuin
laskemme kertoimen c;(t), tarkastamme, ettd hidaskytkentimenetelmimme antaa mielek-
kiitd tuloksia. Sitd varten laskemme uudelleen kertoimen c,(t), n # i. Yhtiloiden (4.141)
avulla saamme

O = 0
D) = —EVm lim t e eionit’ !
" h to——00 to
nt+iwn;t
— —iVme . (4.166)
h N+ Wy;
Alimpaan nollasta poikkeavaan kertalukuun saakka transitiotodenniiksisyys on siis
‘Vm‘2 e2nt
enlt)? ~ 5 | a7 ) (1.167)
jolloin transitionopeus on
d 21Vl [ me
—len(t)]? &~ ) 4.168
GO = =5 (4168)
Kun nyt annamme n — 0 ja huomaamme, etti
- . _ N — _E
})1_1)% el w6(wn;) = Thé(E, — E;), (4.169)
saamme Fermin kultaisen siinnon
2
Wi—n = (%) |Vm|26(En - Ez) (4170)

Menetelmiéimme antaa siis jirkevid tuloksia, joten voimme turvallisin mielin ryhtys laske-
maan kerrointa ¢;(t). Kéyttéen jilleen kaavoja (4.141) saamme

cz(-o) = 1

. t , )
Cz('l) = —lVii lim e dt' = —L%iem
h hn

to——0o0 to
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twmit +nt’

@ _ ( l) 12 1 iwimt'+nt' €
o E V lim dt' e
! h] Vins to——00 Jt, (Wi — i)

i 2 e?'r)t i ‘V '|2€2nt
= (—=) Vil*~— (--) m . 4.171
( h) Vi 21 + h ng 2n(E; — Ep, + ihn) ( )

Toiseen kertalukuun saakka kerroin ¢; on siis

ISR (A iy (A By L (1172)
ci(t) %1 — —Ve —— h— —— . .

i hn it 7 2 2772 h mti 277(Ez - F, + Zh?])

Kertoimen ¢; logaritmiseksi aikaderivaataksi hiiriopotentiaalin V' toiseen kertalukuun saakka
saamme

|2

—i —i\? |V —i | Vini|?
e () 1 (3) -
G h I3 n h "%;z (E; — B, + ihn)
o " R

]

i (_—’) 3 Vil (4.173)
n T\ ) 22 By — By + il '

%

missi olemme jo asettaneet e” — 1. Logaritminen derivaatta on siis ajasta riippumaton
vakio, joten yht#lon (4.173) ratkaisu on muotoa

ci(t) = em18it/h Z—Eg = —%Ai, (4.174)
kun normitamme uudelleen asettamalla ¢;(0) = 1. T#ssd A; on ajan suhteen vakio, mutta
ei vilttimiittd reaalinen. Parametrin A; fysikaalinen sisilté on luettavissa tilavektoreiden
evoluutiosta. Vuorovaikutuskuvassa alkutila kehittyy tilaksi c;(t)[i) = e7*2i*/?|3), jota vastaa
Schrodingerin kuvan tilavektori e “*4:#/7~Fit/h |5\ Hairion seurauksena energiatasot siirtyvit,
kuten

Olemme siis laskeneet energiasiirtymin ajasta riippuvan hiiridlaskun keinoin. Kehitetiin
nyt A; hiirion potenssien mukaan sarjaksi

A =AW L AP 4. (4.176)
ja verrataan titéd kehitelm#d yhtiloon (4.173). Ensimméisessd kertaluvussa on voimassa
AY = v, (4.177)

aivan kuten olettaisimmekin ajasta riippumattoman h#iriolaskun perusteella. Laskettaessa
toisen kertaluvun korjausta on huomattava, etti energiat E,, yleensi muodostavat lihes
jatkumon, jolloin summaus korvautuu integroinnilla. Emme voi siis suoraan asettaa yh-
télon (4.173) oikean puolen jialkimmdiisessd termissd n = 0, vaan joudumme kiyttadméin
funktioteoriasta tuttua relaatiota

lim — = p— —imd(x), (4.178)
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missi p tarkoittaa padarvoa. Taméin huomioiden saamme

Vii|?
APy = Vol ™ 4.1
m(A?) = -1 3 [ViuP6(E; — En). (4.180)

m#i

Yht#lon (4.180) oikea puoli on tuttu Fermin kultaisesta sifinndsté, joten voimme kirjoittaa

S Wi = o 5 [ViiP6(B: — Bp) = —2Tm [A%)]. (4.181)
m#i h m#i h

Kerroin ¢;(t) on kirjoitettavissa energiasiirtyméin avulla muotoon

(t) = e—(i/R)[Re(Ad)t]+(1/h)[Im(Aq)] (4.182)
Jos masrittelemme
T, 2
= _ZIm(A,; 4.183
2= —2im(A), (1183)
niin
|ci(t)|> = MBI/ = = Tit/h, (4.184)

Suure I'; kertoo siis, milli nopeudella tila |¢) hiviid. Suure

= — 4.185
=g (4185)

on siten tilan |i) keskimé##iriinen elinikii. Jos muunnamme Schridingerin kuvan aikakehitysté
kuvaavan kertoimen c;(t)e"*#¥" Fourierin muunnoksella

F(E) = /e_i[Ei+Re(Ai)}t/h—I‘it/2heiEt/h dt (4.186)

energiaspektriksi, saamme

1
{E — [E; + Re(A)]}* + T /4

[f(E)[? o (4.187)

Niemme, ettd ['; —tai tekijii -2 lukuunottamatta energiasiirtymsin imaginéiriosa— on ha-
joamisviivan leveys ja energiasiirtymin reaaliosa tavallinen energiatason siirtymaé.

Vaikka tarkastelimmekin energiasiirtymii ja viivan leveytti vakiopotentiaalin avulla, tu-
loksemme ovat helposti yleistettivissd myds harmonisille hiiriville. Meid#in tarvitsee ainoas-
taan tehdi sijoitukset

Ep — E; > Ep — E; & hw. (4.188)
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4.5 Siteilyn ja materian vuorovaikutus

Sovellamme ajasta riippuvan hiiriclaskun formalismia klassisen siteilykentéin ja kvanttime-
kaanisen systeemin vilisiin vuorovaikutuksiin. Klassisella siteilykentilld tarkoitamme siti,
ettd voimme kisitelld vektoripotentiaalista johdettavissa olevia sihko- ja magneettikenttis
klassisen elektrodynamiikan keinoin. Tam# semiklassinen lihestymistapa toimii hyvin sil-
loin, kun kvanttimekaaninen systeemi on intensiivisessi siteilykentiissi: fotonien lukuméiiri
on suuri séteilylle karakteristisessa tilavuudessa, joka lineaariselta dimensioltaan on siteilyn
aallonpituuden luokkaa. Jos kentiissi on hyvin viihin fotoneita, on siteilykin periaatteessa
kasiteltava kvanttimekaniikan keinoin. Osoittautuu kuitenkin, etté absorptiota ja stimuloi-
tua emissiota voidaan aina tarkastella semiklassisesti. Spontaani emisssiokin, jossa systeemin
virittynyt tila purkautuu emittoimalla fotonin ja jossa alkutilassa ei ole yhtiin fotonia, on
kisiteltivissd semiklassisesti, kun asetetaan systeemi fiktiiviseen kvanttiteorian kanssa ekvi-
valenttiin siteilykenttisin.

Klassisesta elektrodynamiikasta tiedimme, etti siteilykentéin vektoripotentiaali A voi-
daan aina valita siten, etti se toteuttaa poikittaisehdon:

V-A=0. (4.189)

Fysikaalisesti relevantit suureet, sihkokenttd E ja magneettikenntsi B saadaan vektoripo-
tentiaalista kaavojen

10
=———A, B=VxA 4.190
avulla. Siteilykentéin energiavuo —energia/pinta-ala/aikayksikké— on klassisen teorian mu-
kaan ) )
c(E B
U=-|—2= 422, 4.191
““=3 ( gr | 8n ) (4.191)

Voimme kirjoittaa monokromaattista tasoaaltoa vastaavan vektoripotentiaalin muotoon

(4.192)

A = Ayé [ei(uJ/C)’fI,.m—iwt + 6—i(w/c)fﬁ,.qg+iwt] ’

missi € ja n ovat tasoaallon polarisaatio- ja etenemissuunnat. Poikittaisehdon mukaisesti
nami ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Niilld merkinnoilli saamme energiavuoksi
1 w?

— 7 |AA2 4.193
2m ¢ 0‘ ( )

cld =
Katsomme, miten atomin elektronit kiyttiytyviit siteilykentissd. Systeemii hallitseva
Hamiltonin operaattori on nyt

2
H= 2” +ed(z) —

€ ec

e

A - p, (4.194)

missi olemme huomioineet poikittaisehdon ja jattéineet pois termin |A|%. Kiayttamalld vek-
toripotentiaalin eksplisiittistd lauseketta (4.192) saamme
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Vertaamalla t#tid aikaisemmin kisittelemiimme harmoniseen hiirioon niemme, ettd vekto-
ripotentiaalin termi e “! on vastuussa absorptiosta ja e*! stimuloidusta emissiosta.
Tarkastellaan absorptiota yksityiskohtaisemmin. Hiiriopotentiaali on nyt

A . B
Vi = —% (e“‘”/ IMTe -p) , (4.196)
ja transitionopeus vastaavasti
21 € 2 (W)L o 1\ 2
Win = 553 |Ao|“[{nle €-pl)|°6(E, — E; — hw). (4.197)

On syyté korostaa 6-funktion merkitysti tiissi lausekkeessa. Jos lopputilat [n) muodostavat
jatkumon, me yksinkertaisesti integroimme lausekkeen (4.197) tilatiheydelld p(E,) painot-
taen. Toisaalta, vaikka tilat |n) olisivatkin diskreettejé, ne eiviit voi olla systeemin perus-
tiloja, jolloin niiden energia ei voi olla #irimmiisen tarkasti mairatty. Myos tormiykset
voivat leventis energiatasoja. Tilloin kirjoitamme

= lim (= !
6w — wn) = %—»0 (2%) [(w —wni)? + 72/4] ' (4.198)

Todettakoon vieli, ettd tuleva siiteily ei yleensd ole tiydellisen monokromaattinen; tosia-
siassa sillé on aina #irellinen kaistan leveys.
Absorptiovaikutusala o,,s on méiritelminsi mukaan

atomin (i — n) absorboima (energia/aikayksikko)

. (4.199)

Oabs — ey s .
siteilykentéin energiavuo

Kun muistamme, etti hw on energia, jonka atomi absorboi jokaisessa absorptioprosessissa,
saamme

hw(2m /B) (€2 /m2c2)| Ao 2| (n] /T T . p|i)|26(E, — F; — hw)
Oabs —
> (1/2m)(w?/c)| Ao|?
_ Am2h [ 2
he

—— ) (n|el@/OMTe . pli)2§(E, — F; — hw). (4.200)
miw
Tassé e /hc on hienorakennevakio o ~ 1/137.

Oletamme nyt, ettd siteilykentéin aallonpituus on paljon suurempi kuin atomin dimensio.
Jotta absorptio ylipaitiain olisi mahdollinen, tiytyy siteilyn energiakvantin Aw olla atomin
energiatilojen vilisten erotusten suuruusluokkaa:

Ze? N Ze?
(aO/Z) = Ratomi’

hw =~ (4.201)

kun Z on atomin jirjestysluku. Tilloin

C )\ ChRatomi 1 37Ratomi
= ~ 4.202
w 27 Ze? Z ( )
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eli
Ratomi ~ A

AT 2m3r
Jos kehitimme vaikutusalan lausekkeessa (4.200) esiintyviin eksponenttifunktion sarjaksi

< 1. (4.203)

C

niemme, etti riittii kun tarkastelemme sarjan ensimmiisti termii, silli operattorin @ mat-

riisielementit ovat kertalukua Raiomi, Operaattorin x? kertalukua RZ% ., .... Aproksimaa-

tiota, jossa operaattori e!“/9T™ T korvataan vakiolla 1 sanotaan sihkdiseksi dipoliaproksi-
maatioksi (E1 aproksimaatio). T#ss# aproksimaatiossa on siis

(n]e/@/OMTe . pli) —s & (n|pli). (4.205)

Valitsemme polarisaation € z-akselin suuntaiseksi (ja etenemissuunnaksi z-akselin). Matrii-
sielementin (n|p,|i) laskemisessa kiiytimme hyviiksi relaatiota

ihpy

[.’E, HO] = ’ (4206)
jolloin
. Mme .
(nlpali) = —~(nllz, Hollt)
= iMmewni(n|z|i). (4.207)

Jalkimmiinen muoto selittis, miksi titd sanotaan dipoliaproksimaatioksi. Koska & on en-
simmaéisen kertaluvun pallotensori, jolle ¢ = +1, valintsiinnot kertovat, ettd matriisiele-
mentti on nollasta poikkeava vain, jos m' — m = +1 ja |j' — j| = 0,1. Jos € on y-akselin
suuntainen, samat valintasiinnot ovat voimassa. Jos € on z-akselin suuntainen, tiytyy olla
m' =m.
Sihkoisessd dipoliaproksimaatiossa absorptiovaikutusala (4.200) saa yksinkertaisen muo-
don
Tabs = 4T awpi|(n|z|i) 26 (w — wy;)- (4.208)

Muuttujan w funktiona vaikutusalalla o,,s on erittiin terivi piikki silloin, kun Aw vastaa
energiatilojen erotusta fiw ~ F,, — E;. Jos |i) on perustila, niin wy,; on vilttimittid positii-
vinen. Integroimalla lausekkeen (4.208) saamme

/ Cans (@) dw = 3 dn2awy| (n]z]i) 2. (4.209)

Atomifysiikassa midritellisin oskillaattorivoimakkuus (oscillator strength) f,; seuraavasti:

_ 2mewni

fni: A

Suoraviivainen lasku niyttis, etté oskillaattorivoimakkuus toteuttaa n.s. Thomas-Reiche-
Kuhnin summasddnndn:
S fai=1 (4.211)
n

[(n]z|i)]*. (4.210)
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Soveltamalla titd absorptiovaikutusalaan niemme, etti

2 2
/aabs(w) = Tl _ 27T20< c 2) . (4.212)

2m, meC

Huomattakoon, etti vakio i on kadonnut tiisti lausekkeesta, joka tunnetaan klassisen elekt-
rodynamiikan oskillaattorisummasiintoni.

Katsotaan toisena esimerkkini wvalosihkdisti ilmidtd. Tiassi prosessissa taphtuu sitei-
lykentén vaikutuksesta atomin sidotussa tilassa olevan elektronin transitio jatkumotilaan
E > 0. Alkutila |7) on siis atominen tila ja lopputila |n) jatkumotila, joksi voidaan ottaa
tasoaaltotila |kf) edellyttien, ettd poistuva elektroni ei ole kovin hidas.

Aikaisempi absorptiovaikutusalan lausekkeemme piitee valosihkoisessé ilmigssiikin, kun-
han integroidesssamme funktiota é(w,; — w) painotamme sen lopputilojen tiheydelld p(E,,).
Osoittautuu, ettdi matriisielementit tulevat nyt riippumaan poistuvan elektronin impulssin
suunnasta ja tdméi on otettava huomioon tilatiheyden laskussa. Normitetaan tasoaallot ta-
valliseen tapaan periodisilla reunaehdoilla L-sivuisessa kuutiossa:

ok
!
(@lker) = —3m (4.213)
jolloin aaltovektorin komponentin k, sallitut arvot ovat
2
ky = WL"”” ny =0, 41,42, ... (4.214)

Samanlaiset relaatiot ovat voimassa myods muille komponenteille. Miiritelldsin n siten, etts
n® =nl +n, + nl. (4.215)

Kun L — o0, voimme aivan hyvin pitii muuttujaa n jatkuvana. Tarkastellaan hila-
avaruuden {n} sellaista tilavuuselementti#, jossa radiusvektori on vililla (n,n 4+ dn) ja ava-
ruuskulmassa d©). Tamin elementin tilavuus on ilmeisestikin n? dn d€). Lopputilan energia
riippuu aaltovektorista ky ja siten myos luvusta n, kuten

_ h2k)2c _ h? 7’L2(27r)2

E 2
2m, 2m, L

(4.216)

Hila-avaruuden vektori n on yhdensuuntainen lopputilan impulssin kanssa, joten niiden ti-
lojen lukumiirs, joiden energia on vililld (E, F + dF) ja joiden aaltovektori k; on avaruus-
kulmassa df2, on

d LN? (o dk
wd T dE = (o) (k) SLdodE

dE 27 dE
L\*m
= (—) =k;dEdS. 4.21
(27) K2 f ( 7

Valosiihkoisen ilmion differentiaalinen vaikutusala on nyt

do  4r’ah

_ meka?’
d_Q N mgw

n*(2m)?

(k| @/ IMT e plj) 2 (4.218)
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Tarkastellaan erikoisesti elektronin emittoitumista sisimmélti kuorelta valon absorption
seurauksena. Alkutilan aaltofunktio on oleellisesti sama kuin vetyatomin perustilan aalto-
funktio paitsi, etti Bohrin radan siide ay on korvattava siteelld ay/Z. Lausekkeessa (4.218)
esiintyviiksi matriisielementiksi saamme nyt

] 'f’a r e_ikf.m, ; I’/f\L '
(kf\eZ(w/c) T -p|z) = &- /d?’ﬂﬁlwe’(w/c) .
7 3/2
x(=ihV) [ezr/“‘) (—) ] : (4.219)
Qo
Integroimalla osittain ja huomioimalla, etti poikittaismitassa

niemme, etti meidin on laskettava atomisen aaltofunktion Fourierin muunnos muuttujan

W

q=k;— (—) A (4.221)
c
suhteen. Lopputulos on, etti differentiaalinen vaikutusala on kirjoitettavissa muotoon

d e k) Z° 1
_0 :32€2kf(€ f) =
ds2 MeCw @) [(Z/a0)2—|—q2]

. (4.222)

Kun polarisaatiosuunta € on z-akselin ja etenemissuunta 7 z-akselin suuntainen, differenti-
aalinen vaikutusala on kirjoitettavissa napakulman # ja atsimuuttikulman ¢ avulla kiiyttien
relaatioita

(€-kp)? = k;siHQHCOSZQS

2
2 = k2 -2k cos (f) . 4.993
q ks — 2k S cost+ | — ( )
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Luku 5

Relativistista kvanttimekaniikkaa

5.1 Klassiset kentat

Klassisen mekaniikan massapisteen dynamiikkaa hallitseva yhtélo saadaan Lagrangen lii-
keyhtilosti
d (0L oL
— 5| -5 =0, (5.1)
dt \ 0¢; 0q;

joka puolestaan on johdettavissa Hamiltonin variaatioperiaatteesta

to
5/ L(gi, d;) dt = 0. (5.2)
t1

Lagrangen funktio L, jonka oletamme eksplisiittisesti ajasta riippumattomaksi, on kineetti-
sen energian 7' ja potentiaalienergian V' erotus:

L=T-V. (5.3)

Yhtilossd (5.2) variaatio on otettava sellaisten polkujen g;(t) yli, joille 6¢g; hivids alku- ja
loppupisteissi t; ja ty. Systeemin Hamiltonin funktio on

missi muuttujan ¢; kanonisesti konjugoitu impulssi p; on

oL

5 (5.5)

Di =

Lagrangen formalismi yleistyy monen kappaleen systeemeille. Katsotaan konkreettisena
esimerkkini identtisilla yhdensuuntaisilla jousilla toisiinsa kytkettys IV hiukkasta. Jos jousi-
vakio on k, hiukkasten etiisyys toisistaan tasapainoasemassa a ja kunkin hiukkasen poik-
keama tasapainoasemastaan 7;, niin systeemin Lagrangen funktio on

> [mm (Mit1 — 771-)2]

%

N | =

123
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- -]

N

= Y aL;. (5.6)

i

T#ssd L£; on lineaarinen Lagrangen tiheys. Siirrymme nyt jatkuvaan mekaaniseen systeemiin
sijoittamalla raja-arvot

a — dx, m_, it = lineaarinen massatiheys
a
it1 — Th 0 . .
Bl Z %, —77, ka — 'Y = Youngin moduli, (5.7)
a ox
jolloin
L:/cm, (5.8)
missi )
1 on
L==|p’=-Y =] |. 5.9
5 [Hi (6m> ] (5.9)

Siirtym# 7 on nyt muuttujien z ja ¢ funktio.
Jatkuvasti jakautuneelle systeemille Hamiltonin variaatioperiaate saa muodon

to to . on
s [ Ldt=6 ﬁ/@ﬁmm——. (5.10)
t1 t1 ox

Muuttujan 7 variaation oletetaan hividiviin sekd rajoilla t; ja ¢y ettd avaruusintegroinnin
rajoilla. Nailld oletuksilla saamme osittain integroimalla variaatiointegraaliksi

6/Ldt - /dt /dx {577677+ %5 (8’7) + a(%‘%t)é (%)}
= Ju Joo {5 - 5 (o) - 7 (owmam) ) o

Jotta variaatio olisi 0 kaikilla 67, tiytyy olla voimassa

o0 oL n 9 oL oL
0z 0(0n/0x)  Oto(on/dt)  On

(5.11)

=0. (5.12)

Tam# tunnetaan FEuler-Lagrangen yhtilond. Esimerkkimme tapauksessa Euler-Lagrangen
yhtilo on

0*n 0*n

joka esitt## yhdessd ulottuvuudessa nopeudella /Y /u eteneviis aaltoliikettd.
Hamiltonin tiheysfunktio méiritellisin analogisesti jatkuvasti jakautuneelle systeemille:

H=nr—-L, (5.14)
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missd 7 on muuttujan 7 kanonisesti konjugoitu impulssi, eli

= % (5.15)
Esimerkkimme Hamiltonin tiheys on
1 ., 1. (on\
H= SH + §Y <£) . (5.16)

Jatkuvan systeemin Lagrangen formalismi yleistyy helposti kolmeen avaruusulottuvuu-
teen. Kenttid ¢ riippuu nyt muuttujista & ja t. Lagrangen tiheys on vastaavasti muuttujien
¢, 00/0zy, (k =1,2,3) ja 0¢/0t funktio. Euler-Lagrangen yhtils saa tilloin muodon

5.0 oL o oL oL
kgl D2, 006/ 0wy) | 0L OGO 05 (5.17)

Tarkoituksenamme on kirjoittaa tdmé relativistisesti kovarianttiin muotoon. T#ta varten
otamme kiyttoon nelivektorinotaation. Esittaiksemme asiat mahdollisimman yksinkertai-
sesti kiiytamme sellaista metriikkaa, jossa nelivektorin b, komponentit ovat

by = (b1, ba, b3, bs) = (b, iby), (5.18)

eli komponentit by, by ja by ovat reaalisia ja komponentti by = by puhtaasti imaginiirinen.
Sovimme myos, ettd kreikkalaiset indeksit p, v jne. juoksevat yhdesti neljiiin ja latinalaiset
indeksit 4, j jne. yhdestd kolmeen. Koordinaattivektori x, on méaritelménss mukaan

z, = (T1, 9, T3, T4) = (@, ict). (5.19)
Lorentzin transformaatiossa koordinaattivektori muuntuu yhtilon

L), = G, (5.20)

mukaisesti. T#ssi olemme kiiyttineet sopimusta, jonka mukaan termissi esiintyviit toistuvat
indeksi implikoivat summauksen néiden yli. Matriisielementit a;;, a44 ovat puhtaasti reaalisia
ja elementit a4, a4; puhtaasti imagin#irisii. Lorentzin muunnoksen kertoimet toteuttavat
ortogonaalisuusehdon

Qupylp = (S,,)\, (a_l);u/ = Qyy, (521)
jolloin
7, = (a™ )W), = ay,z, (5.22)

Nelivektori on miiritelmin mukaan suure, joka Lorentzin muunnoksissa transformoituu ku-
ten z,. Neligradientti 0/0x, on nelivektori, silli

0 0z, 0 0

= = Q .
8xL 8:% ox, " o,

(5.23)
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On helppo nihdi, etti nelivektoreiden b ja ¢ skalaaritulo

3
b-c = by, = ijCj + bycy

Jj=1

= b-c— boC() (524)

on invariantti Lorentz-muunnoksissa.
Nelivektorinotaatiota kiiyttden Euler-Lagrangen yht#lo (5.17) voidaan kirjoittaa kom-
paktiin muotoon

= 0. (5.25)

0 oL oL
Oz, |0(0¢/0z,) 0
Niemme, ettd Lagrangen tiheydestid £ johdettava kenttiyhtilo on kovariantti, jos Lagrangen
tiheys L itse on relativistisesti skalaari (invariantti Lorentz-muunnoksissa).

5.2 Klein-Gordonin yhtilo

Tarkastellaan skalaarikenttii ¢(x), joka méiiritelméinsi mukaan transformoituu Lorentz-
muunnoksissa, kuten

¢'(2') = ¢(2). (5.26)

Koska £ riippuu eksplisiittisesti vain skalaarikentéisti ¢ ja sen enimmaiisisti derivaatoista,
ainoa kiytossimme oleva nelivektori on 0¢/0z,. Edelleen Lagrangen tiheyden £ on oltava
Lorentz-invariantti, joten nelivektori 0¢/dz, voi esiintyd siind vain skalaaritulona itsensi
kanssa. Jos vield haluamme saada lineaarisen aaltoyhtilon, on tiheyden £ oltava muuttujien
¢ ja 0¢/0x, kvadraattinen funktio. Eriis mahdollinen Lagrangen tiheyden muoto on

L= —% (aa—ig—i + /1,2</§2) : (5.27)
Euler-Lagrangen yhtils (5.25) tulee nyt olemaan
_(% <§_i> + 26 =0, (5.28)
Tam# kirjoitetaan tavallisesti muotoon
D¢ — u’¢ =0, (5.29)
missid )
0O=V2— 01—2%. (5.30)

Aaltoyhtilod (5.29) kutsutaan Klein-Gordonin yhtiloksi.
Heuristisesti Klein-Gordonin yht#lo on johdettavissa yksinkertaisesti sijoittamalla relati-
vistiseen energian ja impulssin relaatioon

E? — |p|’c® = m*c* (5.31)
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operaattorit

0 0
E— ih— —th—. .32
r—what, Dk — zhaxk (5.32)

Ni#emme siis, ettid Klein-Gordonin yht#lo on relativistinen analogia ei-relativistiselle vapaan
hiukkasen Schrodingerin yhtilslle. Yht#lon (5.29) parametrin p dimensio on 1/pituus. Ana-
logian perusteella voimme asettaa

w=mc/h. (5.33)

Koska Lagrangen tiheydessi (5.27) ei esiinny minki#inlaisia lihdetermejs, yhtilon (5.29)
ratkaisuna on vapaa kenttd. Lagrangen formalismiin on helppo ottaa mukaan kentin ¢ ja
lahteen vuorovaikutus lisiaimélls tiheyteen (5.27) termi

Line = —9p, (5.34)

missé p on lihteen, yleensi paikkakoordinaateista riippuva, tiheys. Kenttiyhtilo tulee nyt
olemaan

0¢ — u'e¢ = p. (5.35)

Tarkastellaan tamin yhtialon staattista ratkaisua silloin, kun p on origossa oleva pistelihde.
Ajasta riippumaton kenttiyhtilo on tilloin

(V? - 12)é = Gé(a), (5.36)

joka voidaan Fourierin muunnoksella kirjoittaa algebralliseen muotoon

G

(—k* - MZ)Qz(k) = W (5.37)
Téssd .
Mk):Z§6W5/d%w%kw¢@a (5.38)
Muuntamalla takaisin konfiguraatioavaruuteen saamme yht#lon (5.36) ratkaisuksi
Ge ™
o(x) = P (5.39)

Tama ratkaisu tunnetaan Yukawan potentiaalina. Yukawa esitti, ettd nukleoni on mesoni-
kentiksi sanotun voimakentiin liihde samaan tapaan kuin sihkoisesti varatut hiukkaset ovat
sihkostaattisen kentin lihteiti. Oletetaan, ettid nukleonin ympirilli oleva mesonikentti to-
teuttaa yhtilon (5.39). Ytimen ollessa pisteessi ; on mesonikentin voimakkuus pisteessi

i)
G e HT2—T1]

¢(x2) = (5.40)

_E |C82 —5131| ’

Vuorovaikutuksen Hamiltonin tiheys H;,; on nyt —L;,:, joten vuorovaikutuksen koko Hamil-
tonin funktio on

mm=/Hmfx=/@fm (5.41)
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Pisteissd x; ja x4 sijaitsevien nukleonien vuorovaikutusenergia on

—p|L2—L1|
H-(l’z) = —gei (5.42)

Toisin kuin Coulombin tapauksessa tdm# vuorovaikutus on atraktiivinen ja lyhyt kantamai-
nen.

Edelli esitetty mallimme ytimien vilisti vuorovaikutusta vilittédville mesoneille on mel-
koisen puutteellinen, silli kokeellinen tosiasia on, etti on olemassa kolme varaukseltaan eri-
laista mutta massaltaan samanlaista mesonia (7, 7% 77), joilla on p##vastuu ydinvoimien
vilityksestd. Olemme implisiittisesti olettaneet, etti skalaarikenttimme ¢ on reaalinen.
Tarkastellaan nyt kahta reaalista samamassaisten hiukkasten kentdi ¢ ja ¢3. Voimme aina
konstruioda niistd kompleksiset kentit ¢ ja ¢* sijoittamalla

6 = o1 + 1y
V2
o P~ 62 (5.43)

V2

Vapaiden kenttien Lagrangen tiheys on kirjoitettavissa joko reaalisten tai kompleksisten

kenttien avulla:
L = _1 <8¢1% +M2¢%> _ % (6@% +M2¢’§>

2 8—% Oz, 3—% oz,
= - (gf“ g—i + u2¢*¢> : (5.44)
Pitamalla kenttid ¢ ja ¢* riippumattomina saamme kaksi Euler-Lagrangen yhtilos
0 oL oL 0
0z, 0(0¢/0zx,) O¢
0 oL oL - (5.45)

0z, 0(0¢"/0x,) 0@
jotka voidaan edelleen kirjoittaa kahdeksi Klein-Gordonin yht#loksi
|:|¢* _ M2¢* = 0
O¢ —p’¢ = 0. (5.46)

Nihdiksemme, mikéi on kompleksisen kentin ¢ fysikaalinen sisilto, tarkastellaan ensim-
mdisen lajin mittamuunnosta (gauge transformation of the first kind):

¢I — ei/\¢’ ¢*I — 67i/\¢*’ (547)

missid A on reaalinen parametri. Oletetaan, ettd A on mielivaltainen, infinitesimaalisen pieni,
luku. Tilloin kenttien muutokset ovat

56 =i\, 66" = —i\g", (5.48)
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ja Lagrangen tiheyden muutos vastaavasti

ot oL 0¢
o = 55+ saagaan ()|

[&b T (gfﬂ
- B_g 5 (a(aj/ﬁam)] °0

oL 0 oL s
" [%* - Oa, (a(aas*/awu))] ¢

0 oL oL .
" oz, l8(8¢/8xu)6¢+ (8¢*/0:ru)6¢]
_ 0 (0 09
_ 2)‘8% (&L.MQS ¢ M) (5.49)

missi olemme kiyttineet Euler-Lagrangen yhtilsitd (5.45). Koska Lagrangen tiheys on
invariantti ratkaisujen ¢ ja ¢* pienessi ympiristossd, tiytyy olla 6L = 0. Saamme siis
tiarkedn tuloksen

0s,
a—% =0, (5.50)
missi
¢ 0
5y = (6% M) (5.51)

Tama tarkoittaa, ettd kompleksiseen kenttaén ¢ liittyy séilyvé nelivektorivirtatiheys s, joka
toteuttaa kontinuiteettiyhtilon (5.50). Jos vaihdamme keskeniisin kentit ¢ ja ¢*, niin virtati-
heys s, vaihtaa merkkinsi. Tém# antaa aiheen tulkinnalle, jonka mukaan s, on (vakiotekijis
lukuunottamatta) varausvirtatiheys, ja jos kenttd ¢ liittyy hiukkaseen, jonka varaus on e,
niin kenttid ¢* liittyy hiukkaseen, jonka varaus on —e.

5.3 Fotonit

Tarkastellaan jilleen siiteilykenttiisi, jonka vektoripotentiaali A toteuttaa poikittaisehdon
(4.189) ja jolloin fysikaaliset suureet B ja E saadaan yht#loistd (4.190). Maxwellin yht#loi-
den perusteella tillidinen vektoripotentiaali toteuttaa aaltoyhtilon

10A

2
A_ =
v 2 ot?

=0. (5.52)

Kehitimme vektoripotentiaalin hetkelld ¢ = 0 L-siirméiisessii kuutiossa, jonka tilavuus on
V = L3, periodisesti normitettujen tasoaaltojen superpositiona:

A, 1)),y = % % (0o Ot (@) + i (0107 (@) (5.53)
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missi .
up (@) = EeRT

(5.54)

ja é(a), a = 1, 2 ovat reaalisia polarisaatiovektoreita. Poikittaismitasta johtuen voimme valita
ne siten, etts vektorit (¢, &® k/|k|) muodostavat oikeakiitisen suorakulmaisen koordinaa-

tiston. Fourier-komponentit ug, = toteuttavat ortogonaalisuusehdot

%/d?’x uk,a-u’;c:,a, = O bacr
7 { o K } = o,
4 Uko VK o
missi aaltovektorit periodisuusehtojen perusteella voivat saada arvoja
kg, ky,k, =2nm/L, n=%41,42,....

Hetkelld ¢t # 0 vektoripotentiaali saadaan yksinkertaisesti asettamalla

k() = cp a(())e_i‘”t, L a(t) =}, a(O)eiwt,

missi
w = |klc.
Talloin
1 )
Az, t) = _VZZ(Cka(t)e(a)ezk-m+c* (t)é(a)e_’km)
E ’
1 (@) ik s (@) ks
= —VZZ(ck (0)eYe™ + 3, (0)e¥e )s
E @ ’

missd olemme kiyttineet nelivektorinotaatiota
k-r=k-z—wt=k-x— |k|c.

Klassisen sihkomagneettisen siteilykentin Hamiltonin funktio on

1 2 2y 73

H = 3 [(BF+BP)ds
1
= 3 [V = AP+ (1 /0)04/06)?] ds.

Suoraviivainen lasku néyttii, etti

H= % > Q(w/c)Qc‘i‘;’ack,a,

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

missi cg, ovat ajasta riippuvia Fourierin kertoimia, jotka toteuttavat differentiaaliyhtélon

. 2
Ck,a = —W Ck,a'

(5.63)
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Nayttiisi siis silté, etti klassinen siiteilykentts on pantu kokoon riippumattomista harmoni-
sista oskillaattoreista. Tam# analogia kiiy vieldkin selvemmiksi, kun m#irittelemme muut-
tujat

w

(ck7a — c’;c’a), (5.64)

joiden avulla Hamiltonin funktio on kirjoitettavissa muotoon

1 k
Qk,a = E(Ck,a + ck,a)’ Pk,a =

Cc

H=>Y %(Pfc,a +wQ.,)- (5.65)
k o

Muuttujien P, = ja Qg , nédhdéén olevan kanonisesti konjugoituja, silla

oOH . OH )
Wk,a = - k,a’ aP—kﬂ = +Qk’a. (566)

Klassisen siiteilykentin voidaan siis ajatella olevan riippumattomien harmonisten oskil-
laattoreiden kokoelma, jossa jokaista oskillaattoria karakterisoi aaltovektori k ja polarisaatio
e ja jossa jokaisen oskillaattorin dynaamiset muuttujat ovat Fourier-kertoimien ortogonaa-
lisia lineaarisia kombinaatioita. Nim# oskillaattorit kvantitetaan postuloimalla, etti Pk,a ja
Q k.o eiviit enéiil ole pelkkii lukuja vaan operaattoreita, jotka toteuttavat kanoniset kommu-
taatiosadnnot

[Qk,a’Pkl,a’] = ih(skk’(saa/
[Qk,a’Qk,,a’] =0
(P P ] = 0. (5.67)

Médéritellaan operaattoreiden Pp, = ja (Jp , dimensiottomat lineaarikombinaatiot ag, , ja a}c N
seuraavasti: ’

1
a = w + 1P,
k.o %w( Qo t 1Pk ,)

8

.'. .
a = —(wQp . —iPp ). 5.68
ko = g W9ka k) (5.68)
On helppo niihdi, ettd ne toteuttavat kommutaatiorelaatiot

O Uy ] = OO
k0 g ) = a0y J=0. (5.69)

Niiss# relaatioissa on operaattorit evaluoitava samalla ajanhetkelld, t.s. [ag, , a;{:, | tar-
) ,Q

koittaa itse asiassa kommutaattoria [ag, (?), a}'c,,a, (t)].

Nahdidksemme operaattoreiden ag,  ja aTk N fysikaalisen merkityksen miiritelldin viels

operaattori
N o = 0 g - (5.70)
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On helppo néhds, ettd Np, | puolestaan toteuttaa kommutaatiosi&nnot

[ak’a,Nk'ﬂ,] = 6kk1(5w1ak’a
[aTk,a’Nk’,a’] = —6kk16aa1aTk . (571)

,Q
Toisin kuin az, ~ja al, operaattori Nz, on hermiittinen. Sen ominaisarvot nz,  ovat siis
k,a k,a k,a k e
reaalisia ja ominaisvektorit [ng, ),
Nk,a|nk,a> = nk,a|nk,a), (5.72)

muodostavat tiydellisen ortonormaalisen kannan. Relaatioiden (5.71) perusteella nihd#in,
ettd vektorit a}c Nk o) Ja ag 0 ) ovat operaattorin N, .~ ominaistiloja, sillg

Nt ko) = (ap Np,+ap g,
= (ng,+ 1)aTk’a|nk,a), (5.73)
samoin kuin
Nk,aa’k,a|nk,a> = (nk,a — 1)a’k,a‘nk,a>' (5.74)

Vastaavat ominaisarvot ovat siis ng, +1 jang  — 1, joten voimme kirjoittaa

afk,a|nk,a) = cylng, +1)
O oMk o) = CIng, — 1), (5.75)

missé kertoimet c; ja c_ ovat vakioita. Koska tilat [ng, ) ovat normitettuja, voimme laskea
ndmi kertoimet seuraavasti

e = lesHng, + 1ng , +1) = (0, lag ,ap, g ,)

= <nk,a |Nk,a + [ak,a’ a}c,a] |nk,a>

= N+ 1, (5.76)
le_|? = <nk,a|afk,aak,a‘”k,a> =N o (5.77)

Voimme valita néiden kertoimien vaiheen siten, etti hetkelld £ = 0 on voimassa

T _
ak,a|nk,a> o nk,a + 1‘nk,a + 1>
ak,a|nk’a) = mk,a|nk7a — 1). (578)
Koska vektorin normi on aina positiividefiniitti, toteuttavat operaattorin Nz, ominaisarvot
ehdon
Moo = (Mol Vol Pk o) = (nk,a\afk’aak,amk’a) > 0. (5.79)
Téstd voimme péételld, ettd ominaisarvon ng, = téytyy olla kokonaisluku. Jos néin ei olisi,
niin perikkiisilla operaattorin ag, , sovellutuksilla tilaan |ng, ) jouduttaisiin jossakin vai-
heessa sellaiseen operaattorin N, ~ominaistilaan, jota vastaava ominaisarvo olisi negatiivi-

nen. Koska ng,  siis on kokonaisluku, sen minimiarvo on 0 ja sitd vastaava ominaistila |0).
. ? .
Jos téhén tilaan sovelletaan operaattoria ag,  , saadaan
)

ag; .10) = 0)) = 0. (5.80)
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Annamme nyt tiloille [ng, ) fysikaalisen sisillon tulkitsemalla ne kokoelmaksi fotoneiksi
kutsuttuja hiukkasia. Téssd kyseisessd tilassa niitd on tdsmilleen ng, ~kappaletta ja niitd

jokaista karakterisoi aaltovektori k ja polarisaatio e, Operaattoreiden a}c N ja ap,  mer-

kitys on nyt selvi: edellinen luo fotonin, jonka aaltovektori on k ja polarisaatio é(a), ja
jilkimmainen hivittad vastaavan fotonin. Operaattori NV k.o yksinkertaisesti laskee, kuinka
monta tietyn aaltovektorin ja polarisaation karakterisoimaa fotonia tilassa on. Vektori |0)
esittad siis tilaa, jossa kyseisen kaltaisia fotoneja ei ole lainkaan. Voimme myos tarkastella
useamman laatuisten fotonien muodostamaa tilaa. Tilldinen tila on yksittdisten vektorien
\nkml) suora tulo, jota lyhyyden vuoksi merkitsemme seuraavasti:

|nk1’a1, Mhoran st - )= |nk1’a1> ® \nk%m) Q- ® |nk@a¢> Q- (5.81)

Yleisesti vektori |0) tarkoittaa sellaista tilaa, jossa ei ole minkiin laatuisia fotoneja, t.s.

‘0> - |0k1,a1> ® |0k2,a2> ®---. (582)

Talla tilalla on sellainen ominaisuus, etti sovellettiinpa siihen miti tahansa operaattoria
(o niin tuloksena on aina nolla. Voimme sanoa etté [0) esittaa tyhjista (vacuum state).

On helppo nihdi, ettd yleinen normitettu fotonitila on konstruoitavissa perikkiisilli
a}c a—operaatioilla tyhjictilaan:

T "k .
(aki7ai) o
|nk1,a1’ nkg,ag’ t > = H —|0> (583)

n
ki V k.o

Koska operaattorit a}c N ja a kommutoivat, ei tdmin tilan konstruoinnissa operaatto-

T
kl,a’
reiden sovellusjirjestykselld ole merkitystd. Monifotonitilat ovat siis symmetrisiéi fotonien
vaihdon suhteen. Sanomme, etti fotonit noudattavat Bose-FEinsteinin statistitkkaa tai etté
ne ovat bosoneja.

Koska luvut ng, o ilmoittavat tyyppis (k, @) olevien fotonien lukumé#iriin tarkasteltavassa
tilassa, niitd sanotaan tilan miehitysluvuiksi (occupation number). Vastaavasti tilavektorei-
den virittim#d avaruutta kutsutaan miehityslukuavarvuduksi (occupation number space).

Kvanttiteoriassa klassisen siiteilykentin Fourier-kertoimet on korvattava vastaavilla kom-

mutoimattomilla luomis- ja hivittimisoperaattoreilla. Sijoittamalla

C o VR 2wag (t), c},  — cy/h/2w a}ca(t) (5.84)

Saamine

1 h , .
Az, t) = I >y %0 [ak,a(t)é(a)eZk'w + ak,a(t)é(a)eﬂk'm] : (5.85)
k.o

Vaikka tdm# onkin muodoltaan sama kuin kehitelm# (5.59), on suureen A merkitys tissi
tiysin erilainen. Yht#lon (5.59) vektoripotentiaali A on klassinen avaruuden jokaisessa pis-
teessii midritelty kolmikomponenttinen kentti. Sen sijaan yhtilon (5.85) A on operaattori,
joka operoi miehityslukuavaruuden tilavektoreihin. Toisaalta muuttujat x ja ¢ ovat seki
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klassisessa etti kvanttimekaanisessa tapauksessa kenttisi parametrisoivia muuttujia. Ope-
raattorin (5.85) kaltaisia kenttifi sanotaan kenttidoperaattoriksi tai kvantisoiduksi kentiksi
(field operator, quantized field).

Kvantisoidun siteilykentin Hamiltonin operaattori on formaalisti aivan samanmuotoinen
kuin klassisen kentin Hamiltonin funktio, nimittéiin

H:%/(B-B—i—E-E)d%. (5.86)

Sijoittamalla kenttéioperaattori (5.85) yhtilsihin (4.190) ja huomioimalla, etti Fourierin ker-
toimet eivit tillid kertaa kommutoi, voimme kirjoittaa Hamiltonin operaattorin muotoon

1
H = 5 Z z ﬁw(a}c’aak’a -+ ak,aa’Tk;,a)
k «
1
= 2> (Np,+5)hw, (5.87)
o o 2
k
missi w = |k|c. Koska absoluuttinen energiaskaala on mielivaltainen, voimme kiytt&as sel-
laista asteikkoa, missi tyhjion energia on nolla:
H|0) = 0. (5.88)
Tassé asteikossa Hamiltonin operaattori saa yksinkertaisen muodon
H = ZZthka. (5.89)
k a
Kun timéi operaattori vaikuttaa monifotonitilaan, on tuloksena
H‘”kl,ap Moy - )= Z nki,aihwimkhal,nsz, cl) (5.90)

Klassisen elektrodynamiikan mukaan siteilykentéin totaalinen impulssi on Poyntingin vek-
torin (E x B)/c tilavuusintegraali. Kvanttimekaaninen impulssioperaattori on jilleen muo-
doltaan tidsmilleen klassisen funktion kaltainen:

_ 1 3, _ 1 1 f
P = p /(E x B)d’z = %Xa: Ehk(ak’aak,a + ak,aak,a)

_ % > hk(Nj, + ) (5.91)

Koska summaus téssi kiiy yli kaikkien aaltovektoreiden, tekijisin 1/2 liittyvi termi ei tule
esiintymisin lopputuloksessa termien Ak ja —hk kumotessa toisensa. Impulssioperaattoriksi

saamme Siis
P = ZthNka. (5.92)
k [

Katsotaan, miks on operaattoreiden H ja P efekti yhden fotonin tiloihin:

Ha}c,a|0) - hwafk’a\O), Pa}e,a\o) = hka}c’a\o), (5.93)
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Niemme, ettd hiw = h|k|c ja hk ovat fotonin energia ja impulssi. Relativistisesta energia-
impulssirelaatiosta voimme laskea fotonin massan:

1
(massa)® = E(E2—|p|202)

—_

= —l(hw)* — (h|klc)’]

Il
o

(5.94)

Impulssin ohella fotonin tilaa karakterisoi myos sen polarisaatio e Koska & transfor-
moituu rotaatioissa kuten vektori, voimme liittis fotoniin yhden yksikén verran impulssimo-
menttia eli sanoa, ettd fotonin spin-impulssimomentti on yksi. Nihdiksemme, mitki ovat
spinin komponentit, konstruoimme ympyripolarisoituneet ( circularly polarized) kombinaatiot

1
o) _ (1) 4 52(2)
€ = F € + 7€ . 5.95

Kierrettiessd niitd vektoreita infinitesimaalisen kulman 0¢ verran etenemissuunnan k ym-
piri, niiden muutokset ovat

o9
se®) — :F_(é(Q):Fié(l))
V2

= TFibpe®. (5.96)

Vertaamalla tétd lausekketta impulssimomentin ominaistilojen transformaatio-ominaisuuk-
siin (2.7, 2.8) voimme piitelld, ettd polarisaatiotilojen ¢®) gpin-komponentit ovat m = +1,
kun kvantisointiakseliksi valitaan etenemissuunta k. Transversaalisuusehdosta johtuen tila
m = 0 puuttuu. Fotonin spin on siis aina joko yhdensuuntainen tai vastakkaissuuntainen
etenemissuunnan kanssa. Alkuperiiset lineaariset polarisaatiotilamme ovat 50/50 seoksia
m =1 jam = —1 tiloista.

Operaattorimme O o ja a}c N ovat ajasta riippuvia operaattoreita, joten ne toteuttavat
Heisenbergin liikeyht#lot ’

) 1
ak,a = ﬁ[H’a’k,a]

i '
= ﬁ ZZ[E&) Nk"a,,ak,a]

k, al
= —iwap (5.97)
samoin kuin
a}c,a = iwafk,a. (5.98)

Niiden yhtiloiden ratkaisut ovat
ag , = ag ,(0)e™™", a}c L= a}c a(O)ei“’t, (5.99)

jolloin kenttioperaattorin A lopullinen muoto tulee olemaan

1 h . ) . )
Az, t) = 7 g; et/ %[ak’a(o)é(a)ék'w_“"t + aTk,a(O)é(o‘)e—“k'w“‘“t]. (5.100)
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Operaattori A on siis Hermiten operaattori. On tirkeds huomata, etti x ja ¢t kenttiope-
raattorin A lausekkeessa eiviit ole kvanttimekaanisia muuttujia vaan ainoastaan parametrej,
joista operaattori A riippuu. Muuttujia x ja t ei esimerkiksi misséin nimessi saa tulkita
fotonin avaruus-aikakoordinaateiksi. Kvantisoitu kentti A operoi avaruuden jokaisessa pis-
teessd (x,t), jossa se tietylld todenniikoisyydelld synnyttis ja hivittas fotoneiksi kutsuttuja
viritystiloja. Fotonit ovat niin ollen tulkittavissa siteilykentin kvanttimekaanisiksi eksitaa-
tioiksi.

Koneistomme on nyt riittivi atomisten ei-relativististen elektronien fotonien emission ja
absorption kiisittelyyn. Relevantti vuorovaikutuksen Hamilton on muodoltaan

Hiy = Z -

%

2

e e
mecA(a:Z-, t)-p; + WA(:BZ', t)- Az, t)|, (5.101)

e

missi olemme huomioineet poikittaisehdon korvaamalla operaattorin p, - A operaattorilla
A - p,. Summaus kiy yli kaikkien prosessiin osallistuvien elektronien, joiden paikkakoordi-
naatteja olemme merkinneet symbolilla x;. Mikili olisimme kiinnostuneita myos spinin ja
siteilyn vuorovaikutuksesta olisi Hamiltonin operaattoriin vield lisittiva termi

i h
H-(st) _ €
int ; Zmec

oi- [V x A, 1)]|p_g, - (5.102)

Ajasta riippuvasta hiiriclaskusta muistamme, ettd prosessin A — B matriisielementti
on ensimmiisessi kertaluvussa yksinkertaisesti vuorovaikutusoperaattorin H; matriisiele-
mentti tilojen A ja B vililli. Hamiltonin operaattorimme H;, ei tilld kertaa kuitenkaan
operoi ainoastaan atomisiin tiloihin vaan myos fotonitiloihin. Siteilyn kvanttiteoriassa al-
kutilaa (lopputilaa) kuvaava tilavektori on atomisen tilan, jota merkitsemme symbolilla A
(B), ja miehityslukujen ng, (n k',a') karakterisoimien (moni)fotonitilojen suora tulo.

Tarkastellaan ensiksi (k, «)-tyyppisen valokvantin absorptiota. Yksinkertaisuuden vuoksi
oletamme, etti alkutilassa on lisni vain (k, «)-tyyppisid fotoneja. Jos niitd on alkutilassa
N o kappaletta, niin absorption seurauksena niité on lopputilassa yksi viihemmiin eli n ko™ 1
kappaletta. Vaikka kenttioperaattori A onkin luomis- ja hivittimisoperaattoreiden a}c . ja
O o lineaarinen superpositio, ainoastaan U o johtaa ensimmaéisessi kertaluvussa nollasta
poikkeavaan matriisielementtiin. Termi A - A ei myoskisin tule tiisséi prosessissa kysy-
mykseen, silli se joko muuttaa fotonien lukumiirii kahdella tai ei muuta sitd lainkaan.
Magneettiset vuorovaikutukset unohtaen saamme siis ensimmiisen kertaluvun transitiomat-
riisielementiksi

(B; nk,a - 1‘Hint‘A; nk,a)

e | h k-, —iwt ~(a)
= — B _ 1 - 2 ;W . o A
mec< ’nk,a ‘ ;C 2wva’k,a(0)e D;-€ | ’nk,a>

e ’nk ah
_E 20V

S (BletFTip, . & Ay, (5.103)

Verrattaessa titd semiklassiseen menetelmiéin (4.196) ndiemme, ettd se johtaa tésmilleen
samaan tulokseen, kun kiiytdmme siini ekvivalenttia klassista siteilykenttiii

Alabs) — Agabs)eik.m—iwt’ (5104)
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missi kentin amplitudi on

ng h
AP = ¢ 2’27’?/@(&). (5.105)

Koska semiklassisen teorian mukaan transitiotodenniikoisyys on suoraan verrannollinen si-
teilyn intensiteettiin | Ag|? ja kvanttiteorian mukaan suoraan verrannollinen miehityslukuun
N o seki semiklassinen etti kvanttimekaaninen menetelmi antavat ekvivalentit tulokset
myds pienilld intensiteeteilld, t.s. kun ng o on pieni.

Tilanne on kuitenkin aivan toisenlainen emission tapauksessa. Nyt ainoa ensimméisessi
kertaluvussa kyseeseen tuleva kentéin (5.100) termi on a}c o joka lisis lopputilaan yhden

fotonin. Relevantti matriisielementti on nyt

(B; Mo T 1|Hing| 4; nk,a)

e (nka+1)h —ik-x.; ~(a tw
=y (Bl i, ) (5.106)

3

Jos ng, o On hyvin suuri, semiklassinen lihestymistapa, joka kiyttéi kentéin (5.104) komplek-
siskonjugaattia, antaa tyydyttivii tuloksia, silla luvut Vo T 1ja VT OVat silloin lihes
yhtisuuret. Toisaalta, jos n k.o OO pieni, semiklassinen menetelm# epdonnistuu tiydellisesti.
Erikoisesti spontaanin emission semiklassinen kisittely on mahdotonta. Siin# nimittiin al-
kutilassa ei ole lainkaan fotoneita, Nk o = 0, joten ekvivalentin klassisen kentin amplitudi
on nolla ja transitiotodennikoisyys siis myos nolla. Kvanttiteoriassa sen sijaan operaattorin
A - p matriisielementti fotonityhjion ja yhden fotonin tilan vilills ei hivia, kuten yhtialosti
(5.106) nihd&in. Jos kuitenkin vilttdmattd haluamme kiyttéd semiklassista laskua, voimme
asettaa atomin sellaiseen fiktiiviseen klassiseen siteilykenttiiin, joka antaa oikeita tuloksia.
Sopiva ekvivalentti kentts on

A(emis) — AgemiS)e—ik-CC—l—iwt’ (5107)
missi
. n + 1A
Agemls) —c %é(@_ (5108)

Kentti AC™) ei ole ensifin suoraan verrannollinen fotonien lukumsrisn n k ., €ikd myoskdan
)

ole aivan kentin A®) komleksiskonjugaatti niin kuin sen semiklassisen teorian mukaan
pitiisi olla.

Katsotaan esimerkkini atomin spontaania emissiota tilasta A tilaan B. Systeemin alku-
tilassa ei fotoneja ole lainkaan lisni ja lopputilassa niitd on téismiilleen yksi kappale, joten
asetamme yhtalossd (5.106) lukuméaéran ng, = 1. Ensimmdisen kertaluvun héirislaskun
perusteella transitionopeus on

27
Wann = - [(Bilg o Hine A5 0)"8(E — Ea + hw)
2r  €’h B (o 2
T R omiuV Z(B|e k@il )'pz‘|A> O0(Ep — Ea+ hw).

(5.109)
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Saman kaltainen piiittely, jonka teimme valosiihkoisen ilmion yhteydessi, kertoo, etti ener-
giavilills (Aw, hw +d(hw)) ja avaruuskulmassa dS2 olevien sallittujen fotonitilojen lukumésirs
p(E,d) on

VoW

joten tiettyyn avaruuskulmaan emittoituvien fotonien transitionopeus on
P VWl dQ

Z<B|@7Z’kw"é(a) -p;|A) @r)he (5.111)

o e’h

Wy = — ———
da h 2msz

(3
missi hiw = E4 — Eg. Yksinkertaistaaksemme kiisittelyi tarkastelemme vain vedyn kaltaisia
atomeja, jolloin vain yksi elektroni osallistuu prosessiin. Edelleen pidittiydymme dipolia-
proksimaatioon, jolloin

B e*w

-~ 8r’m?’hc?
Aivan kuten aikaisemminkin (4.207) voimme kirjoittaa operaattorin p matriisielementin
paikkaoperaattorin matriisielementtin:

Waq |(B|p|A) - €2dQ. (5.112)

ime(E - EA)
(Blpl4) = o ——(Bla|4)
= _imemeA- (5113)

Merkitéin symbolilla 0@ vektorin g ja polarisaatiosuunnan @ vilists kulmaa, t.s.
cos O =sinfcosp, cosOP = sinfsin ¢, (5.114)
kun 0 ja ¢ ovat vektorin & suuntakulmat. Niilla merkinnoilli saadaan transitionopeudeksi

62(,()3 9 2 (@)
Wio = —5—3|T cos” ©'*dfQ. 5.115
an = g3l T B4l (5.115)
Kokonaistransitionopeus saadaan integroimalla yli kaikkien etenemissuuntien k/|k| ja sum-
maamalla yli molempien polarisaatiotilojen:
2 3
ew 5
w=——=|xpal. 5.116
37ThC3 | BA| ( )

Muistamme (4.181-4.185), ett# tilan eliniké on laskettavissa kaavasta

1
— =) wap,- (5.117)

TA N
Erikoisesti on summattava lopputilan sallittujen magneettisten kvanttilukujen m yli. Esi-
merkiksi on osoitettavissa, ettd vetyatomin 2p tilan eliniki sen purkautuessa perustilaan 1s
on
7(2p — 1s) = 1.6 x 107 %. (5.118)

Katsotaan toisena esimerkkini fotonien sirontaa atomisista elektroneista. Ennen siron-
taa atomi on tilassa A ja tulevaa fotonia karakterisoivat sen aaltovektori k ja polarisaatio
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¢ Sironnan jilkeen atomi jai tilaan B ja lihtevi fotoni tilaan (K, é(al)). Yksinkertaisuu-
den vuoksi tarkastelemme jilleen yksielektronisia atomeja ja unohdamme spin-magneettisen
momentin ja siteilykentin vuorovaikutuksen.

Vuorovaikutuksen Hamilton (5.101) on koottu lineaarisesta termisti A - p ja kvadraatti-
sesta termistd A - A. Koska A muuttaa fotonien lukumiiris yhdells, termi A - p ei anna
mitiain kontribuutiota sellaiseen prosessiin, jossa fotonien kokonaislukumiirs ei muutu. Toi-
saalta A - A sisiltii sellaisia termeji kuin aa’, a'a, aa ja a'a’, joista kaksi ensin mainittua
kontribuoivat sirontaprosessissa edellyttien, ettd a' luo (K, é(a’))—tyyppisen fotonin ja a an-
nihiloi (k, &“)-tyyppisen fotonin: <1k’,a’|ak,aa’}-{;"ar|1k,a> = 1. Nyt

(B; g | Hing| A5 1p; )

2

e
=(B;1, ,|——A(x,t)  A(x,t ‘A;l
(Biljy | g A1) Ala,0)|Ai1,)
62 CZh '
— B,1 , TI + TI A(a).A(a)
(Bl Imoc? (0 0y + g, ,a’ak’o‘)QV —&" e
Xei(k—k Y L—i(w—w')t A: 1k,a>
2 2
e C h ] . ]
= 2&(@) . gDt B| 4) (5.119)
2m.c* 2V ww' ’

missi olemme korvanneet eksponenttifunktiot kT yakiolla 1 (pitkin aallonpituuden aprok-

simaatio). Ensimmiisessi kertaluvussa transitioamplitudi ¢ (¢) tulee siis olemaan (ks.
4.141)
W) = = R o ape@ . ) / " il By —ho= B B gy (5.120)
ih 2mec? 2V Vww' 0 ’ '

missi w = |k|c ja W' = |k|c.

Vaikka termi A -p ei annakaan ensimmaiisessi kertaluvussa kontribuutiota, on se kahdesti
sovellettuna samaa kertalukua kuin A - A. Jotta saisimme kaikki samaa kertalukua olevat
hiir6termit mukaan, on meidin siis yhti aikaa tarkasteltavan yksittdistd vuorovaikutusta
A - A ja operaattorin A - p kaksoisvaikutusta. Vuorovaikutus A - p voi hetkelld ¢; joko
annihiloida tulevan fotonin (k, &) tai luoda lihtevin fotonin (k', &), Kun A-p vaikuttaa
toisen kerran jonakin myshiisempini ajanhetkeni Z5 sen tiytyy vilttdmitta luoda lihtevi
fotoni (K', é(a’)), ellei tité sithen mennessé ole luotu. Toisaalta, jos lihtevi fotoni on jo luotu,
mutta tulevaa fotonia ei ole annihiloitu, tiytyy A -p vuorovaikutuksen hivittia tuleva fotoni
(k, e ) hetkell& ¢, > t;. Hetkien ¢; ja ¢, vililld atomi on tilassa I, joka yleensi on eri kuin
kumpikaan tiloista A ja B. Vilitilassa I on siis kaksi mahdollisuutta: joko yht#iin fotonia ei
ole lisni tai sitten seké tuleva etti lihtevi fotoni on lisné.

Toisessa kertaluvussa saamme (4.141) transitioamplitudiksi ¢(? (¢) lausekkeen

1 c2h e \2 ft ts
@A) = — / dt dt
OO = e Cme) b

rton. o s
I
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x (I|p . é(a)|A>ei(E1—E‘A—hw)t1/h

+ 3 (Blp - €| I)eFr—Erthw)t2/h
I

x(I|p - é(a’)‘A)ei(EI—EA—hw’)tl/h

B h e \?
T iVVeo <meC>
v Z ((P ’ é(O/))Bl(p ) é(a))IA n (p- é(a))BI(p : é(al))1A>
- E, —E, — hw E; — E 4+ ho'

t ; '
X/ dtz eZ(EB—EA+ﬁw —hw)tz/h’ (5121)
0

missi olemme jilleen kiyttineet dipoliaproksimaatiota. Transitionopeudeksi saamme yhdis-
tamilli termit ¢ (¢) ja ¢ (t) sekii huomioimalla relaation

to !
/ezmt dt,
0
wan = [+ dDP/t)p(E, d) dP

B 2_7r h e\ Vv w_’de
B \2VvVed! mec? ) (27)3 he?

5AB;_:(04) . e@)

2

tlirg.o = 2mté(x) (5.122)

lausekkeen

X

1 ((P ) pr(p - €9)1a

Me E;—Ea— hw
(p- é(a))BI(p ) é(a’))IA) 2
5.123
+ EI — EA + hw’ ( )

Differentiaalinen vaikutusala saadaan jakamalla timi tulevien fotonien vuotiheydelld, joka
nyt on ¢/V, silld alkutilassa on tésmilleen yksi fotoni tilavuudessa V. Saamme siis

do _ (&
a - l\w

(P : é(a))BI(p : é(al))m)
EI — EA + hw'

. (o 1 (p- € Npr(p-€)ra
§anel@ . glen _ 1 (
AB€ € me; Er— FE4—hw

2

+

, (5.124)

missi 7y &~ 2.82x 107 3cm on elektronin klassinen siide. Lauseke (5.124) tunnetaan Kramers-
Heisenbergin kaavana.

Katsotaan Kramers-Heisenbergin kaavan erikoistapauksena elastista sirontaa eli ta-
pausta, missi A = B ja hw = hw'. Kiyttien hyviiksi operaattoreiden & ja p kommu-
taatiorelaatioita, vilitilojen tiydellisyytti ja relaatiota

PaB = 1MeWABTAB (5.125)
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voimme Kkirjoittaa

e gl — Z[.’B G(a))AI(P e ))IA_(p G(a))AI(CU € ’)) ]
1

_.m|*—‘

2 "
= th—wM@-é Nar(p- €)14, (5.126)
el 7

missi wrq = (B — E4)/h. Ndemme, etté
6AAé(a) @)
1 5 [(p.g(a’))AI(p.g(a))IA N (p- &N ur(p- &) 4 ]
h T

Me wra — hw wra + hw
_ 1 [ wp € Narlp- €Nia wp- &) arlp-€“)ia ]
meh wra(wra — hw) wrawra + hw)
(5.127)
Voimme kéyttasa kehitelm#éd 1/(wra Fw) & [1 £ (w/wra)]/wra, jos w on pieni. T&lloin
1 ~(a ~(a R ~(a!
> [0 & €)ra— (p- E)ar(p- €)14]
7 Yia
=m?y [(w @) (- €Yy — (- € (2 - é(a’))m]
1
=m2(jx- &)z - €]) 44
= 0. (5.128)
Differentiaalinen vaikutusala tulee nyt olemaan
do . To 2 4 ~(a!) ~(a)
iQ - (mh) 2.(p- & )ailp- &)1
N 2
+(p- e ))AI(p & ))IA
_ (rome)? s (Lf LY (g 6@
= ( 7 ) w ; w14 [(w € )AI(w € )IA
2
+ (- &) 4y (2 - €9 4l . (5.129)

Differentiaalinen vaikutusala noudattaa pitkilld aalonpituuksilla Rayleighin lakia eli se on
kiintien verrannollinen aallonpituuden neljéinteen potenssiin. Tavallisilla virittomilli kaa-
suilla wr4 vastaa ultravioletilla alueella olevia aallonpituuksia. Nikyviille valolle on silloin
voimassa w < wry, joten tekemimme aproksimaatiot pitiviit paikkansa. Teoriamme selittii,
miksi taivas on sininen ja auringonlasku punainen.

5.4 Diracin yhtilo

Vaikka Klein-Gordonin yhtilo on sopiva kuvaamaan relativistisia hiukkasia, se ei ole tiysin
tyydyttivi elektronien kisittelyyn, sillé se ei luontaisella tavalla ota huomioon elektronien
spin-vapausastetta.
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Konstruoimme nyt —ehki hieman heuristisesti— relativistisesti kovariantin yht#lon,
jossa spin jo alun alkaen on mukana. Lihtokohtanamme on aivan tavallinen kineettisen
energian operaattori

2
HE&E) = P (5.130)
2m

Toisaalta spin—%—hiukkasten kyseessd ollen voisimme aivan yhtd hyvin (ks. 2.49) kirjoittaa
tdmin muotoon
gan _ (@ P p) (5.131)
2m ’
joka vektoripotentiaalin puuttuessa on kaikin tavoin erottumaton edellisestd muodosta. Kui-
tenkin vektoripotentiaalin vaikuttaessa hiukkaseen ndmi lausekkeet eroavat toisistaan. Jil-
kimm#inen saa nimittiin sijoituksella p — p — eA/c muodon

1 ( eA) ( eA)
—o' . p _ 0' . p _—
2m c c

2 )
1

1 A\?  en
- (p-2) - 2 6.8, (5.132)
2m c 2mc
missi olemme kiiyttineet identiteettis
px A=—ih(Vx A)— A xp. (5.133)

Johdamme relativistisen aaltoyhtilon spin—%—hiukkasille samalla tavoin kuin Klein-
Gordonin yht#lo on heuristisesti johdettavissa relativistisesti invariantin lausekkeen

(E%/c*) — p* = (mc)? (5.134)
operaattorianalogiasta
1 o2
c_2E( P _p? = (me)?, (5.135)
misséd 5 5
E®P) = jh— = ihic— 5.136
! ot ! ca.’L'() ( )
ja p = —1hV kuten tavallisesti. T#lld kertaa kirjoitamme kuitenkin tim#n operaattoriyht-
l6n vasemman puolen hieman erilaiseen muotoon, nimittiin
E(op) E(op)
( -0 -p) ( +o -p) = (mc)? (5.137)
c c
eli
T +o -ihV | | ik 0 AV | ¢ = (mc)’¢ (5.138)
th—+o0 -1 th— —0o -1 = (mc)”¢. .
0% Oz

Tissd ¢ on kaksikomponenttinen aaltofunktio (spinori).
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[tseasiassa haluaisimme johtaa aaltoyhtilon, jossa aikaderivaatta esiintyy ensimmiisessi
kertaluvussa. Tim# on mahdollista lisiamilld aaltofunktion komponenttien lukumisris.
Miirittelemme nimittiin kaksi kaksikomponenttista aaltofunktiota ¢(® ja ¢(5):

o0 = (mai — ificr - V> b, oV =0, (5.139)

me o

jolloin komponenttien kokonaislukumiiiri on nelji. Toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo
(5.138) on nyt ekvivalentti kahden ensimmiisen kertaluvun yht#lon

[iha-V—iha%] o = —mep®

0

l—iha-V—ihai] B = —mepD) (5.140)
X0

kanssa. Tami kytketty differentiaaliyhtiloryhmi on kirjoitettavissa kompaktimpaan muo-
toon, kun méiirittelemme vieldi uudet lineaarikombinaatiot

ba= 0" 490, g =M — o0, (5.141)

Lisaamaills ja vihentamailld ryhmin yht#lot puolittain toisistaan saamme matriisimuodossa

5 O .
—ih —tho -V

.Z Jz Z O'a ( Va ) = —mc( Va ) . (5.142)
tho -V Zha—xo () ()

Jos vieli miirittelemme nelikomponenttisen aaltofunktion ),
o a ) _ [ o+
= ( D)= 0 ). (5.143)

ja 4 x 4-matriisit v, n = 1,2, 3, 4,

(0 —ioy (1 0

saamme yhtiloryhmimme lopullisen muodon

0 me
) =0 5.145
(7 V+74a(ix0)>z/)+ " (5.145)
tai nelivektorinotaatiota kiyttien
0 me
Rt =0. 5.146

Tami on vapaita spin—%-hiukkasia kuvaava Diracin yhtild.
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Painotettakoon sit#, ettd (5.146) on tosiasiassa neljin kytketyn lineaarisen ensimmiisen
kertaluvun differentiaaliyhtélén ryhmi. Aaltofunktio ¥ on nelikomponenttinen vektori

(!

_| ¥

Y= vy | (5.147)
Vs

Tallaistda nelikomponenttista objektia kutsutaan bispinoriksi tai Diracin spinoriksi. Jotta
Diracin yht#lon (5.146) yhtéloryhméluonne tulisi tiysin selviksi, kirjoitamme sen eksplisiit-

tisesti auki:
L d 0 mc

33 [nlasze+ () s va = (5148)

=1 p6=1 T
Silla, ettd Diracin spinorilla sattuu olemaan nelji komponenttia, ei ole mitiin tekemisti
luonnon nelidimensioisen avaruus-ajan kanssa; 3 ei transformoidu nelivektorin tavoin
Lorentz-muunnoksissa.

On helppo todeta, ettd 4 x 4-matriisit ,, joita sanotaan gamma-matriiseiksi tai Diracin

matritsetkst, toteuttavat antikommutaatiosiinnén

{’Ym ,Yl/} =YY + NV = 26;“/- (5149)

Liséksi jokainen v, on Hermiittinen,
7= (5.150)

ja jaljeton, t.s. Try, = 0.
Jos kerromme yhtilon (5.145) puolittain matriisilla -y, niemme ettéi Diracin yht#lo on
kirjoitettavissa Hamiltonin muotoon

Hy = ih%—f, (5.151)
missi Hamiltonin operaattori on
H = —icha - V + Bmc’. (5.152)
Matriisit 3 ja oy ovat
5:742((1) _01>, Ozk=i74’)/k=(00k Uok>, (5.153)
ja ne toteuttavat relaatiot
{o, 8} =0, B*=1, {og, o} =26 (5.154)

Misritellisin adjungoitu (adjoint) spinori ¢ seuraavasti:

b =l (5.155)
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Eksplisiittisesti, jos ¥ on pystyvektori

(0
_ | ¥
Y= vy | (5.156)

Yy

niin 1" ja ¢ ovat vaakavektoreita

o = (v, 95, 45, i)

Ottamalla Diracin yht#losté (5.146) Hermiten konjugaatin saamme

0 0 mc
f t t—
— + + —9"' =0, 5.158
G ¥ g Y (5.158)
ja kertomalla tim# oikealta matriisilla v, paidymme adjungoituun yhtiloon
0 - me -
- =0 5.159
kun huomioimme, etti
0 0 0
= = — 5.160
ox;  O(ict)* 014 ( )
ja ettd yys = —yuvk. Kerromme nyt alkuperdiisen Diracin yhtilon (5.146) vasemmalta

adjungoidulla spinorilla ¢ ja adjungoidun yht#lsn (5.159) oikealta spinorilla 1, vihennimme
nidm4i toisistaan ja saamme

o
— = 0. 5.161
o () (5.161)
Niemme, ettd ~
s, = 1cpy b = (T ), icpTep) (5.162)
toteuttaa jatkuvuusyhtilén. Greenin lauseen perusteella
/ Dryath Bz = / Wt &Pz = vakio, (5.163)

joksi voidaan ottaa 1 normittamalla 1) sopivasti. Nyt ¢4 = 914 on positiividefiniitti, joten
voinemme tulkita sen todennikoisyystiheydeksi. Téamén tulkinnan mukaisesti

sk = icyt = e oy (5.164)

on identifioitavissa todennikoisyysvirran tiheydeksi. Jotta tim# tulkinta olisi relativistisesti
mielekds, tiytyy kontinuiteettiyhtélon (5.161) olla relativistisesti kovariantti. Itse asiassa
voidaan osoittaa, ettd s, transformoituu kuten nelivektori.

Olemme kirjoittaneet gamma-matriisit v, Paulin spin-matriisien avulla. On osoitetta-
vissa (n.s. Paulin fundamentaalilause), ettd mitkd tahansa matriisinelikot v, ja Y, jotka
toteuttavat antikommutaatiosiinnot

YW} =26 Jja {’Y[IU’YII/} = 26, (5.165)
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voidaan muuntaa toisikseen er#illi ei-singulaarisella 4 x 4-matriisilla S
S8 =1 (5.166)

Alkuperiinen Diracin yht#lo voidaan kirjoittaa matriisien 7;2 avulla muotoon

0 me
STy S — 4 2 S57ISy = 0. 5.167
(575, + ) s7is (5.167)
Kertomalla timi vasemmalta matriisilla S saamme
0 me
'+ ' =0 5.168
(e + ) v =0 (5.168)
missi
' = S, (5.169)

Naemme siis, ettd Diracin yhtdlé on riippumaton matriisien 7, eksplisiittisestd muodosta;
ainoastaan matriisien antikommutointi on relevantti. Jos matriisit v, ovat Hermiten mat-
riiseja, voidaan muunnosmatriisiksi S valita unitaarinen matriisi. On helppo niyttii, etti
télloin esimerkiksi todenniikosisyystiheys ja -virta ovat esityksesti riippumattomias:

VA = . (5.170)
Kun systeemiin vaikuttaa vektoripotentiaali A, = (A,iA,), saa Diracin yht#ls muodon

0 ie mce
(ax - h_cA“> Yt + ?q/) =0 (5.171)
u

edellyttiien, ettd tavanmukainen sijoitus —ih(0/0z,) — —ih(0/0x,) — eA,/c on voimassa.
Olettaen, ettd A, ei riipu ajasta, voimme kirjoittaa spinorin 1 aikariippuvuuden muotoon

P = P(x,t)],_ e ER (5.172)

Kirjoitetaan tilld kertaa Diracin yhtils muodossa (5.142) komponenteille ¢4 ja 9p:

o (p=2\ w5 = LB edo—me)s
o (-F)

C Cc

—[a-<p—%)lw = —%(E—er—i—ch)l/)B. (5.173)

Cc

Jalkimmaisen yhtilon avulla voimme eliminoida komponentin g ylemmiisti yhtilosti, jol-

o 7 (o) et [ (o ) e

= (B —eAy — mc*)ia. (5.174)

Tahin mennessi emme ole tehneet mitiéin aproksimaatioita. Oletetaan nyt, etti

E~mc®, |edy < mc? (5.175)
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ja mitataan energia lepoenergiasta lihtien:
EO®) = F — e, (5.176)
Kehitetisin yhtdlossd (5.174) esiintyvd murtolauseke sarjaksi

c? 1 2mc?
E —eAy + mc? 2m | 2mc® + EM®) — e A,
_ L[l_E(NR)_eAO-i----].

(5.177)

2

2m 2me

Tami voidaan katsoa suureen (v/c)? potenssisarjaksi, silli EN®) —e Ay ~ [p—(eA/c)])?/2m ~
mv? /2. Pitimalld mukana ainoastaan kehitelméin (5.177) johtavan termin saamme

A A
ia’- ( - ‘%) o- <p . %) b = (EN®) _ eAg)ha, (5.178)

joka, kuten olemme nihneet, on kirjoitettavissa muotoon

1 2

% c 2mc

Termin (v/c)? nollanteen kertalukuun saakka 14 on siis ei-relativistisesta kvanttimeka-
niikasta tuttu kaksikomponenttinen Schrédinger-Paulin aaltofunktio (kerrottuna tekijilli
e~y Jilkimméinen yhtalsists (5.173) kertoo, etts komponentti ¢z on suurinpiirtein
tekijin |p — (eA/c)|/2me ~ v/2c verran ”pienempi” kuin 4. Téstd syysté silloin, kun
E ~ mc?, 14 tunnetaan suurena ja g pienend Diracin aaltofunktion 1/ komponenttina.

Relativistisia korjauksia aaltofunktioihin saamme vasta silloin, kun otamme mukaan ke-
hitelm#in (5.177) toisen termin. Asetetaan yksinkertaisuuden vuoksi A = 0. Aaltoyhtils
(5.174) saa nyt muodon

Haps = EC®yy, (5.180)
missi NR)
1 E - GA()

Ensi katsomalta yhtils (5.180) niyttas aaltofunktion ¢4 ajasta riippumattomalta Schrodin-
gerin yhtilolta. On kuitenkin kolme syyté, joiden takia tdmé tulkinta ei ole aivan oikeutettu.
Ensiksikin, jos todella haluamme laskea korjauksia kertalukuun (v/c)? saakka, 14 ei ole nor-
mitettu, silli Diracin teorian todenniikoisyystulkinta vaatii, etti

/ (@htba + ) d*z =1, (5.182)

missé ¥p on jo kertalukua v/c. Toiseksi, kirjoittamalla eksplisiittisesti auki operaattorin H 4
lausekkeen (5.181) niiemme, ettd se siséltéé ei-hermiittisen termin ¢AE - p. Kolmanneksi,
yhtils (5.180) ei ole energian ominaisarvoyhtils, silli H, itse siséltds termin E(NR),
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N#m# vaikeudet ovat voitettavissa, kun huomaamme, ettd normitusehto (5.182) on ker-
talukuun (v/c)? saakka kirjoitettavissa muotoon

2
/¢A (1 + -2 ) bad®s 1, (5.183)
sills yhiloiden (5.173) mukaan on
~d a. ) p
b~ T (5.184)

Nayttas siis silté, ettd kannattaa mairitelld uusi kaksikomponenttinen aaltofunktio W:

U= Qify, (5.185)
missi ,
p

Q=1 5.186

+ 8m 2° ( )

Niin madritelty ¥ on kertalukuun (v/c)? saakka normitettu oikein, sills

2
/\Iﬁqf B~ /qu ( 4:1’202) b dz. (5.187)

Kertomalla yht4ls (5.180) puolittain operaattorilla Q7' = 1 — (p?/8m?c?) saamme
QO lHAQ ' = EORO 2y, (5.188)

Eksplisiittisesti, kertalukuun (v/c)? saakka, tdm# on kirjoitettavissa muotoon

2 2 2
D D D

—_— Ay — < ——=, | — A
[2m+e 0 {8m202 (2m+e 0)}

_(o-p) ( E(NR) _2er> (a.p)] v

2m 2mce
_pem (o Py (5.189)
N am2e® ) '

Kirjoittamalla termi EMp? muodossa 3 {EN®), p’} saamme

2 4
p
[2m+eA° 8SmPe
1
b (18 (B — edy)) - AP — (o) |

= ENR)g, (5.190)
Koska mielivaltaisille operaattoreille A ja B on voimassa

{A%, B} — 2ABA = [A,|A, B]], (5.191)
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voimme, asettamalla o - p = A ja EN®) — ¢ A, = B, sieventiisi yhtilomme muotoon

2 4
p p elic - (E xp)  eli® NR
Z_ tedy - — V-E|¥=EMy, 5.192
2m +ed 8m3c? 4m?e? -~ 8m2? ( )
missi olemme kiyttineet relaatioita
[0 p, (EO® —eAy)]| = —ieho - E (5.193)
ja
[0 - p,—ieho - E] = —eh®V - E — 2¢eho - (E x p), (5.194)
joiden paikkansapitivyys on todennettavissa huomioimalla, etti VA = —F jaetti VX E =

0. Yhtaloa (5.192) eiviit aikaisemmin mainitut puutteet enéi vaivaa, joten voimme pitii siti
kaksikomponenttisen aaltofunktion Schrodingerin yhtialoni.

Tarkastelemme nyt yhtilon (5.192) eri termien fysikaalista merkitystd. Kaksi ensim-
miistd termid eivit kaivanne selitystd. Komas termi on relativistinen korjaus kineettiseen
energiaan, kuten kehitelmésta

_ e Ipf

\/(mc2)2-1—|p|202 me? = om B3

(5.195)

nihdisn. Neljids termi esittéii liikkuvan elektronin spinin vuorovaikutusta sihkokentin
kanssa. Intuitiivisesti tim# Thomasin termind tunnettu lauseke aiheutuu siiti, etté liikkuva
elektroni havaitsee nienniisen magneettikentiin E x (v/c). Jos kyseessi on keskeisvoima,

edo =V (r), (5.196)
voimme kirjoittaa kolmannen termin muotoon

1 14V
5———8 - L, 5.197
om2c® r dr ( )

1
—462020'(E><p)=— h (—ﬂ)a-(wxp)

Crdr
missé olemme sijoittaneet S = ho /2. Niemme siis, ettd spin-rata-vuorovaikutus seuraa
automaattisesti Diracin teoriasta. Viides ja viimeinen termi yht#lossi (5.192) tunnetaan
Darwinin termind. Sen merkitys on nihtéivissii, kun huomataan, etti V - E on varaustiheys.

Esimerkiksi vetyatomissa, jolle V - E = —ed(x), se aiheuttaa energiasiirtymn
232 22
h e“h 5
(SChI‘O) 2 d3 — (Schro) 2 5198
[ gt @IOP 'z = Ll (5.198)

joka on nollasta poikkeava vain s-tilassa.



