Kompleksifunktioiden teoriaa

Kompleksimuuttujan funktiot

Kompleksitaso
Kompleksiluku mééritelldén lukuparina (z,y)
z=x+iy, i®=-1 (1)
Kompleksikonjugaatti puolestaan mééritelldsn
=z —iy (2)

ja kompleksiluvun itseisarvon nelio on

3)

Usein kompleksiluvut esitetdin myos napakoordinaateissa

|2 = 22 = (¢ — iy)(z + iy) = 2” +y*.

= rcos¢
= rsing
eli
z =r(cos ¢ + i sin ) = re'?, (4)
missd r on kompleksiluvun itseisarvo ja ¢ = arg(z) on z:n

argumentti eli napakulma. Kompleksikonjugaatti
napakoordinaateissa saadaan vaihtamalla napakulman
merkki

*

2t =re . (5)

y=Imz

Kompleksilukujen esitys napakoordinaateissa

Funktiotaso
Vastaavalla tavalla kuin muuttujien tapauksessa voidaan
madritelld kompleksifunktio

f(2)
f(2)

tai vastaavasti napakoordinaateissa

u(z,y) +iv(z,y)
u(z,y) —iv(z,y)

f(2) = R(z,y) e®@Y). (6)

Esimerkkein tarkastellaan myShemmin muun muassa
funktioita 2", e*, log(z) ja sin(z) jne.

Im f(z)

Kompleksifunktion esitys napakoordinaateissa

Sddnnéllinen analyyttinen funktio

Miéritelmd 1 (Kompleksifunktion derivaatta)
Kompleksifunktioiden derivaatta mddritellidn samoin
kuin reaalifunktioillekin raja-arvona

oy - 4f fz+4A2) - f(2)
f (Z) - & - Az§0 Az )

Raja-arvo on riippumaton tiests, jota pitkin pistettd z
lihestytiadn. Kaikki tavalliset reaalifunktioiden

(7)

derivointisdannét ovat voimassa myos
kompleksifunktioille:
d n _ n—1
L° = m4
d
L [I@9R)] = [(2)9(z)+4'(2) f(2)
&sin(z) = cos(z)
%ez = €
jne.

Maédritelmé 2 (Sddnnoéllinen analyyttinen funktio)
Funktio f(z) on siinnéllinen analyyttinen funktio (saf)
alueessa T, jos silld on T :n jokaisessa pisteessd mddrdtty
derivaatta.

Imz

Re z

Sddanndllisen analyyttisen funktion mdadrittelyalue

Kahden edelld esitetyn mairitelmén perusteella saf:lla on
seuraavat kolme perusominaisuuttas:

e Cauchy-Riemannin yht&lot

Lahestytdan pistettd z pitkin x-akselin suuntaista suoraa,
Az = Az,

Af
Az

u(z + Az,y) — u(z,y)
Az




+i 1)(33' + A'Z.Jy) - ’U(:L.Jy)
Az

Talloin funktion derivaataksi saadaan

df(z) Ou(z,y)  .0v(z,y)
dz =~ Oz t Oz ©)

Toisaalta lahestytdsn pistettd z pitkin y-akselin
suuntaista suoraa, Az = i Ay,

Af _ ulzy+Ay) —ulz,y)
Az i Ay
v(z,y + Ay) —v(z,y)
. 1
+1 Ay (10)

Talloin funktion derivaataksi saadaan

df(z) _ 1 0u(z,y) | Ou(z,y) _ Ov(z,y) _0Ou(z,y)
dz i Oy dy Oy oy
(11)
Koska molemmilla tavoilla laskettujen derivaattojen on
oltava samoja, niin

f B 000
0 dr Oy Oy’

(12)

Reaali- ja imaginaariosien on oltava erikseen yhtisuuria,
josta saadaan Cauchy-Riemannin yht#lot (CR)

Ou ov
ox Oy
ov ou

dr By

e Funktion reaali- ja imaginaariosa ovat
harmonisia funktioita

Sekd funktion reaaliosa u ettd imaginaariosa v
toteuttavat Laplacen yhtalon

Viu = 0
Vv = 0.

Todistus: Operoidaan Laplacen operaattorilla funktion
reaaliosaan ja kiytetidin Cauchy-Riemannin ehtoja:

Pu  0%u

922 " oy?

L2 () ()
or \ Oy oy or

0% 0%

- d0zdy  Oyor =0

Viu =

Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd Vv = 0. Reaali- ja
imaginaariosat ovat siis harmonisia funktioita.
Kaksidimensioisissa potentiaaliprobleemoissa u tai v
voivat esittdid potentiaalia ® tyhjiossd. Sihkokenttid on
E = -V, jolloin potentiaali toteuttaa Laplacen yhtélon

V2@ = 0. (13)

e Cauchyn integraaliteoreema

Lause 1 (Cauchyn integraaliteoreema) Jos f(z) on
saf yhdesti yhtendisessi alueessa T ja sen rajalla, niin
vitvaintegraali pitkin suljettua tietd C hdvidd

?{ F(z)dz = 0. (14)
C
I

T

i
| A

Analyyttisyysalue ja integrointi Cauchyn integrointiteoreeman

Re z

todistuksessa
Todistus: Tarkastellaan viivaintegraalia

7{ fle)dz = f fu(z, y) +iv(z,y)] (do + idy)
C C
- ffc[(udx—vdy)ﬂ(udﬂudy)]

= f(udm—vdy)%—i?{(vdfc—l—udy).
c c

Sekd reaali- ettd imaginaariosaan voidaan soveltaa
Stokesin kaavaa

?gcA-ds:/A(VxA)-da.

Kahdessa dimensiossa xy-tasossa viiva- ja pintaelementti
ovat

(15)

ds = dri+dyj
da = dzdyk.
Edelleen zy-tasossa on
A = Azi+ A5
0A 0A
A = -4 =
VX ( Oz dy > ’

joten Stokesin kaava voidaan kirjoittaa muotoon

_ [ (94 _94s
?{j(Azda:-i—Aydy)—/A(am 3y ) dedy. (16)

Kun asetetaan A, = u ja Ay = —v ja kiytetdan
Cauchy-Riemannin yhtilsits saadaan

(udx —vdy) = _9v _0u dedy =0. (17)
c A\ Oz Oy

Vastaavasti kun A, = v ja A, = u saadaan

%C(vdx-f-udy):/A(g—Z—g—z) dedy =0.  (18)

Tamén teoreeman perusteella kahden pisteen vélinen
viivaintegraali on tiestd riippumaton, kun integroimistie
on analyttisyysalueen sisdpuolella:




Vitvaintegraalin tiestd risppumattomuus

fea==[ jea= | Y i@ (9)
C1 Cs z1

Esimerkkeji analyyttisistd funktioista

e Potenssifunktio f(z) = 2% on analyyttinen koko
kompleksitasossa.

Potenssifunktio ja sen kompleksikonjugaatti voidaan
esittdd joko suorakulmaisessa tai napakoordinaatistossa:

z) = (x+1 =2? —y? +i2zy = r? &2
f() (x +iy)? = 2® -y +i2zy = 1”70
f'(z) = 22—y?—i2zy=12 e 20,

Cauchy-Riemannin ehdot toteutuvat

Ou ou

o9 A

ar  * Oy Y

Ov Ov

Togy s T=2

Oz g Oy o
ja samoin Laplacen yhtalot

Viu = Vv = 0. (20)

Lasketaan viivaintegraali pitkin yksikk6ympyrdé ja pitkin
neliotd ja todetaan, ettd saadaan sama tulos.

y
/ =1
\)
Viivaintegraalin laskeminen pitkin yksikkéympyrad
Yksikkoympyralld z = e!?, jolloin saadaan

2w . .
f 22dz = / e21?idpet?
r=1 0

2 .
i / 31 dg
0

2
e31? = .
0

i
3i

Harjoitustehtivi: Laske 22:n viivaintegraali pitkin
pitkin nelicté.

dz=-dx

1, 1) (1,1)

dz=idy

dz=-idy

(-1-1) dz=dx (1-1)

Viivaintegraalin laskeminen pitkin nelion sivuja
e Eksponenttifunktio f(z) = e* on analyyttinen koko
kompleksitasossa.

Huom. Cauchy-Riemannin ehtojen, harmonisuuden ja
Cauchyn integraaliteoreeman toteutuminen ovat
analyyttisyyden vélttdmattomié ehtoja mutta eivét
riittavid. Riittdvad on mm. Cauchy-Riemannin
ehtojen toteutuminen ja niissi esiintyvien
osittaisderivaattojen jatkuvuus.

Esimerkkeji ei-analyyttisistd funktioista

e Itseisarvo f(z) = |z| = /22 + 42

Koska v(z,y) = 0, itseisarvofunktio ei toteuta CR-
yhtaloitéd vaikka viivaintegraali pitkin yksikkGympyrés
h&viddkin

2w . .
f. |z|dz:i/ e dp =e?™ —1=0.
r=1 0

o Kisinteisluku f(z) = 1/z on analyyttinen alueessa, joka
ei sisilli origoa (z = 0).

(21)

1
NI

Kadanteislukufunktion analyyttisyysalue

Viivaintegraali pitkin tietd, jonka siséin origo jai, on
nollasta poikkeava; esimerkiksi pitkin yksikkOympyrii
laskettu viivaintegraali on

27r-z'¢ 27
?{ %z/ L ap=i| dp=2ir #0.
T 0 0

=1 % et (22)
o Neligjuuri f(z) = \/z = /r €%/ on analyyttinen
leikatussa tasossa. Ne viivaintegraalit, jotka lasketaan
pitkin leikkauksen ylittdvas tietd ovat nollasta eroavia;
esimerkiksi pitkin yksikk6ympyrdd lasketulle
viivaintegraalille saadaan tulos



Nelidjuurifunktion leikkaus (branch cut)

?{ PR dp =
r=1

Cauchyn integraalikaava

Lause 2 Olkoon f(z) analyyttinen suljetulla kiyrilli C
ja sen sisialueessa ja olkoon zg sisdalueen jokin piste.
Silloin on

_ 1 (2)
f(z0) = i g m dz. (23)
y

Integrointitie Cauchyn integraalikaavan todistuksessa

Cauchyn integraalikaavan todistus

Valitaan C:n sisilli r-sdteinen ympyri Cs, josta C:n
kanssa muodostetaan kuvan mukainen suljettu tie C}.
Cauchyn integraaliteoreeman mukaan on silloin

) N
clz—zodz_fc ?{zg+/,4 +/B =0 29
eli
Q) 4§ 1G4 25)
CZ—ZO 022—20

koska integraalit A:sta B:hen ja B:std A:han kumoavat
toisensa.
Tielld Cy on

Zo + re'
irdpe®,

x
|

jolloin saadaan

() 7™ fz0 + rei?)ir dge’?
Co zZ— 20 dz = /) T€i¢ (28)
2
=i f(z0 + 7€) do.
0

Kun ympyrin side r lihestyy nollaa (r — 0), saadaan
edelleen
( Z) ) 27

—dz =1
Cy # TR0 0

f(20)d¢ = 2mi f(20),  (29)

koska f(z) on analyyttinen ja jatkuva funktio pisteessi
zg- Lopputulokseksi saadaan Cauchyn integraalikaava
1

1@

f(20) =

T 2w

(30)

Cauchyn integraalikaavan merkitys

Jos funktion f(z) arvot tunnetaan pitkin suljettua kiyris
saadaan Cauchyn integraalikaavasta laskettua sen arvot
kdyrin sisdalueessa. Toisin sanoen f(z) voidaan
analyyttisesti jatkaa kiyraltd C sen sisdalueisiin.

Derivointi kidyriintegraalilla
Sdannolliselld analyyttiselld funktiolla on Cauchyn
integraalikaavan mukaan voimassa

10 =55 § 2L e (31)
Tastéd yhtdlostd saamme derivoimalla z:n suhteen
) = L da (1
16 = gmpiof (725) € o
_ 1 f(6)
27 Jo (g—z)QdE
ja derivoimalla toisen kerran
116 = 5 § s e (39)

koska derivointi parametrin suhteen voidaan siirtds
integraalin ulkopuolelta integraalin sisélle (edellyttéen,
ettd integroitavat funktiot ovat jatkuvia).

Induktiolla voidaan osoittaa, etté funktion n:s derivaatta
voidaan laskea viivaintegraalina

n! f(&

27t Jo (€ — 2)(nt

Jos siis f'(z) on olemassa eli funktio f(z) on saf niin
silloin my&s kaikki korkeammatkin derivaatat ovat
olemassa kyseisessi alueessa. Reaalifunktiolle ne eiviit

valttamétti ole midriteltyjd vaikka esimerkiksi
ensimméinen derivaatta olisikin olemassa.

F(z) = (34)

Liouvillen teoreema

Lause 3 Funktio, joka on analyyttinen ja rajoitettu
(f(2)| < M) koko z-tasossa, surkastuu vakioksi.



Todistus: Osoitetaan, ettd funktion derivaatta

oy - L &) 4.
f(zo)—%ﬁmdzy

on nolla mielivaltaisessa tason pisteessi zo. Valitaan
integrointitie R-séteiseksi ympyriksi ja annetaan lopuksi
siateen R lihestyd daretontid. Funktion derivaatta on
silloin

lf ()| < M (35)

1 [ f(20 + Re™)i Rdpe'?

! — -
['(20) = 5t J, 77 020 (36)
1 2w i i
= ﬁ/o f(Z0+R€ )d¢€
ja saadaan epayhtalo
, 1 /2” M
< — < —
Gl < g | @I < =0 @D
Siten derivaatan arvo hiavidi kun R — oo,
f'(z0) =0, (38)

ja itse funktion on silloin oltava vakio koko tasossa.
Teoreeman perusteella kaikilla ei-triviaaleilla funktioilla
on singulariteetteja, jotka kuitenkin voivat olla myos
adrettomyydessi (esimerkikiksi 2", €7, sin(z) ja jne).
Niille funktioille |f(z)| ei ole kuitenkaan rajoitettu. Silti
sanotaan, ettd niiden analyttisyysalueena on koko
kompleksitaso, josta on singulaariset pisteet suljettu pois.

Funktioiden singulariteetit

Pisteet, joissa f(z) ei ole analyyttinen ovat erikoispisteité
ja ne on suljettava pois analyyttisyysalueesta.
Singulaarisissa pisteissd on f(z) = oo tai jokin sen
derivaatta f("(z) = oo, n = 1,.... Funktioilla voi olla
kolmen tyyppisid singulariteetteja: navat, oleelliset
erikoispisteet ja kiertopisteet (pole, essential singularity,
branch point).

1. n-kertainen napa:

9(2)
f(Z) (Z — ZO)n’ g(Z()) ;é 0 (39)
tai

= 00, k<n
lim (z — 20)* f(2) # 00, k=n (40)

FrEo =0, kE>n

2. oleellinen erikoispiste:

lim (z — 20)* f(2) = 00 (41)

Z—20
kaikilla k:n arvoilla.

3. kiertopiste:

Kierrettiessi pisteen zo ympéri alkaen
mielivaltaisesta pisteestd z, funktion arvo muuttuu
pisteessé 2z jokaisella kierroksella pisteen zy ympéri.

Esimerkkeji

e Funktiolla

1 1
z) = = = - - 42
1) 22+ 122 [(z+1)(z—1))? (42)
on kaksinkertaiset navat pisteissd z = +i.
e Funktiolla
el/z 13
piste z = 0 on oleellinen erikoispiste, sill3
lim zFe'/? = lim eF108(:)+1/% = o, (44)
z2—0 z—0
e Funktiolla )
f(z) = 214 = pl/4 gio/t (45)

piste z = 0 on kiertopiste, silla
fy = ot

f(B) — T1/4 ez’27r/4 — 7‘1/4 em/Q — ir1/4

eli f(A) # f(B).

i

Funktion z'/* kiertopiste ja leikkaus (branch cut)

Kiertopisteen tapauksessa taso on leikattava esimerkiksi
pitkin suoraa siten, ettd mik&ddn integrointitie ei voi
menni leikkauksen yli. Tassé tapauksessa myds z = oo on
kiertopiste, joten leikkaus on koko positiivinen
reaaliakseli.

e Funktiolla
f)=V22+1=(z—0)"(z+i)'/?

pisteet z = +i ovat kiertopisteit.

(46)

Napakoordinaatistoesityksessi

2 =i+ retd1+2mk)

kuvaa etidisyydelld r; pisteestd z = i olevaa
kompleksitason pistettd. Parametrin k; = 0,1, ...
arvo kertoo, kuinka monta kertaa on kierretty pisteen
z = i ympéri ldhtien kulman arvosta ¢;. Vastaavasti

2= —i + roei(92t2mh2)

kuvaa etdisyydelld ro pisteestd z = —i olevaa
kompleksitason pistettd ja parametrin ks = 0,1,...
arvo kertoo, kuinka monta kertaa on kierretty pisteen
z = —i ympéri.



-i

Nelidjuurifunktion leikkaus
Funktio f(z) voidaan silloin esittdi muodossa

fe) = Ve
= Jrr et (011+2mk1)/2+(pa+27k2) /2

= M ei((¢1+¢2)/2+ﬂ'(kl+k2)).

Jos ki + ko on pariton niin funktion vaiheen merkki
vaihtuu, jos taas parillinen niin merkki ei vaihdu. T4t
tilannetta voidaan kuvata siten, etti pisteiden z = %4
viliin piirretddn leikaussuora (esitetty kuvassa), jolloin
funktio sdilyy yksikisitteisens, kun titéd suoraa ei yliteta.

e Logaritmifunktiolla

f(z) =log(z) =log(|z]) +i¢ (47)
pisteet z = 0 ja z = oo ovat kiertopisteit.
Riemannin pinnat
Esimerkiksi funktiolla
fz) = S1/2 — p1/2 ig)2 (48)
piste z = 0 on kiertopiste silla, kun ¢ = ¢; + 2nxw
flzo) = 1% 5 (49)
flz1) = 72 QR +m) — _p1/2 o5 (50)
f(2z2) /2 i 42m) — L p1/2 i G (51)

Sanotaan, ettd kun 0 < ¢ < 27 olemme moniarvoisen
funktion yhdelld haaralla, kun taas 27 < ¢ < 47 on sen
toinen haara ja positiivinen reaaliakseli on leikkaussuora
(branch cut).

Voidaan ajatella tdssd tapauksessa, ettd kompleksitaso
koostuu toisiinsa pitkin positiivista reaaliakselia liitetyista
lehdisté (sheet) siten, ettd alimman lehden alareuna
liittyy ylimmaén lehden yldreunaan. Jokainen Riemannin
lehti (Riemann sheet) vastaa funktion haaraa, jolla se on
yksikédsitteinen. Lehtien joukko moudostaa Riemannin
pinnan (Riemann surface).

Sarjat

Sarjan suppeneminen

Maiairitelmi 3 Kompleksijiseninen sarja

Zuk = Z(ak +ibk) (52)
k=0 k=0

suppenee, jos sekd reaali- ettd imaginaariosien sarjat
suppenevat.

Suppenemistesteind voi siten kiyttii samoja testeji kuin
reaalifunktioiden teoriassa. Esimerkiksi osamairitesti
(ratio test) on yleisimmin kiytetty testi:

Uk+1
Uk

L <1 ja hajaantuu kun L > 1. Tapauksessa
L =1 on kiytettivi jotain muuta testii.

Jos limg_s oo ‘ ‘ = L, niin sarja suppenee kun

Potenssisarjat
Kompleksijéseninen potenssisarja mairitellaéin
lausekkeena

ao + a1 (2 — 20) +as (z — 29)% + - -+ (53)
Lause 4 (suppenemisympyri) Jokaista potenssisarjaa
(53) vastaa madrdtty zo-keskinen ympyrd siten, ettd sen

sisalld sarja suppenee itseisesti ja hajoantuu sen
ulkopuolella.

Lause 5 (potenssisarjan ja funktion vastaavuus)
Potenssisarja (53) mddrittelee suppenemisympyrinsd
sisalld saannollisen analyyttisen funktion, jonka kaikki
derivaatat voidaan laskea sarjasta derivoimalla
termesttdim.

Lause 6 (suppenemisympyrin koko) Analyyttistd
funktiota kuvaavan sarjan suppenemisside on |zg — 2|,
missa zy on lihin kyseisen funktion singulaarinen piste.

Niitd lauseita ei todisteta téssd koska ne ovat melko
itsestddnselvid. Lauseiden muodollinen todistus 16ytyy
funktioteorian oppikirjoista (esimerkiksi R. Nevanlinna ja
V. Paatero, Funktioteoria).

Esimerkiksi zg = 0 ympéristossd kehitetylld sarjalla

11
fR)=Vitz=1+4-2-22"+--

2 3 (54)

z = —1 on kiertopiste. Téssi pisteessd f(—1) =0 ja
f'(=1) = co. Sarjan suppenemisalue on |z| < 1 ja
suppenemisside R = 1.

Analyyttinen jatkaminen

Kun funktio f(z) on saf my6s Sp:n ulkoalueessa, niin
analyytiselld jatkamisella voidaan sarjakehitelman
suppemisaluetta laajentaa. Tapauksessa jossa funktiolla
on vain yksittéisid singulaarisia pisteitid (napoja), voidaan
pistettd zo vaihtamalla funktio f(z) esittdé
potenssisarjoilla koko tasossa, jolloin suppenemisalueet
peittavit osittain toisensa.

Esimerkkin tarkastellaan funktiota

(55)



jolla on napa pisteessd z = —1. Origon ympérilli
kehitetty sarja

o

1+ 2 (56)
n=0

suppenee, kun |z| < 1. Sarjakehitelmi edustaa funktiota
suppenemisympyrin sisdalueessa So.

y

S,

_1Ej1 X

S, -

Funktion analyyttinen jatkaminen
Kehitetddn nyt funktio sarjaksi pisteen z = ¢ ymparilla

1 1
S S Py poar
1 z—i\ "
= 1
1+i< +1+i) ’

joka voidaan kirjoittaa potenssisarjana

1 z—1 Z—1\2
= 1— — .
1) 1+i[ i TG ] (57)
Tam3 sarja konvergoi alueessa
|z =i < |i+1] =2 (58)

eli sarja suppenee alueella S;. Koska sarjat S; ja So
edustavat yhteiselld konvergenssialuellaan S; () Sz samaa
funktiota, ne ovat toistensa analyyttisia jatkeita.
Funktiota voidaan jatkaa edelleen uudella
sarjakehitelmilld jonkin alueen S; sisépisteen ympérilla.
Toinen esimerkki analyyttisestd jatkamisesta: Sarja

1 .
fG)=——=1+2+2"+---

T (59)

suppenee kun |z| < 1, koska 15hin singulariteetti on
pisteessi z = 1. Sama funktio voidaan kehittii pisteen

2o = —1 suhteen, jolloin saadaan sarja
1 1
= = 60
/) 1-2 1-(z+1)+1 (60)
11
— 9 71 _ z¥1
2T o
1 2+1  (z2+1)2
- -0 » T oL,
2( + 2 4 +

Té&ssd tapauksessa suppenemisside on R = 2.

S>

Esimerkks funktion analyyttisestd jatkamisesta

Taylorin sarjat
Olkoon z; lahinni pistettd zo oleva singulariteetti ja C
ympyré, jonka side on pienempi kuin |23 — 2]

V4
y 1

7

Taylorin sarjan suppenemisympyrd
Silloin C:n sisélld on Cauchyn integrointikaavan mukaan

1) o

@) = 45— D (61)

_ 1 /(&) '

B %?{;z’—zo—(z—zo)dz (62)
1 f() '

- de 63
2mi Jo (2 — zo) (1 _ :I_zzgo) (63)

1 ) =[(z-2\",,

T 2mi c 2 —2 T;](z’—z(]) & (64)

Tama3 sarja suppenee, koska |z — 2zg| < |2’ — 2] Silloin
saadaan

f(z) /
2mi %C (2! — z)"HL dz
. fm (20)

‘ ?

f(2)

[}
E Z—Zo

oo
= E Z—ZO

koska Cauchyn integrointikaavan mukaan funktion n:s
derivaatta on

3
o

!
)y — 16 65
0= g k69
Taylorin sarja on muodoltaan sama kuin reaalialueella.
Toisin kuin reaalialueella sen suppenemisséiteen

méirddminen on kuitenkin helppoa. Seuraavassa luvussa



yleistetddn Taylorin sarja tapauksiin, joissa zg on
singulaarinen piste (Taylorin sarjassa pisteen zo on oltava
sadnnollinen piste).

Laurentin sarjat
Oletetaan nyt, etti zg on funktion f(z) erikoispiste (napa

tai oleellinen erikoispiste), eli f(z) = 0.
y S
T
G V4
Zo

Integroimistie Laurentin sarjan johdossa
Soveltamalla jélleen Cauchyn integraalikaavaa tiehen
Ci + Cy saamme

1) L

o ? =z

1) L

) i (66)
2

2mif(z) =
missd jalkimmaéisen termin merkki johtuu siité, ettd tielld
C> on otettu negatiivinen kiertosuunta.
Voimme nyt kirjoittaa

1 1 1 1
1 _ = _ _ ( _ ) = _ 1 Z—20 (67)
-z Z-z—(2—2) 2 —z2l1-577L
Ympyrilld Cy on |2 — 29| = R > |2 — 2|, joten sarja
1 = (z—2)"
= 68
2l —z Z (2" — 2z9)"HL (68)

suppenee. Ympyralld Cz on |2' — 29| = r < |z — 2|, joten
sarja

1 1

2 —z z2—201— Z'_ZO 2

Z—Zz0

Z—ZO

(z — z)ntt (69)

suppenee.
Siten kummatkin kehitelmét ovat voimassa
ympyrirenkaassa r < |z — 29| < R ja saamme tulokseksi

2mif(z) = Y (z2—z0)" i%‘h'

n=0
NP fZ) /
+ T;(z 20) ?i @ = 20)—" dz

Vaihtamalla summausindeksié jalkimmaisessi termissi

uw=—(n+1)eli —n =p+ 1 saadaan
. > n f(zl) !
wife) = S § ol
- f(Z") )
T :Z( ) }l{c* (& = oyt ¥

Siten funktio f(z) voidaan esittdi sarjana

[ ' '
flz) = 2 _Z_(Z—Zo)n?i%dz
= Z en (2 —20)"
missé . 1)
Z ]
= 2w o ey (70

Jos zp on sddnnollinen piste, niin saamme takaisin
Taylorin kehitelmén, silli Cauchyn integraaliteoreeman
mukaan, kun n = -m <0

1 e
3 by

= Lt f() d =0
C

21

Com =

koska integrandi on saf.
Kaytiannossd Laurentin sarja voidaan muodostaa usein
Taylorin kaavan avulla. Esimerkiksi funktion

eZ

f(z)= (71)

z—1
Laurentin sarja pisteessi zg = 1 saadaan kehittdmalls
osoittaja Taylorin sarjaksi, jolloin

(72)

ja

%(z -1+

1 1
= 1+=(z—-1
e[z_1+ +5E-1)+
Tami sarja suppenee koko kompleksitasossa.

Sama tulos saataisiin myss integroimalla, kun asetetaan
z=14re?

1 e?
e = — P — _ds
" 2mi }KC (z — 1)n+2
B 1 2w e ere ié id) d
- 27 o T.n+2€z(n+2)¢ ¢
¢ [ gretmitnin
- = re'®—i(n+1)¢
- 2mpntl /0 ¢ a9,
jolloin esimerkiksi
2
e i
c1 = — ere’? d¢
27T 0
2w
— i e’ 08 ¢—+ir sin ¢ d¢
2m Jg
e
= —2m=e,

2w



koska r voidaan valita mielivaltaisen pieneksi (r — 0).
Tapauksessa n > 0 saadaan vastaavasti

e 27 ereid’—z’(n—}-l)(ﬁ

Cn = — lim —————d
"2m Jy o0 pndl 0

(73)

Kun derivoidaan raja-arvolausekkeen osoittaja ja
nimittdji n + 1 kertaa (L’Hospitalin sdiintd), saadaan
tulokseksi

e 2 ei(n+1)¢ere"¢—i(n+1)¢
T 9n Jy 50 (n+1)!
_ e 2r e
2r (n+ 1! (n+1)!

kuten edells.
Toisinaan Laurentin sarja voidaan johtaa kertolaskulla.
Esimerkiksi funktion

flz) =

_ e i (z —1)nt
oz+1 n!
n=0

Laurentin kehitelmi saadaan laskettua kayttamalld
apuna geometrista sarjaa

1 1 1 1

Z+1 Z-1+2 2 1451
1 & —-1)m
= = (_1)mu
2 2m
m=0

jolloin tulokseksi saadaan véilittomésti
Z oo

e
2 _ 1 §Z
n,m

Kun zg on oleellinen erikoispiste, Laurentin sarja siséltaé
ddrettomén monta termis, joilla on negatiivinen
eksponetti; esimerkiksi

Z—l n+m—1

fz) =

(74)

(75)

Huomatus: Laurentin sarjan tapauksessa zg ei saa olla
kiertopiste. Esimerkiksi funktiolle v/z — 1 piste zp = 1 ei
kdy, mutta sen sijaan zp = 0 antaa normaalin Taylorin
sarjan

1

Residylaskenta

Residylause
Olkoon zg funktion f(z) eristetty yksittéinen erikoispiste
ja olkoon sen Laurentin kehitelms

oo

Z an (Z - zO)n

n=—0oo

flz) = (77)

Lasketaan funtion f(z) viiva-integraali pitkin zo-
keskeisen ympyrin keh#ds C'. Summan termit voidaan
integroida erikseen.

27
an ]{(z—zo)"dzzan/ el ? ir et dg
c 0

27
= ianr"+1/ et ¢ 4g
0

I,

_ 2ria_y, mn=-1
o 0, n#-1
Saamme siten
7{ F2)dz = 2mia_y (78)
c

Kerrointa a1 kutsutaan funktion f(z) residyksi pisteessi
Z0.
a1 = Res(zo)

Lause 7 (Residylause) Jos funktiolla f(z) on eristetyt
singulariteetit pisteissd zy,zs, - - ., nitn integraali pitkin
tietd, joka sulkee sisidnsd namd singulariteetit saadaan
laskettua singulaaristen pisteiden residyjen avulla,

fcf(z)dz = 2mi Z Res(z,)

Todistus: Deformoidaan tietd C niin, etti se kiertad
erikoispisteet z; (katso kuva).

(79)

y

Residynlausen todistuksessa kiytetty integrointie
Pitkin t#llaistd tietd laskettu integraali haviad Cauchyn
integraaliteoreeman mukaan

f(z)dz =

(ol

(80)

Toisaalta voimme kirjoittaa

f(z)dz
f( )dz

ff d— —§ @t
Ca

koska kiertosuunta on kddnnetty integroitaessa teiden
C1,Cs,--- yli. Silloin saadaan tulos

fo 1) de

=2mi » Res(z) (81)
k



soveltamalla tulosta (78) jokaiselle tielle Cy,Cy, - -
erikseen.

Residyn laskeminen

Tarkastellaan residyn laskemista kiytinnossa:

1. n-kertainen napa

Kun funktiolla f(z) on n:n kertaluvun napa, se voidaan
kirjoittaa muotoon

f(z) = &, missd  g(z0) #0 ja oo. (82)
(z — z)™
Taylorin kehitelman mukaan
9(z2) = go+gi(z—2)+g(2—2)"+-
o
= Z 9u (2 — 20)*
pn=0
missd »
9" (2)
Iu = (83)
I u| o
Silloin saadaan funktiolle f(z) kehitelm#
9o g1 In—1
_ oo In—1 84
IO = ey e U e T @Y
Téssé tapauksessa residy on
(n-1)
9'" "V (20)
1= Gn_ 85
a 1 gn 1 (n _ 1)' ( )

Ensimmaéisen ja toisen kertaluvun napojen tapauksessa
saadaan tulokset

n=1 Res(z0) = g0 = 9(20)
= ZIEEO [(z = 20) f(2)]
n=2 Res(z0) = g1 = ¢'(20)

2. Oleellinen erikoispiste:
Tarkastellaan esimerkkini eksponenttifunktiota
kasnteisluvusta, jolla on oleellinen erikoispiste zg = 0

SN PP =1 (86)
e = z 222 ) G-1=
1
ez 1 1

= -4+ = ,a_1=1 87
2 Z+22+ a_—1 ( )
1
ez 1 1
o = z—2+z—3+---,a,1:0 (88)

Aina residyn arvoa ei saada yksityisens lukuna, vaan se
voi olla my06s sarjan summa; esimerkiksi

et: = efer (89)
o o
z* 11 1
= N =N (90)
DIErD ki Dl Lt
) L S o nv
Residy saadaan termin y — v = —1 kertoimena, eli

asetetaan kaksinkertaisessa sarjassa p = v — 1 ja tulos on

1

> 1 1
=y 144t s
a-t Vz::ly!(u—l)! Tttt 59

(91)

Residylaskun sovelluksia: tavallisimmat
integraalityypit
Tavallisimmat integraalityypit ovat

1.
I = / f(@)dz (92)
2. 27
I = f(cos ¢,sin ¢) d (93)
0
3. -
I - / o f(z) da (94)
0
Integraalityyppi 1
Integraali
L=/ j@w (95)

voidaan laskea viivaintegraalin

R T
_ i6\ ; Poid
7{Cf(z)dz [Rf(m)dm+/0 F(Rei®)i Rei® dg  (96)

avulla, jolloin saadaan

| tw
= 2mi z Res(z;) — }%im i f(Re®)i Re™ d¢
—0 Jo
= 2mi Z Res(2;),

koska tavallisesti integraali puoliympyran yli hdvidd kun
menndén rajalle R — oo, mutta tdmé raja-arvo on
huolella tutkittava kussakin tapauksessa.

y

Integroimistie tyypin 1 integraaleissa

Esimerkki 1

Funktiolla f(z) = (22 + 1)~! on yksinkertainen napa
positiivisella imaginaariakselilla pisteessi zo = +4¢, jossa
laskettu residy on

1
Res(i) = lim(z — i) f(z) = lim(z + i)' = —.  (97)
2 z—1i 21
Silloin saadaan
*  dz 1
—  =27i— =T.
/_oo 2+l Tyt T (98)



Esimerkki 2

* sing 1l i
/_Oo : dm—/_oo%(e Cemmydr  (99)
Lasketaan funktion
eiz
1o)== (100)

viivaintegraali pitkin kuvassa esitettyd suljettua tietd,
jolloin saadaan
eiz
$w
c <

—Tr iz R iz
/ e—dw+/ £ &
R T r T

—i / e dg + i / eBe dp. (102)
0 0

(101)

y

Esimerkki integraalityypisti 1
Tekem#lla ensimmaisessé integraalissa muuttujan vaihto
z — —x saadaan edelleen

R iz —ix
[ (Ge-5w)
T z x

— i/w eir(cos¢+isin @) d¢ —i /7r eiw e—Rsin¢> d¢
0 0

Lopuksi otetaan raja-arvot R — oo ja r — 0, jolloin
integraalista pienen puoliympyrin yli saadaan i7 ja
integraali ison puoliympyran yli hividi ja lopputulos on

0o s
2i / MY g = in (103)
0o z
eli - .
/ R P (104)
o Z
Integraalityyppi 2
Lasketaan tyyppia
27
L, = / f(cos ¢, sin ¢) dg (105)
0

oleva integraali.
Tehd#in sijoitus
e'?

z = (106)

1 i¢ —ip\ _ 1 1
cos¢p = 2(6 +e )—2 2+ - (107)
ne = L (et_eity— L (,_1
sing = 2 (e e ) = 5 \ 773 (108)
; dz
dz = idpe? = dp= - (109)
ja lasketaan integraali
27
L = f(cos ¢,sin ¢) do
1 1.1 1., dz
= §IGE+ D FE- D E
pitkin yksikkdympyréa.
Esimerkki 1
Integraali
27
d
1= (110)
o 2+sin”¢

voidaan kirjoittaa ensin muotoon

7 — 7{%;
B c iz 2—%(z—1/2)?

_ é%’ zdz
0 Jo 822 — (22 —1)2

= 41'7{ zdz .
cl(z2-1) —2\/§z] [(22 — 1)+2\/§z]

YksikkOympyran sisélld sijaitsevat nimittdjéan nollakohdat
ovat

V2 + /3 ~ +0.32
+v2—-V3 =~ —-0.32

ja residyt néissd pisteissé ovat yhtidsuuret

V3-+2 1
Res(z1) = Res(z2) = =— . 111
Laskemalla residyjen summa, saadaan tulokseksi
11 2
I=—-4i2ri-—= = — = 2.56. 112
y
= C
z, | z,

Integroimistie tyypin 2 integraaleissa
Integraalityyppi 3



Lasketaan tyyppié

o0

I = / o f(z) da (113)

0
oleva integraali.
T4ll4 tyypilld on kiertopiste origossa (kun p ei ole
kokonaisluku), jolloin on leikattava reaaliakselia pitkin
sekd valittava oheisen kuvan mukainen tie C.
Residylauseen perusteella on nyt

N
%‘ 2P f(z)dz = Z 2miRes(zy).- (114)
c

v=1

Toisaalta on

?iz“f(z)dz = f(;Rz“f(z)dz—ﬁrz"f(z)dz

+/TRz“f(z)dz+/RTZ“f(z)dZ-

y
- C
) [
szr< z,
X
R

Integroimistie tyypin 3 integraaleissa
Edelleen integroimalla pitkin isoa ja pientd ympyrad
saadaan

2
f #f(z)dz = / R*f(Re'®)iRe® e? d¢
Cr 0
27
= (R'tH / et(1+um)é f(Reid’) d¢
0
2w
?{ f(z)dz = irttH / ef1H1P f(rei®) dg.
C 0

Tavallisesti funktio f(z) on sellainen, ettd integraalit
h&ivigvat, kun lasketaan raja-arvot R — oo ja r — 0.
Kun otetaan raja-arvot, integrointi pitkin reaaliakselia
antaa tulokseksi

R oo
/ 2 f(z)dz — / z# f(z) dzx
r’r 00
/ 22 f(z)dz — / e2mhigh f(z) dx
R oo
= —/ z# f(x) e*™ i da.

0

Jalkimmaiista tulosta laskettaessa tiytyy muistaa ottaa
huomioon 2m:n kierron antama vaihetekija:

g(4) = z"f(2) $=0
9(B) = azte™f(z) ; ¢=2m

(115)
(116)

Saamme niin tuloksen

oo N
(1—e*?) / ot f(z)de = 27i ZRes(z,,) (117)
0 v=1
eli
* 2mi al
/0 ot f(z)de = ZlRes(z,,). (118)
Esimerkki 1
Lasketaan integraali
0 ,B-1
I= 11
/0 z+1 dz (119)

kun 0 < B < 1. Integrandin leikkaus on positiivinen
reaaliakseli.

Viivaintegraalit pitkin ison ja pienen ympyran kaaria
h&vidvét.

LB—1 5 [T &
dz=iR ——d 120
fchH ‘ /0 T3 Re? 9 (120)
jolloin saadaan raja-arvot
lim - 0 (121)
R—o0 CR
lim — 0. (122)
r—0 C,
Integrandilla on napa pisteessd z = —1, jonka residyksi
saadaan
Res(—1) = (1+2)7°7! !
1+2z|,-_,

= (-1)P1 = (¢m)7T! = gilBDm,
Integraalin arvo on silloin

o2 eiB-1m 27

I 1 — e2ri(i—1) — g=iB—D)m — gi(A—D)m
sin(3—1)r  sinfBr’

Funktion tuloesitys

Mittag-Lefllerin kehitelmi

Olkoon f(z) funktio, jolla on yksinkertaiset navat
pisteissd z1, 22, ... ja zy. Cauchyn integraalikaavan ja
residylauseen perusteella saadaan yleinen muoto

RO

2mi Jo z— 20

N
= f(z0) + Z Res(zg). (123)
k=1



Integrointitie Mittag-Lefflerin kehitelmdd johdettaessa
Lasketaan integrandin residyt pisteissi zg. Olkoon b_4
funktion f(z) residy pisteessi zj ; silloin integrandin
residyksi saadaan

(z—zk)f(z) _ b

a_1 = lim = . (124)
22k zZ— 20 Zr — 20
Valitaan nyt zo = 0, jolloin saadaan
N
1 (Z) b_1
— ——=dz= f(0 — 125
2mi Jo 2 FO) + ; 2k (125)
Kaytetddn hyviksi identiteettis
1 _ 1 Z0
z2—20 2z 2(z—2)"
jolloin
1 1
RO I N Y O
2mi Jo z— 20 2mi Jo 2
o= 2 LD
21t Jo 2 (2 — 20)

Seuraavaksi oletamme, etti
(126)

Kun ympyran C sdde ldhestyy ddretonté, niin integraali
I, on pieni verrattuna ensimmadiseen integraaliin.
Yhtéloista (126) ja (125) saadaan

Ly, - L fIE g
2mi Jo 2 21 Joz— 20
b
= 1O+ —
PR

Edelleen yhtilostd (123) saadaan, kun zg # 0

N
f(z0) = 1 Mdz%-zb;l

21 Jo 2z — 20 — 20 — 2k

al 1 1
= fO)+Y b (—+ )+Im.
FO+3 (oo

Kirjoitetaan zg = 2z ja annetaan lopuksi ympyran C'
sdteen R — oo, jolloin I,,, — 0.

Lopputuloksena saadaan Mittag-Lefflerin kehitelmi

il 1 1
e = FO) + 3 b (2+22).

(127)

Weierstrassin tuloesitys

Olkoon g(z) funktio, joka on analyyttinen koko
kompleksitasossa, jossa silld on yksinkertaiset nollakohdat
pisteissd zp; k=1,2,..., N siten, ettd

|z1] < |z2|--- < |zn]|. Silloin funktiolla f(z),

_9()

on yksinkertaiset navat pisteissd zj.
Esimerkking olkoon

; (128)

9(z) = (z—z)u(z) , w(z)#0 ja #oo
o u@)+(z-—n)u(z) 1 u'(2)
Hz) = (z — z1) u(z) z—2z + u(z)

Viimeissi termissi on
u'(z)

u(2)

Edellisessé luvussa olemme saaneet funktion f(z)
osamurtokehitelmin, joka suppenee koko
kompleksitasossa. Funktion g(z) kehitelmé voidaan nyt
johtaa lausekkeesta,

# o0.

z2=2z1

flz) = L2 -

bo>en (L
AR A

=1

ko

Kirjoitetaan tdmé logaritmien avulla

4 10g g(2) (129)

d
Tloggle) = o

dz

z2=0
N
1 1
+ ) b (— + ) .
k=1 Pk 7k

Koska funktiolla g(z) on yksinkertaiset nollakohdat
pisteissi z1, - .., 2z, se voidaan kirjoittaa muotoon

N

9(z) = [[ (= = 2r)ul2),

1

missd u(zg) # 0. Téllsin funktio f(z), jolla on
yksinkertaisia napoja, voidaan esittda muodossa

Moo
:ZZ—Zk+

k=1

ja sen residyiksi b_; kaikissa pisteissi z; saadaan

b1 = lim(z—2)f(2)

Z—Zk

= 1+ zll?zlk (2= 2) u(z)



Kun integroidaan yhtilo (129) O:sta z:aan, saadaan
tulokseksi

log 9(2) ~log g(0) = £
N
+ ;[ + log (1—;)]
eli
log g(2)
= log ¢(0) + log e 50 9(0> £+ ,; log [ =% (1 — Z—k)]

N
g'(0) =
=log [g(O)e 7 z] + log I I ek (1 - i) .
k=1 2k

Lopputulokseksi saamme Weierstrassin tuloesityksen

9(z) = H (1-— (132)
Esimerkki
Tulokehitelmi sinille
sin z
9(z) = (133)
z
T&l6in
9(0) = 1
"(2) = cosz  sinz _ zcosz —sinz
g z 22 22
g0 =0
zr, = =xkm, kun £=1,2,3,....

Tuloesitykseksi saadaan

- I (-57)

k=1

SlIIZ_ZH( 2 2)
™

Vastaavasti kosinille saadaan tuloesitys

bad 422
COsSz = H (]. - m

k=1

eli

(134)

(135)

Dispersiorelaatiot
Tarkastellaan funtiota f(z), jonka oletetaan

e olevan saf ylemmill puolitasolla ja reaaliakselilla ja
¢ toteuttavan ehdon

lim f(z) =0, kun 0 < argz <.

|z] =00

Olkoon zg jokin piste reaaliakselilla. Cauchyn
integraalikaavan mukaan on nyt

LI

211

f(zo) =

cZ—%o

missd integrointitie C' kiertdd pisteen zo alapuolelta
e-siteistd puoliympyrdd myoten.

C

Y

X, 2%, T2

Integrointitie dispersiorelaation johdossa

Funktion f(z) ominaisuuksista johtuen viivaintegraali
pitkin isoa ympyrida havidi sidteen ldhestyessd diretonté,
joten

_ 1Tt f@) * f(@)
floo) = 2mi [/oo T — To da:+/w0+€ T — o da:]
2
+% fzo + €€i¢) de.

™

Koska alkuperdisen integraalin arvo ei Cauchyn lauseen
mukaan riipu lainkaan séteestd €, annamme sen ldhesty&

nollaa. T#lloin
_ 1 * f(=) 1
f(@o) = 2m:P/,OO panpnd S RAC

- - . as o0
Téssa mgrkmta P o9
piadarvointegraalia

[ o= [

(z) dz tarkoittaa Cauchyn

= lim

AMM+Aimmm}

missi (yleensi) integrandilla on integrointitien pisteessi
xo singulariteetti. Saamme siis

Monesti tdm4 kirjoitetaan myds muotoon

» 1@

P wi0(x — x0).-

Tésséd 0(x) on Diracin §-funktio, jolla on mm.
ominaisuudet

/f (z — x0) = f(zo)
/5(x)dx =1
_ 0, kunz #0
o(z) = { 0o, kunz=0.



Hajoitetaan nyt funktio f(x) reaali- ja imagin##riosiinsa,

kuten
f(z) = u(z) + iv(x).

Voimme siis kirjoittaa

f(z0) u(zo) + tv(wo)

- 173/ de_ip/
T Jow T Jow

r — X9
Samaistamalla oikean ja vasemman puolen reaali- ja
imaginddriosat keskenddn saamme dispersiorelaatiot

15 / = v@)
™ —co L — &g

1p / T @ g,

™ —00 T — X0
Tuntien pelkistéin funktion imagin#iriosan reaaliakselilla
voimme siis ma&rittadd myoOs sen imaginddriosan
reaaliakselilla. Edelleen, kiyttien Cauchyn
integraalikaavaa, voimme jatkaa funktion analyyttisesti
koko ylemp#in puolitasoon. Samoin voidaan menetells,
jos tunnetaan funktion reaaliosa reaaliakselilla.
Huom. Dispersiorelaatioiden voimassaolo edellytti, ettd
funktio oli analyyttinen koko ylemmissé puolitasossa ja
ettd funtio ldhestyi nollaa ddretontd lahestyttiessa.
Hieman modifioiden johtoa saadaan relaatiot myos siini

tapauksessa, ettd ko. funktio on analyyttinen ja lihestyy
nollaa alemmassa puolitasossa.

r — X9

u(zo) =
v(zg) =

Symmetriarelaatiot
Fysikaalisiin ominaisuuksiin liittyvit kompleksiarvoiset
funktiot toteuttavat usein symmetriarelaation

f(=z) = f*(2),
tai reaali- ja imagin&dériosien avulla ilmaistuna
u(—2) +iv(—z)

= u(z) —iv(z).

T4llsin siis reaaliosa on parillinen ja imaginédériosa
pariton. Dispersiorelaatio

uw(zo) = %'P /0;

voidaan nyt kirjoittaa muotoon

u(zg) = 1P/O mviiodm-l- P/ P

1
T+ o xr — X

_ ;P/O zv(x)

Samoin toiseksi dispersiorelaatioksi saadaan

o =-2 [

r — X9

dz

2 _
z? — x?

$2—a:

Optinen dispersio
Funktio
¢(.’L‘,t) — ez’(kz—wt)
kuvaa pitkin z-akselia positiiviseen suuntaan etenevad
aaltoa, jonka

e nopeus on v = w/k,

e kulmanopeus w,

e aaltovektori k ja

o taitekerroin n = ck/w.

Maxwellin yhtaloisté, sdhkoisen permittiivisyyden e
méadritelmistd ja Ohmin laista johtavuuden ollessa o on
johdettavissa relaatio

477(7

we )’

Johtavuudesta johtuen k2 (kuten myés k ja n) on
kompleksinen, miké puolestaan tarkoittaa absorptiota, ts.
aalto vaimenee edetessdén. Tarkastellaan esimerkkini
huonosti johtavaa viliainetta (47o/we < 1). Talldin

2
kzzei— <1+

2no
kN\/_ +i—
NG

ja
o(z,t) ~ eiw(ﬁ/c—t)e—Qﬂ'ax/cﬁ7

mistd selvisti ndhdain aallon vaimeminen.
Taitekertoimen nelié voidaan kirjoittaa muotoon

Ajatellaan nyt suure n? kompleksimuuttujan w funktioksi.
Optiikasta tieddmme, ettd taajuuden w kasvaessa
taitekerroin ldhenee arvoa 1, ts. funktio f(w) = n?(w) — 1
ldhestyy arvoa 0 suurilla taajuuksilla. Sovelletaan tihén
funtioon dispersiorelaatioita, jolloin saadaan

Im[nz(WO)—l] — _%P/Ooo%(w&%_l]dw'

Namaé yhtélot tunnetaan Kramers-Kronigin
dispersiorelaatioina. Absorptiokertoimen

(x o o Imn?(w)) tuntemus kaikilla taajuuksilla riitt4a
siis médrdamasn taydellisesti myos taitekertoimen
reaaliosan (ja pdinvastoin).

Satulapistemenetelma

Satulapistemenetelmin johto

Matemaattisessa fysiikassa tarvitaan usein funktion
asymptoottista kayttiytymistd suurilla muuttujan
arvoilla.



Tarkastellaan reaalisen muuttujan s kompleksista
funktiota

I(s):/g(z)esf(z)dz:/ g(z)esu(w,y) etsv(@:y) 4,
c c

(136)
ja oletetaan, ettd funktio g(z) on hitaasti muuttuva.
Integrointitie C' on sellainen, ettd funktion f(z) reaaliosa
ldhestyy miinus direttémyyttd molemmilla rajoilla ja
integrandi h&vida molemmilla rajoilla tai integrointitie on
suljettu reitti.

Integraalin suuruus riippuu voimakkaasti reaaliosan
suuruudesta ja merkistd. Kun parametri s on suuri ja
positiivinen, niin integraalin arvo on suuri, jos reaaliosa
on positiivinen ja pieni jos reaaliosa on negatiivinen.
Suurin osuus integraaliin saadaan alueelta, missi u(z):114
on maksimi integrointitietd pitkin edettiessd. Olkoon se
pisteessd z = zo. Téssé ddriarvopisteessd on voimassa

gu 0
Vu(z,y) = ( 8 ) = ( 0 ) (137)
Oy
eli 5 5
u u
_—=— = ]_
9z~ dy 0 (138)
Asriarvoehto on myds kirjoitettavissa muotoon
du(z,y) _
dz 0

silld kahden muuttujan funktiolle u(x,y) on voimassa

Lou idu

2 Oy

du(z,y) 10u

dz 20z

kun z = = + 4y.
Cauchy-Riemannin ehtojen vuoksi my6s imaginaariosan
osittaisderivaatat hividvit, koska

ou ov

—_ fd _— = 1
o 3 = ° (139)
ou ov

= = _ZZ = 14

joten mydos kokonaisderivaatta hivida
df
dz
Piste zg ei kuitenkaan voi olla absoluuttinen maksimi tai
minimi, koska

0. (141)

Pu  0%u

Jos ugg > 0, niin uyy < 0, joten u(z,y) on 2zp:n
ympdristossa satulapinta. Jollekin tielle zp antaa
minimin, kun taas toiselle se antaa maksimin.
Kehitetddn funktion f(z) Taylorin sarjaksi pisteen zq
ympdaristossi

f(z) = f(z0) + %f”(zo) l(z —20)%...

5 (143)

Valitaan integrointitie kulkemaan pisteen zg kautta pitkin
nopeimmin laskevaa jyrkidnnett pinnalla u(z,y). Tallg

tielld v(z,y) on vakio, silld analyyttisen funktion
tasa-arvokayrit

u(w,y) = C’1
’U(.’L‘, y) = Cy

ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Téssa Cy ja Cy ovat
vakioita.
Koska v(z,y) on vakio, niin

1 1
f(z) = f(20) = §f"(20) (2 —20)* = _2_st2' (144)
on reaalinen ja lisiksi negatiivinen, koska maksimista
f(z0) laskeudutaan alas. Yht#lon jilkimméisesti osasta
saadaan t:n ja z:n vélinen yhteys.
Otetaan kiyttoon napakoordinaattiesitykset

z2—z29 = 0¢€°
/() = pe®,
jolloin
1 2 1
5" (@0) (e =) = o pelt) = —— ¢
¢o+2a = 7
2 = §%ps. (145)
Téaten
t = £d./ps (146)
ja vaihe a = (m — ¢)/2 on vakio, eli pistettd zg
lihestytiédn siten, ettéd vain etdisyys § muuttuu.
Integraali voidaan nyt laskea seuraavasti
B 1 t2
I(s) ~ g(20) / e?lf(z0) =5 1 gy (147)
A

kun oletetaan, ettd g(z) on hitaasti muuttuva funktio.
Yhtilostd (146) saadaan

. 1 ia
eic c (148)

dz 0z dd _
VPs  |f"(z0) s['/?’

dt 95 dt

jolloin integraali I(s) on

i B
- Fagae e [, it e
0 A

Kun A - —o0 ja B — oo, viimeinen termi on Gaussin
integraali, jonka arvo on v/27 ja integraalille saadaan
asymptootinen lauseke

I(s) (149)

(ZO) esf(zo)

I(s) ~ V27 2 — el (150)

Stirlingin kaava
Stirlingin kaavalla voidaan laskea suurten
kokoanaislukujen kertomafunktio. Gamma-funktio

T(s+1)=s!= / p’e P dp (151)
0



voidaan kirjoittaa muotoon
< s
1 —
I'(s+1)=s" / eso82=2) 4,
0

missé on madritelty

p = zs
e = %
ps — 8¢5 = eslogz s°
dp = sdz.
Etsitéin didriarvo funktiolle
f(z)=logz — 2z
T4ll6in )
! =—-—1=0.
1) =

(152)

(153)

(154)

joten diriarvo saadaan pisteessé zg = xg + tyo = 1 eli

o =1jayy=0.

1
22

—1=¢"

fz=1) =
Sijoitetaan ndmi kertoman lausekkeeseen

—8q85+1
2m e %s i

Nz

Vaihe a@ = (7 — 7)/2 = 0 ja kertoma on reaalinen.
Kertomalle saadaan siten asymptoottinen lauseke

27 _ _
slay /= e %"t =V2ns e 5%,
s

joka pitdd paikkansa suurilla s:n arvoilla.

sl =

(155)

(156)

Ryhméteoriaa

Fysikaalisten systeemien kvanttimekaanisessa késittelyssa
joudutaan usein turvautumaan approksimatiiviseen
ratkaisuun, joka saadaan esitettyi sopivan funktiojoukon
0-kertaluvun approksimaativisen ratkaisun avulla sarjana.

e Tutkimalla systeemin symmetriaa
ryhméteoreettisesti voidaan valita oikeaa symmetriaa
vastaavat 0-kertaluvun funktiot ja padstdéin eroon
useimmista Hamiltonin operaattorin
ei-diagonaalisista matriisielementeisté.

e Valintasddnnot saadaan ryhméteoreettisesti
laskematta eksplisiittisesti matriisielementtejé.

o Kvalitatiivisid tuloksia saadaan vihilld vaivalla.

Esimerkki

Tarkastellaan systeemin stationaarisia tiloja
kvanttimekaniikassa. Etsitdin siis ratkaisuja ajasta
riippumattomalle Schrédingerin yhtélslle

H¢n = En 'ébn:

missd H on Hamiltonin operaattori, F, ovat H:n
ominaisarvot (energiatasot) ja v, ovat H:n
omainaisfunktiot. Jos samaan ominaisarvoon liittyy
useita ominaisfunktioita 1, sanotaan, etti ominaisrvo on
degeneroitunut. Koska ominaisarvot kvanttimekaniikassa
ovat ainoat mahdolliset tulokset fysikaalisesta
mittauksesta, niiden téytyy olla reaalisia. Tami ehto
toteutuu kun vaaditaan, ettd operaattorit, jotka
yhdistetdsn fysikaalisiin havaintoihin ovat hermiittisi.
Schrodingerin yht3lon ratkaiseminen on usein vaikeaa
mutta kiyttamalla hyviksi Hamiltonin operaattorin
symmetriaa ongelman ratkaisu helpottuu. Hamiltonin
operaattori on symmetrinen operaatiossa R, jos

(157)

RH=HR=H=R'HR (158)

eli R ja H kommutoivat. Jos kaksi operaattoria kommutoi
on olemassa ainakin yksi kanta, missé funktiot 1), ovat
samanaikaisesti kummankin operaattorin
ominaisfunktioita.

Usein R on yksinkertaisempi operaattori kuin H. Kun nyt
otetaan kiyttoon kantajérjestelmé, jossa R on
diagonaalinen saadaan

(i| RH |j) = (i| HR|j) (159)
eli kayttamalla yksikkdoperaattoria
=7 |k)(k]
k
edelleen
D (I RIK)(k[H [j) = > (i H|k){k[ R|j).  (160)
k k
Kun R on diagonaalinen ((i| R |j) = R;;0;;) saadaan
edelleen
Ri(il H|j) = R;;(il Hj) (161)
(Rii — Ry;) (i H|j) = 0. (162)



Jos (i| ja |§) ovat degeneroitumattomia operaattorin R
ominaistiloja (R;; # Rjj), on silloin oltava
H;; = 0. (163)
Toisin sanoen H ei voi sekoittaa kahta symmetriatilaa
kesken#dn.
Esimerkiksi jos Hy ja Hi ovat pallosymmetrisié ja
Yt = Ru(r)Yy, 5 Hoyny = Entbny (164)
ja
Hppy = (Ho + Hi) Y = Bt Y

niin Schrodingerin yht4lon ratkaisua voidaan nyt etsid
kehitelmana

(165)

Zpnl = Z Cn ¢217 (166)
n
jolloin vain saman kulmaliikem&&rén tilat esiintyvét
kehitelmassd. Symmetrian huomioiminen yksinkertaistaa
siten ongelmaa huomattavasti: etsittiessi
ominaisfunktioita, jotka diagonalisoivat Hamiltonin
operaattorin, haku voidaan nyt tehda erikseen niiden
ominaisfunktioiden joukossa, jotka kuuluvat
symmetriaoperaattorin erilaisiin ominaisarvoihin, koska
H:n mikdsn ei-diagonaalinen matriisielementti ei sekoita
erilaisen symmetrian omaavia funktioita.
Matemaattisesti symmetriaa voidaan kuvata
transformaatioilla, joissa H siilyy invariantteina ja jotka
muodostavat ryhmén. Tavallisimpia symmetriaryhmis
ovat rotaatiot, permutaatiot, heijastukset tasossa,
pariteettitransformaatiot ja jne. Yleensd ndiden ryhmien
alkiot voidaan esittdd matriiseilla.

Ryhméteorian perusteet

Ryhmin perusaksioomat

Ryhmiiksi sanotaan alkiojoukkoa (elements)

G ={E,A, B,C,...}, jossa on miiritelty kertolasku (eli
ryhméitoimitus) siten, ettd kahteen annettuun alkioon
A ja B liittyy kolmas alkio C, joka kuuluu mydos joukkoon
G. Kertolaskulle on voimassa ryhméaksioomat

1. sulkeutuvuus (closure): AB = C,C € G
2. assosiatiivisyys: A(BC) = (AB)C = ABC

3. yksikkoalkio: on olemassa alkio E € G, siten etti
kaikille alkioille A on voimassa AE = EA=A

4. k#snteisalkio: A~1A = AA~1 = E.
Muutamia mairitelmii:

¢ Asrellinen ryhmi: alkioiden lukumiisirs on
adrellinen (h < 00).

e Adretén ryhmi: alkioden jono voi olla joko
numeroituva tai numeroitumaton (ns. Lie’n ryhmi).

e Abelin ryhmi: AB = BA kaikille ryhmin alkioille.

Ryhmin G kertaluku h on sen elementtien lukuméira.
Kertaluku A on positiivinen kokonaisluku #érellisille
ryhmille. Jos taas h on diretdn mutta numeroituva
(esimerkiksi kokonaislukujen ryhmi) niin kyseessd on
diskreetti déreton (infiniittinen) ryhmi. Esimerkki
ddrettOomésti ei-numeroituvasta ryhmaista on rotaatiot
tasossa mielivaltaisen kulman ¢ verran.

Esimerkkejid ryhmisti:

Esimerkki 1: Syklinen ryhmi , Cy = {1,4,—i,—1}
Alkiot ovat £ =1,A =14,B = —i,C = —1, kertolasku on
tavallinen kertolasku ja lissiksi ryhm# on Abelin ryhma.
Ryhmétaulu on:

Qe ==
DEQE-
QbW
B QQ

Qe

Kullakin vaaka- tai pystyrivilla kukin alkio esiintyy vain
kerran. Kééinteisalkiot ovat A~ = 1/i = —i = B,
Bl=1/(-i)=—-(-i)=4,C1t=1/(-1)=-1=Cja
nelit ovat A2=-1=C,B*=-1=CjaC?=1.
Esimerkki 2: Neliryhm# (Vierergruppe,
dihedraaliryhmi) muodostuu 2-ulotteisen (z, y)-tason
kierroista kulman 7 verran akseleiden y, x ja z-suhteen,
D,={E,A,B,C}.

Ryhmién alkiot ovat

Er r=(z,y) (167)
Ar = (-=z,y) (168)
Br = (z,—-y) (169)
Cr = (—=z,-y) =-r (170)

ja jokaisen transformaation neli6 on yksikkdalkio
A? = B? = C? = E. Ryhmén kertotaulu on

E A B (C
E E A B C(C
A A E (C B
B B C E A
c ¢ B A E

Huomaa, ettd ryhmét Cy ja Do eivit ole identtisié.
Esimerkki 3: Ortogonaaliset n x n-matriisit, ts.
n X n-matriisit A, joille on voimassa

01 --- 0
ATA=T= ,

muodostavat ryhmén. Geometrisesti ne voidaan tulkita
kierroiksi, esim. xy-tasossa:

—sin¢

cos ¢ ’

Nam4 alkiot muodostavat jatkuvan ryhméan matriisien
kertolaskun suhteen.

cos ¢

sin ¢ (171)

aw = (



Esimerkki 4: Kolmioryhmi matriiseille

(32) 4+ %)

(4 ) o=
—-1/2 —\/5/2)

V3/2  1)2
) I v

—V3/2 —1/2
Geometrisesti ryhmin alkiot esittdvit tasasivuisen
kolmion rotaatioita:

1 0
01

-1/2

1/2

e A, B ja C ovat kierrot symmetria-akselien A, B ja C
ympdri kulman 7 verran.

e D ja F ovat kierrot painopisteen O ympiri kulmien
27 /3 ja 47 /3 verran.

Symmetria-akselien A, B ja C yhtdlot muodostuvat

niiden pisteiden urasta, jotka eivit muutu
symmetriaoperaatiossa O, ts.

y y
y y

( —1/2 /3/2
V32 1)2
ratkaisuna on symmetria-akselin B yhtilo
y = V3z.
Vastaavasti saadaan symmetria-akselin A yhtilo
y=20
ja symmetria-akselin C' yht#lo
y = —V3z.

Kertotaulu saadaan joko geometrisilla tarkasteluilla tai
suorittamalla matriisikertolaskut

MO QW HE
QU
Qs x0Ohw
= EU QA
Hae QDT
D Qe

HOUQWeX

Huomaa, etti tissi ryhmissi operaatorien E, A, B, C
nelié on yksikkoalkio ja D? = F sekd F2 = D.

Lause 8 Ryhmdataulun kullokin vaoka- tai pystyrivilld
kukin alkio esiintyy kerran ja vain kerran.

Todistus: Olkoon ryhmiissia G = {E, A3, As,...,Ap} h
kappaletta alkioita, silloin my6s jonossa

ApE, ApAz, -+, A Ay (172)
on h kappaletta alkioita.

Viite 1: Kaikki jonon (172) alkiot ovat erillisii. Jos
tehddsn vastaoletus, ettd esiintyy kaksi samaa alkiota,
niin

ApA; = AgAp = Ay = A AAr = A (173)

Saadaan tulos, ettd ryhméssé olisi kaksi samaa alkiota
A; = A;, mikd on vastoin olettamusta. Siten kukin alkio
esiintyy vain kerran.

Viite 2: Kukin ryhmin alkio A, esiintyy rivilld kerran.
Koska

ApA, = A, €G (174)

ja indeksi s kiy lapi kaikki ryhman alkiot ja kaikki tulona
muodostetut alkiot A, ovat eri alkioita, niin indeksi r kiy
my6s lapi kaikki ryhmén alkiot.

Sykliset ryhmiit C),:
Jokaisella ryhmaéalkiolla X on olemassa jono

Cn={X, X% X3 ... X"! X"=F} (175)
joka on my6s ryhma. Talloin sanotaan, etti
1. n on alkion X kertaluku,

2. C, on syklinen aliryhmi.

Esimerkiksi kolmioryhmén Ss tapauksessa on A2 = E,
B2=E,C2=EjaD>=F, D3=FD=E eli

e operaattorit D, D? = F, D?® = E muodostavat
syklisen ryhman Cs,

o operaattorit A, A> = E muodostavat syklisen ryhmén
025

e operaattorit B, B> = FE muodostavat syklisen
ryhmén Cy,

e operaattorit C, C? = FE muodostavat syklisen ryhmén
Cs.

Vastaavasti ryhmi C (esimerkissi 1) on syklinen ryhm,
koska A? = C,A® = AC = B,A*'=AB=E.

Oikean- ja vasemmapuoleiset sivujoukot

Olkoon S = {E,S,,S3,---,8,} (kertaluku g) ryhman G
(kertaluku h) aliryhmi S C G ja olkoon X jokin G:n
alkio, joka ei kuulu aliryhm&sn S. Silloin maéritellian

e XS on vasemmanpuoleinen sivujoukko
XS={X,XSs,---,XS,},

e SX on oikeanpuoleinen sivujoukko
SX ={X,8X,---,5,X}.

Lause 9 Oikean- ja vasemmanpuoleiset sivujoukot XS ja
SX eivit sisilli samoja alkioita kwin aliryhmd S.



Todistus: Tehdiin vastaoletus

SiX=S€S=>X=5"9 €5, (176)

mik# on vastoin oikeanpuoleisen sivujoukon mésritelmas
(X el ole G:n alkio).

Lause 10 (”Rearrangement theorem”) Jos kahdella
stivujoukolla SX ja SY on yhteinen alkio, niin ne ovat
identtiset.

Todistus: Oletetaan, ettd

S X = 8V (177)

ja viitetdin, ettd SX = SY.
T&ll6in

Sk X=8Y=57"S,=YX'=YX'eS (1MW)

Alkio Y X! on siis jokin ryhmiin S alkio. Symbolisessa
muodossa kirjoitettuna saadaan: SY X1 = S eli

SY = SX.

Lause 11 (Lagrangen teoreema) Ryhmin G
kertaluvun h tiytyy olla jaollinen aliryhmdn S
kertaluvulla g siten, ettd | = h/g on kokonaisluku. Silloin
sanotaan, ettd luku l on S:n indeksi G:ssd.

Todistus: Jokainen G:n h:sta alkiosta esiintyy joko S:ssi
tai jossakin sen sivujoukoista SX;, missi alkio X; ei
kuulu aliryhméa#n S. Saamme silloin

{S,5X5,5X3,---,8X,} =G (179)

missd kussakin sivujoukossa on g alkiota ja sivujoukkoja
on [ kappaletta. Nyt edellisen lauseen mukaan mikizin
niistd joukoista ei sisélld samaa alkiota, joten I x g = h.

Konjugaattialkiot ja luokat
Miédritelmi 4 (konjugaattialkiot) Alkiot A ja B ovat
toistensa konjugaattialkioita, jos AX € G siten, ettd

B=XAX"'tsi A= X"'BX (180)

Miédritelmi 5 (luokka) Konjugaattialkiot muodostavat
luokan (kun X kéy lipi kaikki alkiot). Toisin sanocen G:n
osajoukko, joka sisdltid kaikki A:n konjugaattialkiot, on
A:n luokka G :ssd.

Lause 12 Jos B ja C ovat A:n konjugaattialkioita, niin
ne ovat myds konjugaattialkioita keskenddn.

Todistus:

C = YAY!'=v(X'BX)Yy™!

YX 'BXY '=¥X H)Byx H L
Nyt Z = Y X! on myos ryhmin alkio, joten
C=27BZ1.
Maiégritelma 6 (jalki) Neliomatriisin jilki (trace) on
sen diagonaalielementtien summa:

tr(A) = > Ag. (181)
k

Lause 13

tr(AB) = tr(BA). (182)

Todistus:

tr(AB)

> (AB)yk = > Aw Bu

k k,l

Z ZB”“ Akl = Z(BA)” = tI‘(BA)
k

1 1

Lause 14 Matriisien muodostamassa ryhmdssd samaan
luokkaan kuuluvilla matriiseilla on sama jilki.

Todistus:

tr(B) = tr(XAX 1) = tr(X ' X A) = tr(A). (183)

Esimerkiksi kolmioryhméssi saadaan kolme luokkaa,
joiden jaljet ovat 2,0, —1:

e E, jilki = 2,
e A,B,C, jilki =0,
e F,D, jilki = —1.

Fysikaalisesti tdmé tarkoittaa sité, ettd kierrot akselien
A,B, ja C ympiri kuuluvat samaan luokkaan, samoin D
ja F'. Yleisestikin kierrot saman kulman verran kuuluvat
samaan luokkaan.

Permutaatioryhmissd samaan luokkaan kuuluvat ne
alkiot, joilla on sama syklirakenne.

Invariantit aliryhmit ja faktoriryhmét

Maiairitelma 7 Olkoon S G:n aliryhmd, S C G. Jos S
koostuu taydellisistd luokista, sanotaan S:dd invariantiksi
aliryhmdksi eli normaalijokajaksi. Nyt

G:{E,SQ,S:;,...,Sg,Xl,XQ,...,Xn} (184)

missi g +n = h. Toisaalta ryhmdin kertaluku h on
jaollinen g:lli elil = h/g, jotenn/g=1—1.

Sanonnalla S koostuu tdydellisista luokista tarkoitetaan
seuraavaa: jos A € S niin kaikki alkiot X; ' AX; kuuluvat
aliryhmésn S. Yleisesti merkitéisin silloin X 1SX = §.
Esimerkiksi kolmioryhmille S3 on:

e aliryhmit ovat {A, E}, {B,E}, {C,E}, {D,F,E}
e luokat ovat {E}, {4,B,C}, {D,F}
e Invariantti aliryhm on silloin {D, F, E}.

Lause 15 Invariantilla aliryhmdlld ovat oikean- ja
vasemmanpuoleiset sivujoukot identtiset.

Todistus: Invariantille aliryhmélle on

Xz_lst, =5 = X;S; = S, X; (185)

eli X71SX =9 = SX = X8S.

Maisritelmi 8 (Faktoriryhmi) Kompleksit

S, X185, X3S, -+ muodostavat ryhmdin F, jonka kertaluku
onl=h/g, kun S on G:n invariantti aliryhm.
Ryhmdtoimitus on kertolasku.

Todistus:



1. Ryhmaétoimitus
(X:9)(X;8) = SX,X;S=8X;S

S2X, =8X, =X,S€eF

2. Liitdnniisyys

(X:9)(X;S)(X1S) = ((Xi9))(X;S*Xy)
= X;SX;SXy = X;S?X; Xy = SX; X; X.

3. Yksikkoalkio

S(X;S8) = X;8% = X;S (186)
eli

E=S&8%=5. (187)
4. Kainteisalkio

(X:S)t=8"'X'=SX;'=SX, e F. (188)

Homomorfia ja isomorfia

Kaksi ryhmis G = {E, A, B,C,...} ja

G' ={E' A", B',(C', ...} ovat isomorfisia, jos niiden
vilillg vallitsee kdsntden yksikésitteinen vastaavuus

G & @', joka siilyttdd ryhmétoimituksen, ts. jos AB = C
jaA— A", B— B'sekd C — (' niin A'B' = (' ja
painvastoin. Jos vastavuus on vain yhteen suuntaan
puhutaan homomorfiasta.

Adrettdmien ryhmien tapauksessa my®s aliryhmi voi olla
isomorfinen alkuperidisen ryhmén kanssa.

Esimerkki 1: Permutaatioryhmé S3 ja kolmioryhm#
ovat isomorfisia, samoin suorakulmion symmetriaryhmi
ja vierergruppe ovat isomorfisia (harjoitustehtéiva).
Esimerkki 2: Ryhmit G ja G' ovat homomorfisia jos
niiden alkioiden vililld on vastaavuus

G G (189)
A o« AL ALALL L (190)
B « B! B, B,... (191)
C « Cl,C,C, ... (192)

Liséksi vaaditaan ettd jos A;B; = C} niin my6s AB =C
kaikille pareille ¢ ja j.

Esimerkki 3: Ryhmén ja sen faktoriryhmén vililla on
homomorfia

S, X1S, X.S5, ---, X;1S =F
T 7 B | (193)
S: X17 X27 Ty Xi-1 =G.

Merkinti X; tarkoittaa kaikkia sivujoukon X;S alkioita.

Luokkakertolasku
Lause 16 Jos ryhmdan G alkioiden joukko S toteuttaa
ehdon

X 18X =S kaikille X € G, (194)

nin se sisdltdd vain tdysid luokkia ja kddntden.

Todistus: Jaetaan S tiysiin luokkiin Sj, Sa, ...
(SinS; =0, kun ¢ # j) ja jasnnokseen R (RN S; = 0).
Koska X 1SX = S kaikille luokan G alkioille X, saadaan

X 1sx =8>

X718 XU---UXI§ X UXIRX =
SiU---US,UX 'RX =
SiU---USLUR

eli X"'RX = R ja R on téysi luokka (tai tyhji).
Kiaintiden: Oletetaan ettd

S=5USU...US,

muodostuu téysistd luokista ja viitetddn ettd silloin on
X 18X = §. Tamai on helppo osoittaa koska

X18X =
X 19 XUX 18X U...UXT15.X =
S1USyU...US,=8.

Sovelletaan lausetta kahden luokan tuloon

SiS;=X"'S; X X718, X =X"15,5;X. (195)
Silloin yll& esitetyn lauseen mukaan S;S; siséltéd téydet
luokat, mikd voidaan ilmaista kirjoittamalla

SiSj = ZCU’“S’“ =CinS1+ -+ CijiSi (196)
k

missé kokonaisluku Cjj;, ilmoittaa, montako kertaa téysi
luokka S, esiintyy tulossa S;S;. Esitysteorian kannalta on
tarkedd tietdd kuinka monta kertaa kukin luokka esiintyy.
Esimerkki:

Kolmioryhmissid D3 = {E, A, B,C, D, F'} luokat ovat

S1 ={E}, S2 = {A,B,C}, Ss = {D, F}. Suorittamalla
kertolaskut saadaan

S3 = (A+B+C)A+B+0)
= E+E+E+D+F+F+D+D+F
= 351 +385;

ja vastaavasti S7 = S3 + 251 sekd Sy S3 = 29.

Tavallisimmat ryhmit

1. kertalukua h =1 oleva ryhméi: ainoa mahdollinen
ryhmi on G = {E}.

2. kertalukua h = 2 oleva ryhmé: ainoa mahdollinen
ryhmé on toisen kertaluvun syklinen ryhmé

02 = {A,A2 = E}

3. kertalukua h = 3 oleva ryhmé: syklinen ryhmé
Cs={A, A% A3 =E}

4. kertalukua h = 4 olevat ryhmiit:

e gyklinen ryhmi Cy
e vierergruppe D,

5. ryhmét joiden kertaluku A on alkuluku
(h=1,2,3,5,7,11,13,-- -) ovat kaikki syklisii, koska



muussa tapauksessa olisi olemassa alkio, jonka periodi
olisi pienempi kuin A ja joka muodostaisi aliryhméin.

6. permutaatioryhmit S, (ns. symmetrinen ryhmi): n:n
objektin permutaatiot, joita on h = n! kappaletta
muodostavat ryhmé&n. Kukin permutaatio voidaan esittda

symbolilla
A:( b2 > (197)
71 Q2 - O
Voimme ajatella, ettd ylarivilla on lueteltu numeroidut
laatikot 1,2, ..., n ja alarivilld ilmoitetaan laatikko, johon

ylarivin ilmoittamassa laatikossa ollut pallo pannaan.
Usein ylarivi jatetdin myos kirjoittamatta
A= (a1 (198)

Qa9 an)

Pystyriveji voidaan permutoida mielivaltaisesti, ilman
ettd symbolin informaatiosisidlté muuttuu. Kainteisalkio

on
_ o1 Q2 “en Qp
A= ( 1 2 -+ n ) )
Esimerkki: Esimerkking kisittelemme tarkemmin

permutaatioryhmi S3 joka on isomorfinen kolmion
symmetriaryhmén kanssa. Ryhmén S3 alkiot ovat

(199)

12 3 12 3
E‘(123>‘4_<213)
12 3 12 3
B_(132)C—(321)
12 3 123
D‘(231>F_(312>

Kertolasku saadaan suoritettua helpoimmin jirjestelmalls
ensimmaéisen symbolin ylérivi ja toisen alarivi samaan
jarjestykseen; esimerkiksi

1 3 2 1 2
2 31 1 3

Huom. Symmetriaryhmien yhteydessi on joskus tapana
midritells operaatiojirjestys vasemmalta oikealle, ts.
operaatio AB tarkoittaa, ettd ensin tehdiin permutaatio
A ja sitten permutaatio B. T#lloin kertolasku kannattaa,
tehd4 siten, ettd ensimmaéisen symbolin alarivi ja toisen
yléarivi pannaan samaan jirjestykseen.

Voimme muodostaa nyt ryhmin S3 kertotaulun:

QQQw»= =
QU &
Qe HEHUOWW
= EU QA
Hoe QO
Smmme Qb

HUQEeX

Ryhmien esitysteoria

Ryhmien esitykset

Ryhmin G esitykselld T" tarkoitetaan matriisien
muodostamaa ryhmé#, joka on homomorfinen ryhmin G
kanssa. Esityksen dimensioluku on matriisien dimensio n
ja matriisit voidaan valita unitaarisiksi. Ryhmédaksioomat
ovat voimassa myds esitysmatriisien ryhmélle:

Ryhmi G Esitys T’

AB T'(AB) =T(A) I'(B)

A(BC)=(AB)C T(4) (I'(B) I'(C))
— (T(4) T(B)) T{C)

E I

A1A=F TAYHYT(A) =1

= (A7) = [F(4)]!
Matriisit ovat ei-singulaarisia, toisin sanoen niiden
determinantit eivét ole nollia, koska kifnteismatriisin
T'~! on oltava olemassa. Yksikkdmatriisia merkitsisn
kirjaimella I.
Jos relaatio G — T on isomorfinen kutsutaan esitysti
todelliseksi esitykseksi (faithull). Tissé tapauksessa kaikki
esityksen matriisit ovat erilaisia.
Usein kuitenkin monta alkiota kuvautuu samaksi
matriisiksi, jolloin kuvaus on homomorfinen.
Lause 17 FEsityksen T yksikkdomatriisiksi kuvautuvat
elementit muodostavat invariantin aliryhmdn. Vastaavasti
kaikki samaksi matriisksi kuvautuvat elementit
muodostavat sivujoukon.
Todistus: Olkoon S C G joukko, jonka alkiot kuvautuvat
yksikkomatriisiksi, ts.

I(S)=1 & S;€S.

Aivan ilmeisesti joukon S alkiot ovat assosiatiivisia
ryhmé&operaation suhteen. Jos nyt S;, S; € S, niin
['(S:S;) = L(S)T(S;) =1,

eli 5;9; € S. Koska I' on ryhmén G esitys, tdytyy olla
['(E) =1, joten E € S. Edelleen, olkoon S; joukon S
mielivaltainen alkio. Nyt S; ' € G (G on ryhmi), joten

L(S;71S:) = T(S;HT(S) =T(S;)

K3 2
= I(E) =1,

ja myoskin S;” 1 € 8. Joukko S on siten ryhmi.
Olkoon nyt X € G mielivaltainen. Talloin

N(X'S:X) = I(X HI(S)T(X)

= I'(X)'ImX)=1

aina kun S; € S. Nihdisin siis, ettd X 1SX = S eli S on
invariantti aliryhma.
Olkoon nyt X € G sellainen, ettd I'(X) = C # I. Tillsin
sivujoukon X S kaikki alkiot kuvautuvat myds matriisiksi
C, silld

I(XS;) = D(X)[(S;) = [(X) = C.
Olkoon nyt T'(Y) = C, jolloin

NX'Y)=T(X)"'I'(Y)=C"'C=1,

eli X~V € S tai Y € XS, eli jokainen samaksi
matriisiksi kuvautuva alkio kuuluu samaan sivujoukkoon.



Lause 18 Fi-todellinen esitys kuvaa jonkin invariantin
aliryhmdn kaikki alkiot yksikkomatriisiksi.

Todistus: (Harjoitustehtiivi)

Lause 19 FEsityksen T' matriisit muodostavat todellisen
esityksen faktoriryhmdlle

S, X1S,  XoS, -, X;4S
1 1 1 0 (200)
I, T(Xy), T'(X2), ---, T(X;—1)

Todistus: Tulos I'(S) = I on selvd edellisen lauseen
perusteella. Jos Sy, on aliryhméin S mielivaltainen alkio on

[(X18k) = D(X1)T(S) =T(X1) I =T(Xy).  (201)

Lause 20 (Ekvivalenssi) Jos matriisiryhmd T'
muodostaa n-dimensioisen esityksen ja C on
ei-singulaarinen n X n-matriisi, muodostavat myos
matriisit I’ = C71T'C G:n n-dimensioisen esityksen, joka
on ekvivalentti T':n kanssa.
Todistus: Oletetaan, etti

r(A)I'(B) =T(AB) (202)
Silloin on

I'(AB) = C~'T(AB)C

eli I'(A)T'(B) =T (4B).

Siten kannan muutos esitysavaruudessa johtaa vain
triviaalisti erilaiseen esitykseen.

Kannan vaihto esitysavaruudesssa tapahtuu operaattorilla

C

z = Cuy

¥ = Cy.
Esitysmatriisi I' tekee transformaation

FA)z=z, (203)
jolloin uudeksi ekvivalentiksi esitysmatriisiksi saadaan

FrACy = z=Cy
=> (CT'TA)C) y=y.

Saamme siis similariteettimuunnoksella

C™'T(A) C =T'(A)

esitysmatriisin muunnetussa kannassa y, silld muunnosta
T'(A) vastaava muunnos tapahtuu sielld muunnoksella

I'A)y=y"
Kannan vaihto johtaa siis triviaalisti erilaiseen esitykseen.

Redusoituvat ja redusoitumattomat esitykset
On mahdollista, ettd n x n-esitysmatriisit sailyttavit
alempiulotteisia aliavaruuksia:

e on olemasaa ni- ja ne-ulotteiset aliavaruudet L; ja
L siten, ettd n =ny + ny jan; > 0,

e kirjoitetaan mielivaltainen esitysavaruuden vektori x
superpositiona

T =121+ 22, T; € L,

o jokaiselle esitysmatriisille I'(A) on voimassa

Tallsin sanotaan esityksen I' olevan redusoituva.
Jos esitysmatriisi on vietévissd lohkomuotoon, ts.

(3 1)

@
niin esitys on aivan ilmeisesti redusoituva. K&antden,
redusoituvia esityksid on helppo konstruoida, sill4
Lause 21 Olkoot TD ja T®) kaksi esitystd, joiden
dimensiot ovat ny ja no. Silloin matriisit

@ (0)
r= (o @) (204)
muodostavat ny + na-dimensioisen esityksen.
Todistus: Oletetaan, etti
rM4B) = 1MW) T(B) (205)
r'?(AB) r®4) r®(B). (206)

Silloin saamme

T(A)T(B) =
(T o) (e o)
© Te) © Te(B)
eli
_(TO@re®m ()
reorm = (G e )

joten I'(AB) =T'(A)['(B).
Esitys on siten redusoitavissa ja voidaan kirjoittaa
suorana summana,

r=r®PHre. (207)
Jos matriiseihin " kohdistetaan ekvivalenssimuunnos C,
ei redusoituvuutta ole yleensd helppo ndhdi, mutta
esimerkiksi
Lause 22 Olkoon T’ ryhmdn G esitys. Jos on olemassa
indeksit p ja v siten, ettd I'(R),, = 0 kaikille R € G, niin
esitys on redusoituva.
Todistus: Olkoon e vektori, jonka komponentit ovat
er = 0x, ja olkoon L. vektoreiden T'(R)e virittdmé
lineaarinen avaruus, ts.

L. = span{I'(R)e|R € G}.



On helppo nihdi (harjoitustehtévi), ettd avaruuden L,
dimensio on pienempi kuin esitysavaruuden dimensio ja
ettd L. siilyy esityksessid I.

Edellisen perusteella jokainen esitys voidaan kirjoittaa
muotoon

@

@
F(2) = an F(k),
k

T®

(208)
missd ny, ilmoittaa kuinka monta kertaa kukin
redusoitumaton esitys esiintyy. Nidhd#éin, ettd mitks
hyvénsd dimensioluvut eivét ole mahdollisia esityksille.
Hyvin usein kvanttimekaniikassa tasojen degeneraatiot
ovat samat kuin redusoitumattomien esitysten
dimensioluvut.

Kvanttimekaniikassa esitysavaruus on Hilbertin avaruus,
jossa symmetriaryhmén on jitettava skalaaritulot
invarianteiksi:

(ly )= (alU" Uly) = (aly ). (209)

Siten symmetriaryhmén esitysmatriiseilla on oltava
unitaarisuusominaisuus Ut U = I ja ryhmi G on voitava
esittdd kvanttimekaniikassa unitaarisilla esityksill4.
Todistetaan seuraavaksi, etté jokainen #irellisen ryhmin
G esitys voidaan transformoida similaarisuusmuunnoksilla
unitaariseksi esitykseksi.

Lause 23 (unitaariset esitykset) Jokainen
matriisiesitys, jonka matriisien determinantti det(T';) # 0,
on ekvivalentti unitaarisen matriisiesityksen kanssa.
Todistus: Merkitdén alkioon A; liittyvid matriisia myos
A;:1lla. Osoitamme, ettd on olemassa unitaarinen
matriisiryhmi, joka on ekvivalentti matriisiryhmiin A;
kanssa, kun det(A;) # 0.

1. Muodostetaan Hermiten matriisi H = Ht

h
H=Y" A4; A, (210)
i=1

missd summa on ryhmén kaikkien alkioiden yli.
2. Jokainen Hermiten matriisi voidaan diagonalisoida
unitaarisella muunnoksella, joka on muodostettu
sekulaariyht#lon ratkaisuina 16ytyvistd ortonormitetuista
ominaisvektoreista. Diagonalisoidaan H nyt unitaarisella
muunnoksella U:

d = U'HU=) (U 4U) U AU

i

S 44t

3. Lasketaan seuraavaksi positiivisesta
diagonaalimatriisista d matriisit d*/? ja d—1/2. Matriisin d
alkiot ovat ei-negatiivisia ja reaalisia, koska

dNN = Z A; (pv)
i,v

"t
Ai (v

DAL ) At fuw)

- Z‘A;(M ‘220.

Jos nyt olisi d,, = 0, téytyisi olla A} () =0, Vijav,
jolloin olisi det A} = det A; = 0, Vi. Téytyy siis olla
dyuy > 0. d¥'/2 on diagonaalimatriisi, jonka alkiot ovat
(dyu)**/?. Edelleen, koska diagonaalimatriisit
kommutoivat (todistus harjoitustehtivini) saadaan
yhtalo

I = d'd=d"'?dd'/?
A2 N A A a2, (211)
4. Madritellddn uusi esitys
Al = d7? 4 (212)
At d? At d, (213)

Silloin matriisit A} muodostavat alkuperiisen esityksen
kanssa ekvivalentin esityksen
A{il d—1/2 U—l 14Z U d1/2

(U dl/z)f1 A (U d1/2).

5. Todistetaan lopuksi, ettd matriisi A} on unitaarinen,
toisin sanoen A7 ~! = AY . Matriisien tulo voidaan
kirjoittaa muotoon

/Y
Aj Aj =

x [d—lﬂ Soap At a2 ]

AL,

d71/2 A’j d1/2

koska hakasuluissa oleva lauseke on yksikk6matriisi
yhtilon (211) mukaan. Sieventdmilld lauseketta saadaan

1t —1/2 TA A A g-1)2
A Aj a2y A A AT ATaY

= 123 (4)4) <A'J-A;)fd’1/2

= d'? (Z AkA,j> d-1/?
k
= dY?dd'? =1,

koska ryhmékertolaskussa AIJ-A;. = A, summausindeksi k
kéy lapi kdy arvot 1,..., h samalla tavoin kuin
summausindeksi 4.

Schurin lemma

Lause 24 (Schurin lemma) Ainoa matriisi M, joka
kommutoi redusoitumattoman esityksen kaikkien
matriisien kanssa, on vakio kertaa yksikkématriisi. Jos
ei-vakio, kommutoiva matriisi on olemassa, on esitys
silloin redusoituva.



Todistus: Edellisen lauseen perusteella tarkastelu
voidaan rajoittaa unitaarisiin esitysmatriiseihin A4;.
Olkoon M kommutoiva matriisi

AM=M4; , i=1,...,h (214)

Koska esitysmatriisit ovat unitaarisia saadaan edelleen
seuraavat ehdot

MmtAl = Almt
MtA? A7t Mt
AMY = MtA;, (215)

joten myds Mt kommutoi kaikkien ryhmén matriisien
kanssa.

Tamin perusteella voidaan muodostaa hermiittiset
matriisit

M+ Mt

i(M — M),

H =

Hy, = (216)

jotka my6s kommutoivat ryhmén esitysmatriisien kanssa.
Osoitetaan ensin, ettd kommutoiva hermiittinen matriisi
on vakio kertaa yksikkdmatriisi, jolloin myds
M = $(H;y — iH,) on vakio kertaa yksikkdmatriisi.
Olkoon H mielivaltainen kommutoiva hermiittinen
matriisi. Diagonalisoidaan H unitaarisella muunnoksella
U

d=U 'HU.

Lisdksi meilld on transformaatiot

(217)

A, = UTTAU
= Aid = d4;,
koska,
Ad = U 'AUU'HU

= U 'A,HU=U'HAU

UTHUU AU = dA; . (218)

Saamme silloin matriisin alkiolle pyv ehdon
(), = (44),,
S () = San(8),.

Koska d on diagonaalinen matriisi, summaus yli indeksin
k antaa tulokseksi

(219)

(4),, e = s (),

= (Alz) (duu - dﬂ”) = 0. (220)
1722

Todistetaan lopuksi, ettd mikili d ei ole vakiomatriisi, on

esityksen oltava redusoituva.

1. Jos d ei ole vakio kertaa yksikkOmatriisi, niin
du, v, p # v siten, ettd d,, # d,, Edellisen

perusteella on silloin (A;) = 0 kaikilla ¢:n arvoilla
pv

ja matriisi A on siten redusoituva esitysmatriisi.

2. Jos A on redusoitumaton esitysmatriisi, on silloin
vilttdmatts oltava d,, = dy, (1 # v) eli d on vakio
kertaa yksikkomatriisi, d = cI.

Lause 25 Olkoot T (A) ja T®)(A) kaksi saman ryhmin
redusoitumatonta esitystd, joiden dimensiot ovat l; ja lo.
Jos on olemassa suorakulmainen matriisi M (dimensio
Iy x 1y) siten, ettd

MTW(4;) = TP (4)M, (221)
nn
1. jos ly = l2, niin joko M = 0 tai esitykset ovat
ekvivalentteja ja
2. josly #ls, niin M = 0.
Todistus: Edellisten lauseiden perustella esitykset
voidaan olettaa unitaarisiksi, jolloin ehto (221) voidaan
kirjoittaa muotoon

[F(l)(A,»)]_lMT = Mt [r@)(Az-)]_1 (222)
IO Mt = MIT® (A, (223)

eli
rM4,) Mt = M) (4;). (224)

Kerrotaan yht#ls (221) puolittain M1:la ja yht#ls (224)
puolittain M:lla, jolloin saadaan

MTW A MY = T UA) MMt
MMIT® (4;). (225)
Nihdasn, ettd M M1 on Iy x Iy nelidmtariisi, joka
kommutoi kaikkien esityksen I'?)- matriisien kanssa.
Silloin Schurin lemman mukaan on

MM =l (226)

1. Olkoon Iy = lo. T&llgin det(MtM) = clt = |det(M)|%.
Jos edelleen ¢ # 0, niin matriisin M kiinteismatriisi on
olemassa ja

rM(4;) = M~'T®)(4;) M. (227)
Siten esitys I'?) on ekvivalentti esityksen I'") kanssa,
koska se saadaan similaarisuusmuunnoksella matriisista
r®.
Jos taas ¢ = 0, niin MM = 0. Nyt

(MM =3 MM, =" MMy, (228)
A A

joten

> IMuAP =0. (229)

A

Silloin kaikkien M, =0, eli M = 0.
2. Tapauksessa l; # Iy voidaan valita yleisyytti
rikkomatta l; < lo. Tdydennetdédn (I x I4)-matriisi M
neliomatriisiksi N lisddamalls I, — [, saraketta nollia.
Tallsin on NNt = MM* ja

NN'T®(4;) =T7®(4;)NNT, (230)



jolloin Schurin lemman mukaan on NNt = ¢I. Koska

det(N) = 0, saadaan silloin
det(MM") = ¢2 =det(NNT) =0
=c = 0. (231)

Kun ¢ =0, niin MMt = NNt = ¢I = 0. Kuten edellisessi
kohdassa osoitettiin, niin téstéd seuraa, ettd myos M = 0.

Suuri ortogonaalisuusteoreema

Lause 26 (Suuri ortogonaalisuusteoreema) Olkoot
@, §=1,2, kaksi ei-ekvivalenttia ryhmin G
redusoitumatonta unitaarista esitystd. Silloin on

S IER)TTYNR) =

h
;517‘ Opadvs
R 1

(232)

missa summausindeksi R kay ldpi ryhmdan

G ={E, Ay, -, A} alkiot ja l; on esityksen T(9)
dimensio.

Todistus: Olkoon X toistaiseksi mielivaltainen
{9 x li-matriisi. Konstruoidaan l» x [;-matriisi M
seuraavasti:

M=) "T®(R) X TO(R™). (233)
R
Voimme nyt todistaa, ettd M toteuttaa ehdon
MTWM(A) =T (A)M; i=1,... h (234)

Olkoon S mielivaltainen ryhmén alkio. Tallsin alkio
T = RS kiy lépi kaikki ryhmén alkiot alkion R kiydessi
ryhmén l&pi. Saadaan

r® (S)M =
= Z r®(s

r<1>(s Hrs)
= Zr@) (SR)XTW ((SR)~HTM(S)

- Z r@)(T

Koska esitykset T'!) ja T eivit ole ekvivalentteja, on
edellisen lauseen perusteella M = 0. Toisin sanoen

=33 rl®

R ki

T(RYXTM(R™Y)

TYXTO(T-1) T (S) = MTW)(S).

Xl (R =0. (235)

Valitaan Xy = dgdi €li X, =1 ja X3 = 0 muulloin.
Saamme siten ehdon

Z 1'*(2)

JTON(R™Y) =0 (236)

eli

ZIF“’ PTS)(R) =0,
koska TUL (R~1) = T0) (R)t = T (R)*. T4llsin on saatu
todistetuksi, etti jos ¢ # 7, niin edelld oleva summa on
nolla.

(237)

Seuraavaksi tarkastellaan tapausta ¢ = j = 1. Samoin
kuin edelld ndhdéin, ettd matriisi

M= Zr“

kommutoi kaikkien esitysmatriisien kanssa. Schurin
lemman perusteella M = cI, eli

YXTM(R™Y)

B = ZZI‘ R XuT) (R (238)
Valitaan tilld kertaa
Xkt = Ok 0p0 (239)
ja merkitddn kutakin indeksiparia (v,v') vastaavaa
vakiota ¢ kuten ¢ = ¢,,. Téll6in
Cov O = ZF“) R (RY). (240)

Asetetaan nyt p = p' ja summataan yli indeksin pu, jolloin
saadaan

ZZF(I) (1) Zr(l)
= hrﬁ”( = Wy = ch,5 i = Cowly
eli
Cyy! = _61/11'- (241)
Iy
Saamme n#in lopputulokseksi
W (RO (R < 1
DT (R T (R) = AL (242)
7 1
m. o. t.
Karakterit

Seuraavassa pyritddn kiyttdméain hyvaksi invariansseja
ts. suureita, jotka ovat samoja ekvivalenteille esityksille.
Yksinkertaisin invariantti on esitysmatriisin jalki. Olkoon
T (Ag),k =1,2,...,h ryhmén G [;- dimensioinen esitys.
Jokaiseen ryhmén alkioon liittyy karakteri

lj
> THa(A).

p=1

YD (4;) = TiT@ (4;) = (243)

Aikaisemman perusteella samaan luokkaan kuuluvien
esitysmatriisien karakterit ovat samat

T(A) = T(4;'AA)

[C(Aw)] 7' T(4,

)T (Ax);

t=1,2,...

eli

x(Ar) = x(4s)- (244)



Ensimmaiinen ortogonaalisuusrelaatio ja sen
geometrinen tulkinta
Lihtem4lla suuresta ortogonaalisuusteoreemasta

Z[pm

ja asettamalla v = p sekd o = § ja summaamalla sen
jilkeen yli indeksien p ja «, saamme
ortogonaalisuusehdon

Z Z Z[r@ 5” Z Z Suadue (246)
eli karakterit toteuttavat ortogonaalisuusrelaation
> (R
R

Suuri ortogonaaliteoreema voidaan kuvata
ryhmaalkioavaruudessa vektorien

I = (19(B), 79 (42), . .. .7 (Aw)}-

ortogonaalisuusrelaationa. Silloin h-ulotteisen
vektoriavaruuden akselit ovat {E, A,, ..., Ap} ja vektorit
indeksoidaan esitysindeksills (7) ja esitysmatriisien 'y
vaaka- ja pystyrivi-indekseilld « ja 8. Kaikki nami
vektorit ovat keskendin ortogonaalisia h-ulotteisessa
avaruudessa.

Koska [;-dimensioisella matriisilla T() on [? elementtis,
niiiden ortogonaalisten vektorien lukuméérd on 3 12,
missd summaus on yli kaikkien eri esitysten. Koska
h-ulotteisessa avaruudessa voi olla korkeintaan h
kappaletta keskendin ortogonaalista vektoria, on oltava
> 12 < h. Mybhemmin osoitetaan, etti

I

Samalla tavoin karakterit muodostavat vektorit
h-ulotteisessa alkioavaruudessa, jolloin vektorien
komponentit ovat

X9 = {x(B),x X (An)}.

Talloin eri esityksiin kuuluvat vektorit ovat ortogonaalisia
> (R
R

Merkitdin luokkia C} ja niiden vastaavia karaktereja

X9 (Ck). Samaan luokkaan kuuluvien alkioiden karakterit
ovat samat, joten termit voidaan ryhmittai luokittain.
Jos Ny, on ns. luokkaluku, joka ilmoittaa montako alkiota
kuhunkin luokkaan kuuluu, voidaan ortogonaalisuusehto
kirjoittaa muotoon

S (@I XD (Co) N = héy,
k

WTINR) = -8ij0uadus (245)

I

X9 (R) = hdy;.

(247)

(248)

(249)

D (4,),..., (250)

(251)

(252)

missd summaus kulkee nyt luokkien yli. Tulos osoittaa,
ettd eri redusoitumattomattomien esitysten karakterit

muodostavat ortogonaalisen vektorisysteemin
luokka-avaruudessa. Luokka- avaruuden dimensio on NV
(luokkien lukuméird), jolloin redusoitumattomia esityksid
voi olla korkeintaan N kappaletta. Voidaan todistaa, etta
redusoitumattomia esityksid on itseasiassa tdsmailleen
yhté paljon kuin ryhméssé luokkia.

Esimerkki: Kolmioryhmén S3 tai D3
redusoitumattomien esityksien lukumé&iré on siten kolme,
koska ryhmissi on kolme luokkaa {E}, {A, B,C?} ja

{D, F}. Jos esitysten dimensiot ovat I, l5 ja l3, on
voimassa ehto

B+105+12=6. (253)

Tami on mahdollista vain kun Iy =1, =1 jal3 = 2.
Esitykset ovat

1. 1-d: E,A,B,C,D,F — 1
2. 1-d: 2-d esityksen determinatit
3. 2-d: aikaisempi 2-dimensioinen matriisiesitys.

Jokainen esitys, jonka dimensio on kuusi tai suurempi
voidaan redusoida suoraksi summaksi naistd kolmesta
esityksest.

Esitysten redusointi karakterien avulla

Olkoon T) ryhmiin G = {A4,..., A} esitys, joka on
redusoitumaton. Huomaa, etti seuraavassa
redusoitumattomille esityksille kiiytetéin merkintés T'(#)
ja redusoituville esityksille ei kiytetd yldindeksid u.
Mielivaltainen esitys voidaan nyt kehittds suoraksi
summaksi redusoitumattomien esitysten avulla

4;) =) a, I (4))

missi vakio a, ilmoittaa kuinka monta kertaa esitys )
esiintyy esityksessd I'. Suoran summan jljelle on silloin
voimassa yhtilo

x(Ci) = Tr[I'(

(254)

(255)

Ci)l = ax™(C)

kun alkio A; kuuluu luokkaan C;.

Kun kerrotaan yhtils tekijilla x ) (Cy )Ny ja summataan
luokkaindeksin yli, niin saadaan ensimméisen
ortogonaalisuuslauseen perusteella

3 I (C)] X(Cr) N
k

= ZZ[X(#)(Ck)]*aux(”)(ck)]vk
v ok

Z ayhéy, = hay,

toisen sanoen

w =3 NP COIXC).  (256)
k

Tam3 pelkistidn karaktereista riippuva lauseke osoittaa,
kuinka monta kertaa I'* esiintyy esityksessé I'. Karakterit



riittdvit esityksen spesifiointiin, silld jos kahdella
esitykselld on samat karakterit, kertoimet a, ovat yo.
yhtélén mukaan samat molemmissa esityksissi ja
esitykset niin ollen ekvivalentteja.

Sddnnéllinen esitys
Maiéritelmé 9 (sdénnéllinen esitys) Sdadnnoéllinen
esitys madritelliin kertotaulun A, ' A; avulla seuraavasti

1

A'A. =B
F(B)kj = { 07 ko

muulloin. (257)

Sainnollisen esityksen matriisit saadaan muodostettua
laskemalla kertotaulut A; " A4;. Indeksi k on vaaka- ja
indeksi j pystyrivi-indeksi. Ndin muodostetusta
matriisissa saadaan esimerkiksi alkiota B vastaava
sdannollinen esitysmatriisi asettammalla kuhunkin
kohtaan missd B esiintyy 1 ja muualle 0.

Esimerkiksi lasketaan ryhmin S3 alkiota A vastaava
sdannollinen esitys.

E A B C D F
E-'|E A B C D F
A1 A E D F B C
B! ' B F E D C A
¢c'\CcC D F E A B
D'\ F B C A E D
F'' |\ D C A B F E

Alkion A séénnéllinen esitys on
010000
100 00O
000 001
reg —
T78(4) = 000010 (258)
000100
001 000

Sadnnollinen esitys toteuttaa ryhmiaksioomat.
Todistetaan sulkeutuvuusaksiooma

=T(B)L(C).

Sainnollisen esityksen miiritelmin mukaan on

I'(BC) (259)

[ 1, A'A;=BC
L(BC): = { 0, muulloin.

Samoin saadaan
Z I(B

Oikean puolen summassa ainoa nollasta poikkeava termi
(=1) saadaan kun B = A, *4; ja C = Aj’lAi, jolloin

Jz = E :5B,A;1A]-‘50,AJ.—1A,--
J

BC = A A;AT A = AN A
Nihd&in siis, ettd

BC kn

Zr

Kerrotaan x(Cy) tekijélld Nix*(Ck), summataan yli
luokkaindeksin ja kdytetddn hyviksi yhtaloa

b= 3 30 Nl ® (GOl (C)
k

ja yht#lod (255) kompleksikonjugoituna. Talldin

DNk (COX(Cr) = D Ni au[x*(Co)I"
T

k, p
2
hE a,,
N

Erikoisesti, jos esitys on redusoitumaton ovat kaikki
vakiot a, = 0 paitsi yksi, joka on 1. Silloin
redusoitumattoman esityksen kriteeriksi saadaan

X(Ck)

1
=3 Nl =1 (260)
k
Saannollisen esityksen karakterit ovat
N =1 (261)
x(C1) = x(E)=h (262)
X(Ck) = 0, Ck #E: (263)
jolloin saadaan
1
TR P RCHRICR (264)

1 * 1 *
= SXWE]XE) = 3 P BN h =
Lause 27 (kuuluisa teoreema) Siinndllisessi
esityksessd jokainen redusoitumaton esitys esiintyy l;
kertaa, missd l; on redusoitumattoman esityksen
dimensio. Ja lisiksi
2 _
WE

Todistus: Sidinnollinen esitys sisdltii
redusoitumattoman esityksen a; = l; kertaa, missé I; on
esityksen dimensio kuten yhtélsssd (264) on niytetty.
Sadnnollisen esityksen konstruoinnista johtuen sen
dimensio on ryhmén kertaluku h. Toisaalta sen dimensio
on sama kuin kaikkien sen siséltdmien
redusoitumattomien esitysten dimensioiden summa.

Saadaan siis
h=>Y ajl;=> 1.
J J

(265)

(266)

Ryhméialgebraa

Edelld ndimme, ettd luokan karakteri sddnnollisesss
esityksessd on kirjoitettavissa redusoitumattomien
esitysten karakterien avulla muodossa

Za (c leu)

Jos nyt 7 = 1 (identiteetin E luokka), niin x(E) = h ja
x(C;) = 0 kaikissa muissa tapauksissa siinnollisen



esityksen konstruoinnin perusteella. Koska X(")(C1) =1,,
saamme siis

y y 0, kuni#1
S XX (C) :{ 0 un i #

kun ¢ = 1.

Niytetddn, ettd tdmé ortogonaalisuusehto on voimassa
yleisesti luokkien vililld. Todistusta varten otamme
kayttoon algebran kisitteen.

Ryhmaén algebran muodostavat suureet

Z aRR,
R

missd luvut ag ovat mielivaltaisia kompleksilukuja.
Kahden suureen summalla tarkoitetaan kombinaatiota

Y arR+) brR=> (an+br)R
R R R

ja tulolla lauseketta
Z aRbsRS = Z aTS—leT

> arR) bsS =
R S R,S T,8
= Z aTQbQ—l T.
T,Q

Olkoon esimerkking ryhmé Cy = {E, A}, jolloin algebra
muodostuu kombinaatioista

ar E + axA.
Nyt esimerkiksi
(2E+4A) + (E —6A) = (3E —24)
ja
(2E + 4A)(E — 6A)
=2E* — 12EA + 4AE — 2447

=2F —-12A+4A - 24F
= —22F — 8A.

Olkoot ryhmiin G luokan C; elementit A, A4S, ... A

Konstruoidaan algebrallinen suure

N; .
Ci=) A
=1

Helposti nihddin (harjoitus), ettd tulon

N; Nj
CCi=)_ > AP AD

=1 m=1

oikea puoli koostuu kokonaisista luokista. Voimme siis
kirjoittaa
CiCi = cijCi,
1

missd kertoimet c;j; ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja.
Tarkastellaan ryhmén G mielivaltaista redusoitumatonta

esitystd I'. Muodostetaan kutakin luokkaa C; kohti

matriisi
Ii= Y T(R).
ReC;

On jilleen helppo ndhdé (harjoitus), ettd I'; kommutoi
kaikkien esitysmatriisien kanssa, joten Schurin lemman
perusteella on

L= M\IL

Laskemalla jéljet molemmin puolin saadaan
Ain = Nx(E) = Nix(Cy),
missd n on redusoitumattoman esityksen dimensio. Siis

_ Nix(Ci)
ox(E)

Matriisit I'; toteuttavat kertolaskurelaation
Il = Zcz'jlrla
l

eli
)\i/\j = Z Cijl)\l-
i

Sijoittamalla tdhin dskeinen suureen A lauseke saadaan

Nix(Ci) N;x(Cj)

_ N\, Nix(@)
X(E) x(E) =2 i

, x(E)

eli
N;N;jx(Ci)x(Cy) = x(E) E cijiNix(Cy).
:

On helppo todeta, ettd jokaista luokkaa C; kohti on
olemassa luokka Cy, joka koostuu luokan C; alkioiden
k&anteisalkioista. Molemmissa luokissa on aivan ilmeisesti
sama maira alkioita, ts. N; = N;. Luokkakertolaskun
C;Cy tuloksena saatavassa joukossa esiintyy siten
identiteettialkio tdsmaélleen N; kertaa. Toisaalta, kun

j # ', identitetti ei esiinny kertaakaan tulossa C;C;.

Saamme siis
c 0,
i1 =
j N;

Huom. Luokan elementtien lukuméirit N; ja kertoimet
ci;i riippuvat ryhméstd mutta eivét esityksesté.

kun j # ¢
kun j =1’

Toinen ortogonaalisuusrelaatio ja
karakteritaulukko

Olemme tarkastelleet ylla mielivaltaista redusoitumatonta
esitystd. Merkitéédn téstd ldhtien ko. esitys
eksplisiittisesti; mm.

NiNjx(C)X(Cy) = e Nix " (B)xW)(Cy).
1
Summataan yo. yhtilo yli esitysten, jolloin saadaan

NiN; Y xM(Cox™(Cy)

v=1



T

= Z CijiNi Z X (E)X(C)
1 1

= cijNihdy
1
= ¢ij1N1h = ci1h,

missd olemme kdyttineet aikaisemmin johtamaamme
relaatiota

y , 0, kuni#1
X (CX®(C) ={ 0 un i #

, kuni=1.
Sijoitetaan yo. yht&loon kertoimien c;;; lauseke, jolloin

~ v 0, kun j # ¢
N;N; Z:IX( )(Cz)X( )(CJ) = { hN; kun j ii'

eli .
S XX (Cy) = L
ot J N. J

J

Koska esityksemme ovat unitaarisia, on x(C;) = x*(Ci).-

Saamme toisen ortogonaaliteoreeman nimelld tunnetun
lauseen

Lause 28 Ryhmdn redusoitumattomien esitysten
karakterit toteuttavat ortogonaalisuusehdon

" * h
E () MW (0 = 5.
X (CZ)X (C ) = ij-
v=1 ! N] !

Toisen ortogonaaliteoreeman suorana seurauksena
saadaan

Lause 29 Redusoitumattomien esitysten lukumddrd on
sama kuin luokkien lukumddird.

Todistus: Harjoitustehtava.

Karakteritaulukon konstruointi
Karakteritaulukko muodostetaan seuraavasti:

1. Vaakarivit numeroidaan redusoitumattomien
esitysten I'® mukaan.

2. Pystyrivit numeroidaan luokkien Cj mukaan ja
alkioiden lukumairit (luokkaluvut Nj) merkitdsn
nakyviin.

3. Itse taulukkoon kirjoitetaan karakterien arvot
XD (Cy).

Esimerkki: Masritiddn Ss (tai D3) ryhmén
karakteritaulukko laskemalla esitysmatriisien jiljet

C1 30, 20,
r® 1 1 1
r® 1 -1 1
r® 2 0 -1

Tutkimalla taulukkoa todetaan, ettd vaakarivit ovat
ortogonaalisia painokertoimilla Ny:

I1x1x24+3%x1x0—-2%x1x1 = 0
I1x1x1—-3x1x1+2x1x1 = 0.

Samoin todetaan helposti, ettd my6s pystyrivit
muodostavat ortogonaalivektorit.

Esitysmatriisien muodostaminen on usein tydlésti ja
sovelluksissa riittdd usein, jos karakteritaulukko saadaan
muodostettua ilman eksplisiittisid matriiseja. Taulukko
voidaan konstruoida seuraavassa jérjestyksessé:

1. Redusoitumattomien esitysten lukumé#rs on sama
kuin luokkien lukumaira. Luokat saadaan kertotauluista.
2. Redusoitumattomien esitysten dimensiot toteuttavat
ehdon ) 1? = h. Usein niilld kahdella ehdolla saadaan
médridttys [-luvut. Koska x() (E) = I; saadaan
karakteritaulun ensimmadinen pystyrivi, joka suoraan
ilmoittaa dimensiot. Toisaalta jokaisella ryhmills on
1-dimensioinen esitys Ay — 1, joten ensimméinen
vaakarivi masrdytyy myos.

3. Vaakarivit muodostavat kohtisuorat vektorit
painokertoimin Ny, jolloin saadaan yhtaloryhma

SO (C)*X P (Cr) Ny = hdi;.

(267)

4. Samoin pystyrivit muodostavat kohtisuorat vektorit,
jolloin saadaan toinen yht&loryhmé

;w%mmezﬁm. (268)

5. Lisidksi i:nen vaakarivin alkiot toteuttavat ehdon
NiNexD(C)x D (Cr) = 1Y eiaNixD(Cr) - (269)
l
missd luvut c;z; saadaan algebrasta

CiCr = Z cinCr
1

(270)

ja ne voidaan miariti kertotaulusta.

Kolme ensimmiist ehtoa yleensi riittavit
karakteritaulukon masrdidmiseen ja kahta muuta voidaan
kayttad karakterien tarkistukseen.

Esimerkki: Miiritasn Sz (tai D3) ryhmén
karakteritaulukko. Kahdesta ensimméisestd ehdosta
saadaan taulukko

Ci: 3Cy 2Cs
r@® 1 1 1
F(2) 1 I Y1
r® 2 T2 Y2

jolloin j&a 8 tuntematonta masrattavaksi.
Ehdosta kolme saadaan yht&aloryhmé&

1+ 3|1 [” + 2y
1+ 3lzo|? +2ly2* =
14+3x1+2y7 =
24+ 3x0+2ys =
2+ 3zjxs +2yiys =

SO O O OO

ja ehdosta nelji puolestaan yhtaloryhma

l1+z1+220 = 0



1+y1 +2y2 = 0
1+ziyr+z3y2 = 0
. 6

L+ o + o> = 3 =2
2 2 6

L+ [y]” +2)y2” = 523-

Ryhmien esitysteoria
kvanttimekaniikassa

Esitysteoria ja kvanttimekaniikka
Olkoon G symmetriaryhmé, jonka transformaatiossa
Hamiltonin operaattori sdilyy invarianttina.
Symmetriaryhm# voidaan useimmiten m&iritells
koordinaattimuunnoksena

z' =Rz (271)

missi Rt = RT = R~! on reaalinen ortogonaalinen
3 x 3-matriisi:
I _— .. .
T; = E Rijz;.
J

Kéinteismuunnos on vastaavasti

(272)

x=R'z'=R"2/, (273)

joka komponenttimuodossa esitettyns on
@i =D Rjay =3 Rjiwj.
J J

Maiiritelmid 10 (esitysavaruus) Olkoon nyt f(x)
mielivaltainen skaalarifunktio. Sen avulla voidaan
mddritellé homomorfia R — Pg siten, ettd

Pr f(Rz) = f(x)

(274)

(275)

tai

Pr f(z) = f(R " ).
Jalkimmaiinen muoto saadaan, jos kirjoitetaan
f(z) =
I f(R™"z) = Pg f(x).

Esimerkki 1: Olkoon R rotaatio 90 astetta z-akselin
suhteen eli

(276)

Pplf(R '2) =
PrPRlf(R7'z) =

¥ = =z (277)
y = =z (278)
2 = —y. (279)
Matriisimuodossa R on silloin
1 0 O
R=|10 0 1 (280)
0 -1 0

(281)

Silloin on

PRf(-fL',y,Z) = f(R_lw) = f(xa _Zay)‘

Esimerkki 2: Vetyatomin p-tyyppiset aaltofunktiot

(282)
Uy = &(r) V(7). (283)

Aaltofunktoina voidaan kiyttad my6s funktioita x®, y®
ja z®, jolloin

Pr(z®(r)) = z®(r) (284)
Pr(y®(r)) = —2%(r) (285)
Pr(z®(r)) = y®(r). (286)

(287)

Lause 30 : Operaattorit Pr muodostavat ryhmdn, joka
on homomorfinen symmetriaryhmdn kanssa.

Todistus: Symmetriaoperaatiot muodostavat ryhmén,
joten SR = T. Merkitaén esitysvaruudessa

Pr f(z) = f(R™'z) = g(=).

Nyt viitetdan, ettd Ps P = Pr, miki on helppo todeta:

(288)

Ps Py f Psg=g(S~'z) = f(R7'(S™" x))

= f((SR)™'@)=f(T™" ) = Pr f(=).

Schriédingerin yhtdlon ryhmia

Samalla tavoin kuin Hamiltonin operaattori H my0s

operaattorit Pr operoivat aaltofunktioavaruudessa. Jos

operaattorit Pg kommutoivat H:n kanssa,
PrH = HPg, (289)

sanotaan, ettd ne muodostavat Schrodingerin yhtilon

ryhmén. Silloin Schrédingerin yhtilo

HY,=FE,9¥, (290)

on voimassa myd6s ominaisfunktiolle PrV:
PrHY, = E,(Pr%,)=> (291)
HPr9V, = Pr(HY,) =E,(Pr7,). (292)

N#hd&adn, ettéd energian ominaisarvo on degeneroitunut.
Degeneraatiota voi olla kahta erilaista tyyppié.

e Normaali degeneraatio, joka liittyy systeemin
symmetriaan, esimerkiksi vetyatomin p-tilan
aaltofunktiosta voidaan generoida rotaatioilla kaksi
muuta samaan energiaan liittyvii aaltofunktiota.

e Satunnainen degeneraatio, joka ei liity systeemin
symmetriaan (harjoituksissa esimerkkini vetyatomin
energiatilat).

Esimerkki: Vetyatomissa Coulombin potentiaali

A

V(r) = —e*/r = —e*/(a* +y* + ,22)1/2 (293)



sdilyy invarianttina rotaatioissa ja samoin kineettinen
energia

R -n* (3 9
T(T)_%<w+6—y2+ﬁ)' (294)

Jos energitaso E,, on [-kertaisesti degeneroitunut,

HY,=E %, , p=1,...,1 (295)

voidaan degeneroituneista tiloista muodostaa
lineaarikombinaatiot, jotka edelleen ovat samaan
ominaisarvoon liittyvid ortonormaaleja aaltofunktioita

I
lel,,c,,u, p=1...1
v=1

1.

!
\Ilﬂf

Z |Cvu|2
v

Lause 31 : Jos PrH = HPg, niin
transformaatio-operaattorien Pgr vaikutusta
esitysavaruuden aaltofunktioihin ¥, voidaan kuvata
yhtdlolld

!
Pr¥, =Y U,I(R)un,
p=1

(296)

missd matriisit ['(R) muodostavat Scradingerin yhtdlin
ryhmdn l-dimensioisen esityksen. Esitys on unitaarinen.
Todistus:
1. Kuten edelld todettiin kommutaatiosdinnsstd seuraa,
ettd

H(Pr¥,) = E,(Pp¥,). (297)

2. Lineaarisesti riippumattomat tilat ¥, muodostavat
tdydellisen jirjestelmin funktioita, joiden energia on E,
(Hilbertin avaruuksien teoria). Silloin jokainen
aaltofunktio, jonka energia on E,, erikoisesti Pr ¥,
voidaan kehittdd ndiden funktioiden muodostamassa

kannassa:
l

Pr¥, = U,T(R)y.

v=1

(298)

3. Osoitetaan, ettd I' on esitys. Aikaisemmin saatiin
joten

l
Psp¥, =Y U,T(SR),- (300)
v=1

Samoin saadaan

l
PsPr¥, = PsY W,I(R),,
v=1

= Z xI:y,r(S)u,VF(R)W

vv!

= Z III,,./ [F(S)F(R)]u’p .

Koska funktiot ¥, ovat lineaarisesti riippumattomia,
taytyy olla
L(S R)yu = [C(S)T(R)]

vy

joten matriisiesitys on sulkeutuva, eli

T'(SR) = T'(S)I'(R). (301)

Muut aksioomat seuraavat valittomésti.

4. Koska tilojen ortonormitus (esim. Gram-Schmidt) ei
edelld esitettyjd ominaisuuksia muuta, voimme olettaa
tilat ¥, ortonormaaleiksi, ts.

(U, |¥,) = 0uy- (302)
Merkinnills tarkoitetaan integraalia,
(T, |T,) = /dT‘I’;(I‘)\I’H(I‘). (303)

Osoitetaan, etti transformaation R esitys tissi
kantavektorijirjestelméssd on unitaarinen. Ensinndkin,
tekemalld integrointimuuttujan vaihdoksen r — Rr ja
huomioimalla ettd téssid muunnoksessa tilavuuselementti
dr on vakio (ortogonaalimatriiseille on |detR| = 1),
nahdiin etti

b = (WL, = [ dr¥y (R r)w,(R7'D)
Edelleen saadaan

Sou = / dr¥: (R0, (R™'r) = ( Pr¥,|Pr¥,)

= <ZlI!)\F(R))\u Z‘I’nF(R)W >
I\ n

Z < ‘I’/\M’n )F*(R),\,, F(R)nu
An

> T*(R)a T(R)x,

A

= Y THR) T(R)x

A
= [I'(®R)T(R) ]

vu "
Saamme siten esitysmatriiseille unitaarisuusehdon

I(R)T(R)=1. (304)

Ni&in on osoitettu, ettd energian ominaisarvoon F,,
liityvat [ kappaletta degeneroituneita aaltofunktioita ¥,
muodostavat [-dimensioisen redusoitumattoman esityksen
I Schrodingerin yhtdlon ryhmélle.

Lause 32 : Hamiltonin operaattorin kutakin
ominaisarvoa vastaa similaarisuusmuunnoksen puitteissa
yksikdsitteinen Schrodingerin yhtdlon ryhmdn esitys.
Todistus: Tarkastellaan energiaominaisarvoon E,
liittyvad uutta lineaarisesti riippumattomien
kantavektorien joukkoa lI!L, joka saadaan kantavektorien
¥, lineaarikombinaationa.

tai

MN

II/L = \I’u Cyu 9 (305)

1

S
Il

T, Ol

MN

(306)

>
Il
-



Silloin

!
Pp¥, = Pp Y ¥, Cph=> UI(R).Cy
v=1 KV
= Y UCLT(R)w Cuy
ARV
= Y w[c'r®],,-
A
Toisaalta

Pp U, = Z YT (R)aps (307)
A

joten saamme

I"(R)=C ' I'(R) C. (308)

Abelin ryhmien esityksii
Abelin ryhmaille on voimassa kommutaatiorelaatio

AB=BA = A=DB'A4B. (309)

Siten Abelin ryhmin jokainen alkio muodostaa yksindin
luokan. Koska redusoitumattomien esitysten lukum&ara
on sama kuin luokkien lukum#ira, seuraava lause on
vilittomésti voimassa.
Lause 33 : Kertalukua h olevalle Abelin ryhmdlle on
olemassa h kappaletta 1-dimensioisia esityksii eikd
mitddn muita redusoitumattomia esityksid.
Todistus: Koska .

Y IF=h,

i=1

ainoa mahdollisuus on, ettd I = --- =1, =1 ja
esitysmatriisit ovat kompleksilukuja.

T&min lauseen perusteella saadaan seuraava tulos: Jos
Hamiltonin operaattorin symmetriaryhmi on Abelin
ryhmad, niin Hamiltonin operaattori ei ole degeneroitunut.

(310)

Syklisten ryhmien esityksii

Alkiot {A; = A, Ay = A%,..., A, = E} muodostavat
syklisen ryhmén, joka on Abelin ryhmé. Jos alkion A
esitys on kompleksiluku z,

T(A) = 2, (311)

> T(A,) =TA™") =[T(4) " =2". (312)
Toisaalta

IE)=1 =[TA)"=2r=1, (313)
joten

z = exp[ 2mip/h ], missd p=10,1,2,.... (314)

Silloin olemme 16ytéineet h kappaletta redusoitumattomia
esityksid

['(A) =exp| 2mip/h]; p=1,2,...,h. (315)

Blochin teoreema
Syklinen ryhm# on sellaisen Hamiltonin operaattorin
symmetriaryhm#, jonka potentiaalilla on esimerkiksi

e h periodia ympyréin kehalld
e periodiset reunaehdot.

Ryhmin alkio A esittéé silloin koordinaatiston siirtoa
yhden periodin verran,

Py¥(z) = U(x +a).

Edellisen perusteella siis kaikkien Hamiltonin
operaattorin ominaisfunktioiden, joilla on yo. symmetria
tiytyy transformoitua jonkin syklisen ryhmin esityksen p
mukaisesti. Kaikkien esitykseen p liittyvien
aaltofunktioiden tiytyy siten toteuttaa seuraava ehto

Patiy(z) = Wy(o+a) = TP(A)T,()
= exp[ 2mip/h ]| ¥, (z).

Jos tarkasteltavan systeemin kokonaispituus on L = ah,
saamme kvantisoimisehdon

U, (z + a) = exp[ 2mipa/L ] ¥,(z) = e** (),

missé

27p
= —. 1
k 7 (316)
Nimetdin alaindeksi uudelleen p — k, joten yht&lo
Tz + a) = ey () (317)

esittdd transformaatiota, joka saadaan
translaatiosymmetriaryhmésté ja k on symmetriaan
liittyva kvanttiluku.

Lause 34 (Blochin teoreema) : Periodisessa
potentiaalissa hiukkasen aaltofunktio toteuttaa ehdon

Ty (z + a) = W, (2),
missi a on potentiaalin periodi ja aaltoluku
27p
k=——,p=0,1,2,....
L 7 p 7 7 )

Mikd tahansa funktio, joka toteutaa yo. yhtdlon voidaan
kirjoittaa muotoon

Uy (z) = up(z)e™, (318)

missd uy(x) on periodinen funktio, jonka periodi on a.

Rotaatioryhmi ja kulmaliikeméiara

Tarkastellaan rotaatioita kiintedn akselin ympari
(tavallisesti valitaan z-akseli). Télldiset 2-dimensioiset
rotaatiot muodostavat (Lie’n) ryhmin (harjoitustehtivi)

R(¢1) R(¢2) = R(¢2) R(¢1) = R(¢1 +¢2).  (319)

Koska ryhmé on Abelin ryhmé, esitykset ovat
1-dimensioisia ja T(™ (¢) on silloin kompleksifunktio,
jonka on toteutettava ehto

[(¢1) T'(42) =T (g1 + ¢2). (320)

Taytyy siis olla

['(¢) = ™. (321)
Koska I'(E) =T'(27) = 1, ainoa mahdollisuus on, ettd m
on kokokainaisluku m = 0,+1,+£2,....
Funktioihin f(¢) vaikuttavat operaattorit Pg toteuttavat
nyt vastaavasti ehdot



e Pg on unitaarinen eli jos Pr = exp[iJ(¢)] on Jt = J,

o funktionaaliyhtdls Pr(s,) Pr(¢s) = Pr(¢,+¢2) O
voimassa.

Nima molemmat yhtilot toteuttava ratkaisu on

, .0
Prwy =€, J, = 54" (322)
Silloin saamme ' .
J, em? = m etm? (323)
ja
PR(Oé) eim¢ — eia.]z eimd)
—io)2 ,
= [1+(—ia) J. + ( ;?) Jf+---] em?e
—ia)? .
= [1+(—ia) m+% m2+---] etme
— e—z’am eimd) — eim(d:—a)‘
Funktioita

U (9) = ™9

voidaan siten pitd# yksiulotteisten esitysten
kantavektoreina, silld rotaatiot Pr yksinkertaisesti
kertovat ndma funtiot skalaarilla.

Kolmidimensioiselle aaltofunktiolle on silloin voimassa

PR(a)f(ra 03 ¢) = PR(a)eim¢g(rﬂ 0) = f(ra 95 ¢ - Oé),

miks on sopusoinnussa operaattorin Pp mairitelmin

PRf(QE) = f(R_lm) = PR(a)f(Taea ¢) = f(Taoa ¢ - a)
kanssa. Rotaatioryhmén esitysmatriisit ovat vastaavasti

Toa = U |Pr|Ts ) = €™ §q. (324)
Operaattori J, on kulmaliikem#irioperaattorin
z-komponentti ja saamme tunnetut kvanttimekaaniset
tulokset

e Rotaatiosymmetrisen Hamiltonin operaattorin
ominaisfunktiot ovat ¥,,(r,0,$) = f(r,0)e'™?, kun
m=0,+1,42,....

e Symmetria-akselin suuntainen kulmaliikem&ira
sdilyy ja siihen liittyy kvanttiluku m.

Yleinen 3-dimensioinen rotaatio maéritellidn kolmen
Eulerin kulman a, § ja v avulla. Eulerin kulmien
méidrittelyyn on kaksi mahdollisuutta: joko vaihtuvien
akselien suhteen

1. kierto z-akselin ympéri kulman a verran
iad,

PR(a) =€

2. kierto y'-akselin ympiri kulman 8 verran
Ppg) = e7 7

3. kierto z'-akselin ympéri kulman + verran
PR(’Y) — e—l’sz//

tai kiintein koordinatiston suhteen

1. kierto z-akselin ympéri kulman v verran

Pp(y) = €77
2. kierto y-akselin ympéri kulman 8 verran
Prg) = e~

3. kierto z-akselin ympéri kulman a verran
iad,

Pra) =€~

Kéytetddn jalkimmaistd madritelmaa, jolloin
3-dimensioinen rotaatio-operaattori Pg on

Phia,pq) = e e e, (325)

Aaltofunktiot voivat olla yhtaaikaa seki
kulmaliikem##irin nelidn J? ettd sen z-komponentin .J,
ominaistiloja

J? U,

I Ui =

JG+1) ¥, j=0,5,1

m \I»’jm,

54, P

3
2

N | =

m=20,...,%j.

Rotaatio-operaattorin Pr matriisielementit .J2:n ja .J,:m
yhteisten ominaisfunktioiden muodostamassa kannassa
{¥;m} ovat

DY) (@, 8,7)
— < ‘I’jmle_ian e—z’ﬁJy e—z"szllI,jml )

— p—ima L. e~ By | - e—im"y
J J

— efimafim"y d%)mf (ﬂ)

Silloin saamme

Pria,g Tim =Y DY) () 8,7) ¥y (326)

Tapauksessa j = % D-matriisi on

DY, 8,7) =

mm/

e~ #atN/2 o B e~Ua="/2 gin 8

etila=")/2 &ip 8

5 e+i(a+7)/2 CoSs 8

2
ja tapauksessa j =1

DSLL/ (e, B,7) =

e—i(a+'y) 14cos 8 _e—ia sin 8 e—i(a—'y) 1—cos 3
2 V2 2
e ¥ 517“—5 cos 3 —ett %_2@
e+i(a—7) 1—cos B e+ia sin 3 e+i(a+’¥) 1+cos B
2 V2 2

Redusoitumattomien esitysten kantavektorit
Jos symmetriaryhmén alkiot eivit kommutoi, niin sen
redusoitumattomiin esityksiin kuuluu muitakin kuin



yksidimensioisia esityksid. T4lloin kantafunktioiden ¢,(3 )
luokitteluun tarvitaan kaksi indeksis. Indeksi j viittaa
esitykseen ja k redusoitumattoman esityksen riviin tai
sarakkeeseen. .

Kutsutaan muita kantafunktioita ¢g‘] ), jotka tarvitaan
tdydellisen kannan muodostamiseen, partnereiksi. Talloin
midritelmin mukaan

L
Prol) = Z‘ZSE\])FO) (R) rn,

A=1

missé [; on esityksen dimensio.

Kerrotaan yht#lo matriisielementilld T4 (R)y, ja
summataan yli operaatioiden R sekd kiytetdsdn suurta
ortogonaalisuusteoreemaa. Silloin

SO (R
R

)/\’n’ PR ¢I(€])

)\’n’r(j) (R))\n

lj
= 2 3 TVR)
A=1 R

h
= l 51]5nn d)(])

Té&ten operaattori

(J) J Z )

toteuttaa relaation

(327)

PG = 5ij0ns )

ja generoi kaikki kantavektorin d),(f ) partnerit ¢§‘j ) kuten

PRI = 6.
Jos A = k, niin

PR =6,

joten ¢ on operaattorin PY) ominaisfunktio, jonka
ominaisarvo on yksi.

Tatd ominaisuutta kiyttien saadaan kantafunktioiden
indeksit masrattysd yksikasitteisesti.

Lause 35 : Jos T . T® T edustavat kaikkia
operaattoreiden Pr muodostaman ryhmdin
redusoitumattomia esityksidi (esityksii ¢ kpl) niin silloin,
mikd tahansa funktio F Pg:n operaatioavaruudessa
voidaan hajoittaa funktioiden f(J)

c
PeY Y

=1 k=1

summaksi,

(328)

missa (] ) kuuluu j:nnen redusoitumattoman esityksen
n.nnelle rwille ja l; on esityksen j dimensio.

Todistus: Tarkastellaan funktiota F, F;, ..., F}, jotka on
saatu operoimalla Pg, Pga,, ..., P4, lla funktioon F.
Jatetdsn kaikki lineaarisesti riippuvat funktiot pois ja
ortonormitetaan loput. Tuloksena saadaan funktiot

F,F,,..., F,. Nami funktiot muodostavat ryhmin
unitaarisen esityksen kannan, koska perikkiisten
operaatioiden tulos voidaan esittds aina yo. funktioiden
lineaarisena kombinaationa. Tama4 taas johtuu siité, ettd
funktio Ps Pgr F' = PsgrF on funktioiden F, F,, ..., F,
virittdméssd avaruudessa johtuen muodostamistavasta.
Olkoon T téllainen n-dimensioinen ryhmén esitys siten,
ettd

n
PpFy =) FT(R)

i=1
Esitys on joko
1. redusoitumaton, jolloin F; kuuluu selvistikin tdmén
esityksen riviin ¢, tai
2. redusoituva, jolloin se voidaan saattaa blokkimuotoon
similariteettimuunnoksella

) (R) 0 0
a 'T(R)a = 0 r(R) 0
0 0

Matriisi o méérittelee nyt funktiot F}/, jotka
transformoituvat yo. yhtilén mukaan ja titen ovat
funktioita fy ) eri jn ja km arvoilla. Kéyttiden
kisinteismuunnosta o' voimme esitt#is Fj:n ja erityisesti
F:n F}''n tai (J ):n lineaarikombinaationa.

Operaattoria P(J ) voidaan nyt kdyttdsd poimimaan
summasta (328) yksityiset termit

PD F9) = 585 £

Téaten
PYUF = £

ja operaattori P(J ) on projektio-operaattori, joka projisioi
erilleen sen osa funktiosta, miks kuuluu j:nnen esityksen
k:nnelle riville. T#llaisella operaattorilla on ominaisuus

PYPY =P

eli kaikki potenssit ovat yhtdsuuria.

Esityksen kantafunktioiden muodostaminen tapahtuu
seuraavasti:

1. Mielivaltaisesta funktiosta F' projisioidaan funkt1o f

ja normitetaan, jolloin saadaan kantafunktio ¢n
2. Operointi P)(\JH) antaa partnerit

PO = o).

Lause 36 : Kaksi funktiota, jotka kuuluvat eri
redusottumattomiin esityksiin tai saman unitaarisen
esityksen eri riveille ovat ortogonaalisia.

Todistus: Tarkastellaan skalaarituloa

<l >=< Pro?|Pryll) >

= Y TU*@®)T

AN

O (R)rw < 691057 >



Skalaaritulo on riippumaton summauksesta yli ryhméin
alkioiden, joten

) M 1 ) y
<o) >= 23 <o) >
R

1 . } ' )
= ZZF(J)*(R)/\nF(] )(R)/\’n’ < ¢g\g)|¢§\{) S
R AN

1.
1 < . .
= 6jj’(smi’ l_ E < d)&]) |¢§\]) >

7 a=1

Lisiksi huomataan, ettd skalaaritulo on riippumaton
K:sta.

Edells esitetyssa todistuksessa on tarvittu
esitysmatriisien I'¥) (R) tuntemista, mutta usein riitti,
jos tunnetaan esitysmatriisien diagonaalielementit, jolloin
voidaan kéayttds karaktereja.

Asetetaan masritelméssi

Pe =7 2 TU"(R)\Pr
R
A = K ja summataan yli k:mn,
. L .
() = () =4 O*(RP
P ;me h ;X ( ) R
Edells esitetyn perusteella on voimassa
P fG) = £
missd
lj
f(j) — Z f’gj)
k=1

ja edelleen P F = £ Titen PY) projisioi
mielivaltaisesta funktiosta esitykseen j kuuluvan osan.
(Huom. Similariteettimuunnos ei vaikuta saatuun
tulokseen)

Esimerkki: Tarkastellaan ryhmié, johon kuuluvat
identiteettioperaatio ja heijastusoperaatio o.

P,x=—x
Ryhmissé on kaksi luokkaa ja siten myo6s kaksi

yksidimensioista esitystd. Karakteritaulukko on
yksinkertainen

E o
M 1 1
r® 1 -1

Projektio-operaattorit ovat

1
r® - P(l):§(PE+Pg)

r - pe= %(PE _y

Operoidaan mielivaltaiseen funktioon F'(z):

POF(G@) = %[F(x)+F(—$)]

) 1

POF(x) = S[F (@) = F(=z)].

Tuloksena saadaan parillinen ja pariton funktio.
Mielivaltainen funktio voidaan siis aina esittda parillisen
ja parittoman osansa summana. Lisdksi todetaan, ettd
parilliset ja parittomat osat ovat ortogonaalisia.

Suoratuloryhmai ja sen esitykset
Kahden ryhmin

G, = {Es Aa,...,Ap}
Gy = {Ey,Bs,...,B,}
Ay By = B A

tuloryhm4, jonka kertaluku on hyh, saadaan kertomalla
kaikki ryhmien alkiot kesken&&n

G, Gy = {E = E.Ey, As, ..., A, Bs, AsB>, .. }
Ryhmatulo on
(A B;) (A¢Bp) = (AxA¢) (BsBp) = Ay B,,.

Maéiritelmé 11 (Matriisien suora tulo) Matriisien A
ja B suora tulo A ® B, missd

A I x [ matriisi
B m X m matriisi
(A® B) Im x lm matriisi (329)
mdadritelladan yhtalolla
(A® B)ik,ju = Aij Bu- (330)

Lause 37 : Tuloryhmdin redusoitumattomien esitysten
matriisit T(@®Y) (A, By) saadaan muodostamalla Ag:n ja
By :n redusoitumattomien esitysmatriisien T(® (A):m ja
T®)(By):n suorat tulot

T(@®0) (4, B;) = T (4) @ TO)(By). (331)

Nimd esitysmatriisit muodostavat ryhmdn.

Todistus: Koska matriisien kertolasku ja
suoratulo-operaatio kommutoivat (harjoitus), niin

@@ (A, B)T(®) (A4 Byr)
= [M®(4) @ TO(B[M@ (4p) @ T (By)]
= @A) (Ap)] @ MO (B)TO) (By)]
= T (4Ap) @ T (BBy)

- F(a®b) (AkAk’BlBl’)



Esityksen redusoitumattomuus voidaan todistaa Shurin
lemman avulla (harjoitus).
Tarkistetaan seuraavaksi esitysmatriisien dimensiot

>

%

SN =

J

ha

Suoratuloryhmén esitysmatriisien dimensiot ovat

b
158% = 1218, joten

ZZ (eey? =

b= ho®?,

missi h*®? on suoratuloryhmén alkioiden mésirs. Niin
ollen muita redusoitumattomia esityksié ei voi olla.
Kvanttimekaniikassa kumpaankin symmetriaryhm&in
liityy kvanttiluku, joten suoratuloryhman liittyva
symmetria esitetiéin kahdella kvanttiluvulla.

Suoratuloryhmén luokkarakenne ja karakterit
Ryhmin G, alkiot kommutoivat ryhmin G, alkioiden
kanssa, joten suoratuloryhmin G, ® G} luokkien
lukuméird on G, ja Gy luokkien lukuméirien tulo.

Lause 38 : Suoratuloryhmdin esityksen karakteri on
komponenttiesitysten karakterien tulo.

Todistus: Méairitelmin perusteella

X" (AxB) = ZFG@b(AkBl)ijij
= Zra (Ag)il
Zr (Ap)ii [Zr (B1)jj]
= X"(A)xX"(B).

)Jj

Esimerkki: Tasasivuisen kolmion rotaatioryhmin Dj ja
ryhmin S = (E, op,) suora tulo. Operaatio oy, on heijastus
kolmion tasossa. Tam4 suoratuloryhmi, D3, = D3 ® S,
on #drellisen paksuuden omaavan tasasivuisen kolmion
symmetriaryhm#. Alkupersisen kuuden alkion asemasta
siind on kaksitoista alkiota johtuen heijastuksesta.
Ryhmien D3 ja S alkiot kommutoivat, koska on
samantekevii suoritetaanko rotaatio ensin ja heijastus
sitten tai painvastoin.

Ryhma S on Abelin ryhma, joten silli on kaksi
yksidimensioista esitystd. Sen karakteritaulu on muotoa

S E Oh
r-i1 1
rj1 -1

Suoratuloryhmiin karakteritaulu siséltdi 36 alkiota:

Ds, |E A/B,C D,F| o, on(AB,C) own(D,F)
rav |1 1 1 1 1 1
réd | -1 1 1 -1
réH | 2 0 1 2 0 -1
ra= |1 1 1 | -1 -1 -1
ré |1 -1 1 | -1 1 -1
ré-| g 0 -1 | =2 1

Suoratuloryhmén esitykset ryhmén sisdlld

Suoraa tuloa voidaan kiyttdd myods ryhméin sisélld uusien
esitysten muodostamiseen.

Muodostetaan esitys I' ryhméin G esityksistd T' ja T'2.
Tamai tehdésin kiyttamélla kantafunktioina esitysten I'!
ja I'? kantafunktioiden

¢17"'7¢n ja ¢17"'7¢m

kaikkia mahdollisia tuloja. Esitysten dimensiot ovat n ja
m. Silloin funktiot ¢, muodostavat esityksen I’
nm-dimensioisen kannan.

Tamén voi todeta operoimalla Pgr operaattorilla kantaan

Pr(dstn) = Y owl (R)wn D ¥nT2(R)nx
K’ A
= Y owton [ (R)ws

KA

= Y éwtnI(R)

KA

missd T'(R) = T''(R) ® T2(R).
Kuten edelld uuden esityksen karakterit saadaan entisten
karakterien tulona

X(R) = x' (R)x*(R).

Tarked ero aikaisempaan on, ettd esitys I' on redusoituva,

eli
Z a”kl‘

Tami merkinti tarkoittaa sité, ettd suoratuloesitys

I''(R) ® TV(R) redusoidaan blokkimuotoon ja kukin esitys
T'*(R) esiintyy siind a;j;, kertaa.

Kertoimet a;;; saadaan laskettua, kuten aikaisemminkin,

karakterien avulla. Koska
(R) = Z aijrx" (R)
k

T?(R)x]

KA KA

I(R) @ TV(R

x(R) = x'(R)x

Qijk =

Cox**(C),

S = S =

X
R

missd summaus kdy yli luokkien Cj ja N; on luokkaluku.
Yleensd karakterit ovat reaalisia ja silloin kertoimet a;jy
ovat riippumattomia indeksien jérjestyksesté.



Esimerkki: Tarkastellaan paikkoihin z; ja 2
sijoitettuihin hiukkasiin kohdistuvaa kolmidimensioista
rotaatiota Pg:

Pt (@) = ZD‘” R) ) (@)
PrU(zy) = me R) o) (x,)  (332)

Kun operaattorilla Pr operoidaan kantafunktioiden
tuloon, niin saadaan suoratuloryhmén esitysmatriisi

P (90 (1) 99 () )
= (PR (z1)) (PRTY (22))
_ ZZ D(Z) D(J) (R) (1115}) (1) lIll(/j) (:1:2))

-5 (20009) (050 $910).

Aaltofunktioiden
T (g, 25) chk (W (z1) xp(ﬂ(@)) (333)

muodostamassa kannassa suora tulo D9 (R) @ DY (R) on
redusoidussa blokkimuodossa

DY(R)® DY(R Z aijr, DO (R (334)

Kertoimet C%* ovat kvanttimekaniikasta tuttuja
Clebsch-Gordanin kertoimia.



