Faasimuutoksista

Lee-Yangin teoria

Faasitransitio tapahtuu tarkasti mairityssa lampotilassa,
joka riippuu tiheydesté, paineesta ja muista systeemin
intensiivisistd ominaisuuksista. Koska systeemin
tilamuuttujat kayttaytyvat analyyttisesti eri tavoin
transitiopisteen eri puolilla, tdytyy tilasumman olla
ei-analyyttinen transitiopisteesss. Asrelliseen tilavuuteen
suljetun #érellisen hiukkasm#irin energiaspektri {E,} on
diskreetti, joten kanoninen tilasumma
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on argumenttinsa § positiivinen ja positiivisella
reaaliakselilla 8 > 0 sekd sen ympéristossd analyyttinen
funktio. T#lldisessd systeemissd ei niin ollen voi olla
tarkkaa faasitransitiopistettd. Faasitransitio voi siis
esiintyd vain termodynaamisella rajolla, missi

N
V—)oojaN—)wmuttaV—)pzvakio.

Leen ja Yangin malli selittdd, miten analyyttisen
tilasumman lauseke kehittyy kohti ei-analyyttistd muotoa
lihestyttiessd termodynaamista rajaa. Tarkastellaan
tilavuuteen V suljettujen kovien pallojen systeemii.
Olkoon Vj yksittdisen pallon tilavuus. Silloin
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on pallojen maksimim#iri. Suurkanoninen tilasumma
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N,,-asteinen polynomi. Merkitd#n lyhyyden vuoksi
Z(Z) = ZG'(Ta V) /J’)

Olkoot &1, &, .. .,£&N,, polynomin Z(z) nollakohdat.
Koska Z(0) = 1, on algebran peruslauseen nojalla
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Koska Z(z) on reaalinen kun z on reaalinen, tdytyy
nollakohtien esiintys konjugaattipareittain, ts. jokaista
juurta &, kohti on olemassa juuri &.

Termodynaamista rajaa ldhestyttiessd tilasumman Z(2)
nollakohtien lukuméirs lihestyy diretontd. On
oletettavissa, ettd reaaliakseli lihiympéaristdineen pysyy
nollakohdista puhtaana lukuunottamatta joitakin erillisi&
pisteita. Tallaisissd pisteissd saattavat nollakohdat
kerdsntyd reaaliakselille saakka. Nollakohtien tihedsti
peittamilld alueella tai kayrilla funktio Z(z) on
epdanalyyttinen.

Oletetaan, ettd tilasumman Z(z) reaaliakselin
l&heisyydessd olevat nollakohdat tiivistyvat kéyralle C.
Funktio Z(z) on analyyttinen kiyrin molemmin puolin,
mutta sen analyyttiset ominaisuudet ovat erilaiset kiyran
eri puolilla.

Kun kiyrilld C olevat nollakohdat tihentyvét jatkumoksi,
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on nollakohtien lukumé&ira kayrin osalla d€. Tiheys w(§)
on x N,, x V ja siten ekstensiivinen suure. Téasta
partiofunktion muodosta nihdasn selvisti, ettd Z(z) ei
ole analyyttinen, jos z sattuu nollakohtien muodostamalle
kayrélle.

Tarkastellaan esimerkking tilasummaa, joka pisteen zg
liheisyydessa kiyttaytyy kuten
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Tassa

Z(z) = e®*) cosh [% (z — zo)} ,

kun ®(2) on analyyttinen. Tilasumman nollakohdat ovat
silloin pisteissé
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Koska .
In Z(z) = ®(z) + Incosh [Z(Z — 2))

on ekstensiivinen, tiytyy argumentin 7/b(z — zp) olla
ekstensiivinen. Ainoa mahdollisuus on silloin, etta
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saadaan
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. {%Cb(z)%—%ln%%—é(zo—z), z < zg
v @)+ ¢ Ing + 5=(2 —20), 2> z.

Koska suurkanoniselle tilasummalle on voimassa
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Kyseessé on siis tyypillinen ensimméisen kertaluvun
faasitransitio, jossa tiheys hyppdd maaralla
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Isingin malli

Likipitdin ainoat tarkasti ratkaistavat systeemit ovat
Isingin yksi- ja kaksiulotteiset mallit.

Tarkastellaan yksiulotteista spinketjua
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johon sovelletaan periodisia reunaehtoja, ts. asetetaan
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Systeemin Hamiltonin operaattori on silloin
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missd kukin spinmuuttuja voi saada arvot
g; = +1.

Tilasumma, on
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Midritelldan 2 x 2-siirtomatriisi T siten, ettd
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miss 0,0’ = £1. Tilasumma saadaan nyt muotoon
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Matriisimuodosta

T =
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nidhdéin siirtomatriisin olevan symmetrinen. Siten sen
ominaisarvot, joiksi helposti saadaan

At =l [cosh(ﬂj) + 1/sinh*(Bh) + e—4ﬁJ] ,

ovat reaaliset. Olkoon S siirtomatriisin 7' diagonalisoiva
ortogonaalimatriisi (muodostetaan T':n
ominaisvektoreista), ts.
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ja jaljen syklisyysominaisuudesta seuraa, etti
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Tilasumman logaritmi on
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Koska termodynaamisella rajalla, N — oo, on voimassa
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Samoin kuin vapaassa spinsysteemissi vapaa energia
tulkitaan téssdkin magneettiseksi Gibbsin funktioksi.
Spinid kohti se on
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Muiden termodynaamisten muuttujien tasapainoarvot on
laskettavissa Gibbsin funktiosta. Erikoisesti
spinmuuttujan keskiarvo on
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Odotusarvo ¢ on systeemin jdarjestysparametri: o = 0
vastaa spinien tdysin stokastista orientoitumista kun taas
|o| =1 vastaa tilannetta, missé kaikki spinit ovat
jirjestdytyneet yhdensuuntaisiksi.

Jirjestysparametri o vastaa vapaan spinsysteemin
magnetisaatiota M kun h vastaa magneettikenttds H.
Suskeptiivisyys on silloin analogisesti
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Pienen kent#n rajalla h — 0 saadaan silloin
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Kytkennin ollessa ferromagneettinen (J > 0) systeemi
magnetoituu matalissa lampotiloissa voimakkaasti.
Ulkoisen kentéin poistuessa systeemi palaa
epdjarjestyneeseen tilaan o = 0: siinj ei esiinny
spontaania symmetriarikkoa.
Jos kytkentd on antiferromagneettinen (J < 0), on
polarisoituminen vaimennettu eksponentiaalisesti.
Yksiulotteinen Isingin ketju on siis paramagneettinen
systeemi, jossa ei esiinny faasimuutosta. Koska se ei
kuitenkaan noudata Curien lakia, se ei ole Curien
paramagneetti.
Kaksiulotteinen Isingin malli voidaan ratkaista tarkasti
yleistamélls siirtomatriisimenetelmi (Onsager, 1944).
Osoittautuu, etti tissi tapauksessa systeemissi tapahtuu
faasimuutos lampdotilassa

T. = _ ~ 2.269 J.

In(1+v2)

Ominaislimpd divergoi kriittisessd pisteessd T = T,
logaritmisesti ja faasimuutos on jatkuva.

Monte Carlo-menetelmiit

Koska vuorovaikuttavia systeemeji ei yleensi osata
ratkaista analyyttisesti ovat numeeriset menetelmit
ensiarvoisia niiden kisittelyssi. Erds tdrked numeeristen
menetelmien luokka, Monte Carlo-menetelmit, kisittelee
vuoravaikuttavia jirjestelmis stokastisilla simuloinneilla.
Jatkuvien systeemien, kuten ®He- “He-nesteiden ja
elektronikaasun, simulointiin sopivat kenttiteoriaan
pohjautuvat Greenin funktio-Monte Carlo-menetelmiit.
Diskretisoitujen systeemien kisittelyyn soveltuu usein
Metropolisin Monte Carlo-menetelmd:

e Qlkoot systeemin mahdolliset konfiguraatiot
jeJ={12,...,K}
ja niitd vastaavat energiat E(j).
e Muodostetaan konfiguraatioiden ketju ji, j2, - - -, Jn-

e Valitaan ketjun seuraava, (n + 1):s, konfiguraatio
arpomalla mahdollisten konfiguraatioiden joukosta J.
Arvonnan tulos, j', kelpuutetaan, mikéli

— AE = E(j') — E(jn) <0, niin ilman muuta.

— AE > 0, niin vain todennikoisyydells oc e #AF,

e Ketjun {j,} pituuden N kasvaessa (N — oo) kunkin
konfiguraation j esiintymistodennikoisyys tulee

olemaan 4
P(j) e BEG)

e Ketju on siten kanoninen ensemble, jota voidaan
kayttdd odotusarvojen laskemiseen.

Huom. Menetelmésss edellytetiédn, ettd systeemin
energian ominaistilat tunnetaan. Se soveltuu niin ollen
esim. Isingin mallien ja kaikkien klassisten systeemien
kasittelyyn.

Jos energiatiloja ei tunneta, on kvantitus sisillytettava
simulointiin.



