Fermionisysteemeji

Elektronikaasu
Ideaalinen fermikaasu on hyvi aproksimaatio mm.
metallien johtavuuselektroneille.
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Degeneroitunut fermikaasu
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Metallin elektronikaasu
Kun kirjoitetaan tiheys muotoon
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Alumiinille Fermilampotila on Tr = 136 000K. Yleensikin
metalleille on
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joten metallien elektronikaasu on aina vahvasti
degeneroitunut.

Ominaisldmpd Olkoon nyt T' > 0, mutta T’ < Tr.
Tarvitaan g = u(T), kun % = p tunnetaan.
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Ominaislamp0o, joka voidaan kirjoittaa muotoon
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on pieni verrattuna esim. Maxwell-Boltzmannin kaasun
ominaislimpdsn (Cy = Nkp 3). Témi on
ymmarrettivii, silld niiden hiukkasten lukumééri, jotka
voidaan eksitoida termisesti energialla ~ kg7 on Paulin
kieltosddnnostéd johtuen < MB- tai BE-kaasulla.

Paulin paramagnetismi
Elektronin magneettinen momentti on
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tai on magneettinen energia samaa kertalukua kuin
Wy = —UBO, fermienergia. Metalleilla e ~ 5eV, joten By ~ 10°T.
- Realistiset magneettikentét ovat siten < By ja voimme
missd . . cre
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Koska metallin elektronikaasu on voimakkaasti

degeneroitunut (T < Tr), tarkastellaan lampotilaa T' = 0.
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on silloin pieni, sillj vain fermipinnan valittoméssé
ldheisyydessd olevat elektronit voivat polarisoitua
magneettisesti.

Kaksiulotteinen elektronikaasu
Tarkastellaan elektronia, jonka liike on rajoitettu
kaksiulotteiseen xy-tasoon. Magneettikentéssi

B=VxA,

liikuvan vuorovaikuttamattoman elektronin Hamilton on
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ja A on vektoripotentiaali.
Otetaan kiyttoon magneettinen pituus
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Oletetaan, ettd B on z-akselin suuntainen.
Vektoripotentiaalille voidaan valita Landau-mitta

A = (0, Bz,0).

Tassd mitassa Hamiltonin operaattori on
Hy = — [p? Bz)?
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Vastaavassa Schrodingerin yhtilossi muuttujat voidaan
erottaa yritteelld
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missd X = —k,£%. Tam4 yht#ls kuvaa ilmeisestikin
tasapainopisteen X suhteen jousivakiolla
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vardhtelevad yksiulotteista harmonista oskillaattoria.
Ominaisarvot ovat niin ollen
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ja vastaavat (normittamattomat) ominaisfunktiot
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missd H, on Hermiten polynomi.
Asetetaan periodiset reunaehdot:

e elektroni lilkkuu suorakaiteessa, jonka sivut ovat L,
ja Ly.

e y-suunnassa aaltofunktio on tasoaalto e?*v¥, joten
sallitut aaltovektorin arvot ovat
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Energiatilaan FE,, liittyvid ominaistiloja ¢, x on niin ollen
kaikkiaan
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kappaletta, ts. energiatilan E,, eli Landau-tason n
degeneraatio on Nj.
Miiritelldsin vuokvantti ®¢ siten, etti

N#hdain, ettd pituusyksikén £y avulla on
&y = B2wi3.
Degeneraatio voidaan siis ilmaista my6s muodossa
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missd ¢ on L, x Ly-suorakaiteen 1dvistdva magneettivuo.
Olkoon pg elektronien tiheys tasolla eli

N

Pozm,

missd N on elektronien lukuméira
L, x Ly-suorakaiteessa. Maéaritelld&in tdyttosuhde v siten,
ettd
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Se voidaan kirjoittaa myds muotoon
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Kokonaislukuinen v vastaa siis tayttd Landau-tasoa.

Kokonaislukuisesti kvantittunut Hall-ilmi6
Asetetaan xy-tasossa oleva elektronikaasu z-akselin
suuntaiseen magneettikenttiiin B. Ajetaan x-suunnassa
virta I, systeemin ldpi. Kun tarvittava sihkékenttd on
E,, on vastaava vastus



Kuten tunnettua, generoituu (Lorentz-voimien
vaikutuksesta) myds kohtisuoraan suuntaan sihkokentta
E,. Suuretta

E
R, =%

Yy Iw
sanotaan Hall-vastukseksi.
Tayttosuhdetta

2mh po

v =2mlypo = 5
voidaan varioida joko muuttamalla elektronitiheyttd pg
tai magneettikentén voimakkuutta B.

Osoittautuu, ettéd tiyttosuhteen v ollessa likimain jonkin
pienen kokonaisluvun n suuruinen

e Hall-vastus saa arvon

R =Fey =105
ja pysyy téssi arvossa vaikka tdyttosuhdetta hieman
muutettaisiinkin. Hall-vastus Ry on siis likimain
kvantittunut.

e ajavan kentin suuntainen vastus R, hiviii.

T&ma3 ilmid tunnetaan kokonaislukuisesti kvantittuneena
Hall-ilmiénd (Integer Quantum Hall Effect, IQHE).
Koska kvantisointiehdon Ry = h/ ne? on havaittu
toteutuvan erittiin tarkasti (suhteellinen virhe < 1078),
on sovittu, ettd IQHE:t3 kiytetddn vastuksen
standardina. ISO-standardin mukaan Ry = Rk /n, missi

Ry = 25812.807Q

on von Klitzingin vakio.
Kvalitatiivisesti IQHE voidaan ymmirtis seuraavasti:

e reaalisessa materiaalissa on epdpuhtauksia, joiden
vaikutuksesta Landau-tasoilla on energian funktiona
tietty leveys.

e Landau-tasoilla olevien elektronien tilat ovat

lagjennettuja (extended), kuten esim. tasoaallot e?*v¥,
N&ama3 elektronit voivat osallistua virran kuljetukseen.

e elektronit, joiden energia sattuu Landau-tasojen
ulkopuolelle, ovat sitoutuneet epidpuhtauksiin. Nim#
lokalisoituneet elektronit eivit voi kuljettaa virtaa.

e Fermipinnan osuessa Landau-tasolle laajennetut tilat
voivat esteettd kuljettaa virtaa. Elektronien
lisiaminen Landau-tasolle liséd virrankuljettajien
lukum#drds. Tama vastaa Ry-kdyran tasanteiden
valistd aluetta.

e Landau-tason taytyttya lisétyt elektronit joutuvat
lokalisoituihin tiloihin, jotka eivat kuljeta virtaa.
Tallsin virran kuljettajien maéri ei lisdénny, joten
Ry pysyy vakiona. Ollaan siis Rg-kdyrin
tasanteella.

Kvantitatiivinen ymmértiminen (Rg = h/ne?) edellyttés
kuljetusteorian tuntemusta.

Relativistinen elektronikaasu
Elektronien lepoenergia on

me? = 0.511keV

ja relativistinen kokonaisenergia
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elektronin Compton-aaltovektori ja
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sen Compton-aallonpituus.
Koska p = hk, on

er = chy/k2 + k2.

Periodiset reunaehdot ovat samat kuin eparelativistisessa
tapauksessa, eli
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Kun kr = (372p)'/? on kertalukua k., on relativistiset
korjaukset otettava huomioon. Vastaava tiheys on
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Ultrarelativistinen elektronikaasu on kyseessé silloin, kun
kr > k. tai vastaavasti p > pe.

Tarkastellaan kylmdd relativistista ainetta, ts. oletetaan
ettd T K TF.

Kokonaisenergia on
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on keskimd#rdinen elektronin energia.



Eparelativistisella rajalla on voimassa
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josta edelleen saadaan aikaisemmat tulokset kunhan
otetaan mukaan myds elektronin lepoenergia.
Ultrarelativistisella rajalla kr > k. saadaan
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Valkoinen kiipiétiahti

Toimivassa tihdessi ydinreaktioissa (piiasiassa vedyn
fuusioituessa heliumiksi) vapautuva energia ja tihte
kokoonpuristava gravitaatio ovat tasapainossa.
Ydinpolttoaineen loppuessa tihti romahtaa kasaan. Jos
tdhden massa on riittdva pakkautuu aine niin tiukkaan,
ettd kaikki materia on téysin ionisoitunutta. Edelleen
tdhden massasta riippuen stabiili lopputila voi olla mm.

e valkoinen kddpid, jos degeneroituneen elektronisen
plasman paine estid tihted romahtamasta edelleen.

e neutronitdhti, jos elektronikaasun paine ei riit3
kumoamaan gravitaatiovoimia, vaan materia tiivistyy
edelleen neutroneiksi ja nididen degeneraatiopaine
estdi enemméin luhistumisen.

Valkoisen kddpion tyypillisid ominaisuuksia:
e tihden lipimitta 2R ~ 10*km.
e nukleonien kokonaism#ird Ny & 10°7.

e massa M ~ 103%kg ~ M, missi My = 1.989 - 103%kg
on auringon massa.

e massatiheys p,, ~ 10'°%kgm ™ on noin 10°x maan tai
auringon tiheys.

e elektronien lukumiiritiheys p ~ 1036m=3. Téllsin
kr =~ k., joten elektronikaasu on vain kohtuullisen
relativistinen. Siséosien kaasu voi kuitenkin olla
paljon tihedmpéé ja niin ollen ultrarelativistista.

e paine p ~ 10%?Pa ~ 107 atm.

e sisdiosien limpétila T ~ 10'K ~ Ty,. Koska
fermildmpétila on T ~ 10'°K > T on kyseessi,
kuitenkin kylmé elektronikaasu.

Olkoon p(r) paine etiisyydelld r tihden keskipisteestd,
g(r) vastaava gravitaatiokiihtyvyys ja p.,(r) tiheys.
Hydrostaattinen mekaanisten voimien tasapainoehto on

B gr)om(r).
Nyt
o(r) = S0,

missd M (r) on siteen r sisipuolella olevan materian
massa ja
N 2
G =6.673-10"11—-
kg

on gravitaatiovakio. Saamme yhtiloparin

dp(r) _ o M()pm(r)
dr 2
d]\gr(r) = 4nr’pn(r).

Koska ytimissd on neutroneja suunnilleen yhtd paljon
kuin protoneja, joita puolestaan on yhti paljon kuin
elektroneja, on

pm(r) = 2mpp(r).

Tassa
m, = 1.673- 107 %"kg
on protonin massa ja p(r) elektronien lukumiiritiheys.

Hyvani aproksimaationa voidaan tihden
elektronitiheyttd pitdéd vakiona p. Silloin

M(r) = g mmypr’
ja kokonaismassa, siten
8
M= 3 wmppR3,

kun R on tdhden séde. Paineen on nyt toteutettava
differentiaaliyht#lo

reunaehdolla, ettd paine havids tdhden pinnalla, ts.
p(R) =0.

Integroimalla differentiaaliyht&dlé saadaan keskustan
paineeksi
&
=3 Gm.p°R>.

Koska kyseessi ei ole aivan ultrarelativistinen
elektronikaasu, lasketaan paine hieman tarkemmin kuin



edelld. Elektronin keskimééréinen energia on
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Tam4 on relativistisen elektronikaasun tilanyhtalo.
Vaaditaan, ettd tilanyht#lon ja hydrodynaamisen
tasapainehdon antama paine ovat tdhden keskustassa
yhtisuuret, ts.

8
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Sijoittamalla tdhan elektronitiheys massan ja séteen

funktiona, ts.
3M

p= 8mm,R3

paddytiadn ehtoon

M\ 23 R\?2 M, 2/3
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missé
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Tahden siteeksi saadaan

M\ /3 M\ /3
R=R.|— 1—|(— .
M. M.
N#hd&an, ettd valkoisella kadpiolla on maksimimassa
M = M.. Tarkempi lasku osoittaa, ettd valkoisen kaipion

massa ei voi ylittda Chandrasekharin rajaa, noin 1.4Mg,
luhistumatta neutronitdhdeksi tai mustaksi aukoksi.

Muita fermionisysteemeja

Ydinmateria
Raskaiden ytimien massatiheys on

pm ~ 2.8-10kgm 3.

Kun oletetaan protoni- ja neutronitiheydet samoiksi, ovat
kummankin fermikaasun aaltovektorit

kr ~1.36-10%m™!

ja fermienergiat
er ~ 38MeV.

Koska m,c? = 938MeV, on ydinmateria epirelativistista.
Nukleonien véliset atraktiiviset vuorovaikutukset
kumoavat kineettisestd energiasta aiheutuvan paineen.

Neutronitihti

Tihden massan ylittdessid Chandrasekharin rajan
elektronien fermikaasun paine ei riiti kumoamaan
gravitaatiovoimia vaan tihti jatkaa luhistumistaan.
Talloin tdhdestd muodostuu jattidisydin, jossa useimmat
elektronit ja protonit ovat ydinreaktion

pte —n+v,
kautta muuttuneet neutroneiksi. Tahden séide on
R ~ 10km,

nukleoniluku
Ny =~ 10°7

ja massatiheys
pm ~ 108kgm 3.

Gravitaatiovoimaa vastusta paine aiheutuu enimmaikseen
neutronien fermikaasun paineesta ja vahvoista, lyhyill4
etdisyyksilla erittédin repulsiivisista ydinvoimista.

Kvarkkimateria

Kun ydinainetta puristetaan 2-10 kertaa tiheimméksi
kuin atomiytimissé, alkavat nukleonit menns
”pasllekkain”, jolloin niiden sisaltdmét kvarkit
muodostavat kvarkkiplasman.

Nestemiinen *He

Ydin on p+p+n ja ydinspin %

Matalissa lampotiloissa ydinspin mésras statistiikan, ts.
3He atomit ovat fermioneja.

Normaalitiheyttd vastaava fermilimpdtila on

€F

Koska *He-atomien viliset vuorovaikutukset ovat
huomattavia, 2He-materia muodostaa vuorovaikuttavan
ferminesteen. *He-nesteells on kaksi suprafaasia (A ja B).
Niamé ovat tasapainossa normaalin faasin kanssa
kriittisessd pisteessd

Tr

T. ~ 2.TmK .
e~ 2.TmK < 7505



