Ideaalisia systeemeji

Vapaa spinsysteemi
Tarkastellaan N kappaletta spin—% hiukkasta:

S; =
S, =

= S

i=1,...,N.

H—Mh—‘

R

Kokonaisspinin z-komponentti on
1 _
S. = Zs = 5 h(N* —N7),

missé

N+

1
—}—5 h spinien lukum&ira

N-

1
—3 h spinien lukumaéra.

S, mafras systeemin makrotilan.
Merkitddn S, = hv, jolloin

1
Nt = ZN+vw
2
1
N~ = —-N-v
2
ja
1 1 1
=——N —=N+1,...,—N.
v=r—g NNt heng

Olkoon W (v) niiden mikrotilojen lukumééré, joille

S, = hv, ts. W(v) kertoo, kuinka monella tavalla N
alkiota voidaan jakaa N7T ja N~ alkiota siséltéviin
ryhmiin siten, etti NT+ N~ =N ja Nt — N~ = 2v.
Kombinatoriikka kertoo, ettd

N N!
) = (N+)=W
N!
AN+ AN

W (v) on tilan S, = hv degeneraatio.
Boltzmannin entropia on

S =kglnW(v).
Kéyttien Stirlingin kaavaa
InN!'~ NlnN — N
saamme

ImnW{) =~ NIhN-N

1 1 1
—[(§N—V)ln(§N—V)—(§N—V)]
2 1 a7
= 1Nln1 N —l/lnf L
2 + N2 — 2 sN—v

Etsitdén W (v)m dédriarvo:

1 N2 _ 2 2
OlnW(v) _ 1N4 v N o
ov 2 N2 (1N2—V2)2

1

s N
lnf v

sN—-v

LN+
= —In f Y- 0
3 N—-v
Té&std ndemme, ettd v = 0.
Nyt
0?InW (v) B N
ov* =0 i N2 — 2 o
4
= —N <0,

joten v = 0 on maksimi.
Kehitetddn In W (v) Taylorin sarjaksi maksiminsa
ympéaristossa:

InW(v) = InW(0) — % v+ 0W?),

eli W(v) noudattaa normaalijakautumaa

jonka hajonta on

Téssé jakautumassa on
InW(0) ~ NIn2

eli

Tilojen kokonaismiira
Tarkasti on

Wit = Z($>=(1+1)N

Edellisen perusteella on aproksimatiivisesti

appr
Wtot

Q

ZW(O)e’%"2 ~ W(O)/ dve ¥V
2V, JZN.
2

ekstensiivinen

,_/H 1 T

NIn2 + -In (—N)
2 2

= In Wios + epéiekstensiivinen

X

Toisaalta on

epiekstensiivinen

appr  _
In W5, =



Energia
Asetetaan systeemi ulkoiseen magneettikenttasin

B:/'LOHa

missé
H=H:z

on magnetoiva kentta.
Potentiaalienergia on

E = —ILOZILL -H= _NOHZMiza
i i

missd p; on hiukkasen ¢ magneettinen momentti.
Nyt

=S,
missd v on gyromagneettinen suhde. Elektronille on
e
= 2 = ——
Y Yo m’

misséd o on klassinen arvo 5--.

Elektronille voidaan kirjoittaa edelleen
WS = —[BO; = FUB.

Téassé o, on Paulin spinmatriisi ja

eh _seV

Bohrin magnetoni.
Energia on siis

E= —MOHZMZ = —povHS, = ev,

jossa
€ =—hypoH

on energia/hiukkanen. Elektronille on
€ =2uoupH.

Nyt
AFE =¢eAv,

joten ehdosta
w(E)AE =W (v) Av

saadaan tilatiheydeksi

1 E
wE)==W|—
le] €
1) Mikrokanoninen joukko
Merkitdan 1
EO = 5 CN,

jolloin kokonaisenergia on vililla —Fy < E < Ey.
Kirjoitetaan degeneraatio energian avulla muotoon
1 4F2 E. . E+E
1 = “Nln 22— =1
nW() 2 "EH - ¢ "E-E
= Inw(E)+Inlel

Entropiaksi saadaan

S(E) = kplhw(E)
B 1 AE? E  Ey+E
= NkB ElniEg—EQ_mlnEo—E

+epéekstensiivinen termi.

Lampdtila mairiteltiin

1_098
T OFE’
joten
1 N . Ey+E
E)y= ———=—— .
BB =T ® ~ 2B, “E -F
Ratkaistaan téstd energia:
E
E = —Eytanh %
1 pohyH
= ——N H tanh .
5 NuohyH tan ( 2%psT

Magnetoituma eli magneettinen polarisaatio tarkoittaa
magneettista momenttia tilavuusyksikkod kohti, ts.

1
M:vzi:ui.

Magnetoituman z-komponentti on

1 ev 1 hypoHv
V uH V. pH
1

v ’th/

M, =

Nyt
E=—puHVM,,

joten saamme systeemin tilanyhtiloksi

1 pohyH
M = - phytanh
g PN <2kBT ’
missd p = N/V on hiukkastiheys.
Huom. Edelld johdetut relaatiot
E = E(T,H,N)

M = M(T,H,N)
méadradvit systeemin termodynamiikan.

2) Kanoninen joukko
Kanoninen partitiofunktio on

Z = Ze_BE".
n

Téassa
N
E, = _NOHZ Miz
i=1

on yhden mikrotilan energia.



Merkitaan

1
Wiz = by, v, = :I:E.

Nyt

7 = Z Pro Do pis

kaikki mikrotilat

BuohyH ) vi
z% z e

w|»—t

1 N
3
— E ’ eBroHhY — va,
1
2

v=—73
missd Z; on yhden hiukkasen tilasumma

Z, = e—%ﬂuoH7+e%BMoH7

poH~y
2kgT "

2 cosh

Sama tulos saadaan degeneraatiotekijan avulla:

Z W(y)e_ﬂE(")
> W (v)e P

B )

N+
= e 2PN (1+ efﬁe)N

Z

Vapaa energia F' on

F = F(T,H)=-kgTlhZ

—kgTN [ln 2 + In cosh MOkB;h]

Entropia on

oF
5= - (5_T>H

Nkg |02 + Incosh PR

2kpT
pohyH pohvH ]

h
T okpT M T

Derivoidaan vapaa energia kentin H suhteen, jolloin

OF
_ — - v —Bev
(6HZ)T kaT Z 6H ZW

—Bev
tovh E Z vW(v)e

v

= poyh(v) = poV>M,.

Vapaan energian differentiaali on siis

F=-SdT — ioV M -dH,

joten magnetoituma on
M o= L (9F
/LoV OH T

—% phy tanh <N0h7H> .

2kgT

Tam3 on identtinen mikrokanonisessa joukossa lasketun

tuloksen kanssa.

Myoskin mikrokanoninen entropia = kanoninen entropia

+ epéekstensiivinen termi.

Energia
a)
10
Z 0p
1 1
—3 Netanh (5 ﬂe)

= mikrokanonisen joukon energia.

E = (Ew)=er=—

b) Termodynamiikan mukaan

F=E-TS
eli
E = F4+TS=F-— Tg—;i1
— P48 = 556D
_ _%mz

= kohdan a) energia.

Suskeptiivisyys
Miiritelmén mukaan suskeptiivisyys on

(L) __ (2
0H T_ IJ’OV 0H2

X =
1 2
Hop (‘ h’Y) )
ksT cosh? (—'1“—2K°¥)

Kun H — 0, saadaan Curien laki

¢
T7

pop (1 2
C=+——1(zh .
kpT (2 7)
Termodynaamiset identifikaatiot
Aikaisemmin samaistettiin

X:

missé

EYl = F = (H) = U™ = sisiiinen energia,

jolloin
F = E-TS=Ftm™
= Helmholtzin vapaa energia
= U-TS.



Nyt

dF = —SdT — poVM-dH
dFte™ = _ S 4T —dWw,

joten
AW = poVM-dH.

Toinen mahdollisuus
Samaistetaan

E = entalpia = H*™ = H.
Tallsin

F = E_TS:Hterm_TS:Gterm

Gibbsin vapaa energia = G

ja
dG = -SdT — uVM-dH
dH = TdS—-puwVM-dH,
joten
G = G(T,H)

H = H(S H).
Termodynamiikassa pV T-systeemille oli voimassa
dH =T4dS +V dp,
josta saamme analogiat

p +— —uoH (intensiivinen)
V > VM (ekstensiivinen).

Toisaalta oli

U=H-pV
ja
dU =TdS —pdV =TdS —dWw,
joten nyt
U=H+puVM-H
ja
dU =TdS + wVH-dM,

josta

AW = —pugVH -dM.
Esim. Adiabaattinen demagnetointi Nyt

S
N—kB =In2+1Incoshz — ztanhz,
missé
_ hohHy
2kpT

Kun T — 0, niin £ — oo, jolloin

1
Incoshz = In §ex(1+e_2x)

= z-In2+e ¥ +---

ja
tanhz = M
e?(1+e27)
= 1—26_2$—|—"',
joten

S
— 39 —2z
Nkg re +

Kun T' — oo, niin  — 0, jolloin

S
2 e
Nip ™

»Z|n
=

H,< H,< H,

In2

b a

> T

Pienennetiin kenttdd adiabaattisesti vililla a — b. Nyt

S = S(H/T), joten

_og(He\_ o _g(He
s () w5 (%)

eli

T, _ Hy
T, H,
Negatiivinen lampétila
Spinsysteemin entropia on
1 4F? E Ey+E
E)=Nkp|zIln ——2%— — — 1
S(B) = Nkg |5 In E2-E* 2B, " Eo—E|’
missé
Ey = poupHN ja — |E0| <E< |E0|
Nyt

Alunperin jakauma w(E)e™?F /Z maksimi on

negatiivisilla energian F arvoilla. Kédannettiessa dkkid
magneettikentin suunta £ — —F ja vastaavasti § — —f.
Lampotila voi olla negatiivinen, jos energia on rajoitettu

ylh#ilts ja alhaalta.

Klassinen ideaalikaasu
(Maxwell-Boltzmannin kaasu)



C 24

Miaritellasn r; siten, ettéd

Yhden molekyylin ottama tilavuus =

etV _1
T3 TN T
eli
/3
. = 3 _
i 4mp
Tyypillisesti

e atomin tai molekyylin l4pimitta d ~ 2A.

e vuorovaikutuksen kantama 2-4A.

e vapaa matka (t6rmiysvili) I &~ 600A.

e r; STP:ssii (T = 273K, p = latm) r; ~ 20A.

eli
d € r <K l

2 20 600 A

Torméysten térkein merkitys on, ettd systeemi
termalisoituu eli saavuttaa tasapainotilan, jota vastaa
tilastollinen ensemble. Muutoin térméiykset voidaan
(STP:ssd) unohtaa.

Tarkastellaan yhden molekyylin systeemis, joka voi
vaihtaa energiaa (1ampod) ympéristonsi kanssa. Sopiva
ensemble on silloin kanoninen joukko ja jakautuma on
Boltzmannin jakautuma

1
p=Allpl)y = e,

missé kanoninen partitiofunktio on
7 = Z e P,
I

Koska k-avaruudessa 1-hiukkastilojen tiheys on vakio, on
nopeusavarvudessa, missi

3
d*v = %cﬁ = <E> &’k,
m m

tilatiheys myoskin vakio.
Systeemin ollessa translaatioinvariantti on

PR 1,
= —-—mv-,

e = (k| H|k) = = =

jolloin nopeusjakautuma on

f() o (k| plk) = 5T

eli )
f(v) = Ce %*aT,

C m#drdytyy ehdosta

/f('u) dv="=C [/_Z dee%r

_ ¢ (27rkBT>3/2‘

m

Nopeus noudattaa siis Mazwellin jokautumaa

m \3? e
f("):(27rkBT) e

/d3v=/ A2 dv
0

vauhdin eli nopeuden itseisarvon v = |v| jakautumaksi
F(v) saadaan

Relaatiosta,

F(v) = 47 f (v).

F(v)

AN

» Vv

o Todennakoisin vauhti

[2kpT
U = .
m

e Vauhdin keskiarvo

> T
(v) = / dvvF(v) = Sks .
0 ™m
e Nopeuden nelion keskiarvo
> T
(v?) = / dv v F(v) = 3k .
O m

1 . 1 1 1
<§ mv£> = <§mfu§> = <§mv§> = ikBT
1 1 3
<§mv2> = 3<§ mv§> = §kBT,

ts. energia on jakautunut tasan 3:n
(translaatio)vapausasteen kesken: energian ekvipartitio.

ja

Partitiofunktio ja termodynamiikka
Yhden hiukkasen kanoninen partitiofunktio on

Z1(B)

I
—
u
&
£
3
®
©
sl

3/2.

943 (2rmkgT)



Téassé g on spin-degeneraatio. Lampokapasiteetti on
Kun merkitidsn termisti de Broglien aallonpituutta

oU 3
=(2%) =% Nk
o — h2 ov <6T)V’N p Vhe
"=\ 2rmksT

Vertaamalla t#td lausekkeeseen
voidaan 1-hiukkaspartitiofunktio kirjoittaa muotoon
1
v Cyv = 3 fkpN
Z(B)=g el
T

nihddin, ettd vapausasteiden maird on f = 3.
N-hiukkassysteemin kanoniseksi partitiofunktioksi

saadaan
Suurkanoninen partitiofunktio
1 —Bleg, ++ep, ) Magritelmén mukaan on
In = _gNZ...Ze k. k, aa
N!
ki kx . Zo =3 Y e PEN =) Z 57 N7y
1 N _ﬂek N n N
= w2 .
k missé,
1 — B
- ZN z=e
Nt TH

on ns. fugasiteetti ja Zn N hiukkasen partitiofunktio.
Saamme siis

|k1,...,kN> 1

_ L NN _ 27
Zg = N1 2 Zy =e
N

Téassd N! huomioi sen, ettéd kukin tila

tulee mukaan vain kerran. Tilojen moninkertaista

miehitystd tai Paulin kieltosddnt6a ei kuitenkaan ole 5

o . = exp |ePF=|.
otettu oikein huomioon. A2,
Stirlingin kaavan In N! & NIn N — N avulla vapaa
energia voidaan kirjoittaa muotoon Suuri potentiaali on
Fy =

gV
— _kpTlnZy QT,V,u) = —kpTlnZg = —kBTeB”)\—3.

T
= NkgT [Ing—l—lng+h)\‘;’w

Koska
N 2 dQ = —-SdT —pdV — Ndy,
 NEpT | - 2 T —1-lng+ ot P a
vV 2 2 2wmkp
saadaan
Koska p:_(?_Q:_Q :kBTeﬁ”%
dF = —8dT — pdV + pdN, oV A
saadaan paineeksi ja
- o0N gV pV
p=—3v = NksT o o C X ksT
eli pasidytéin ideaalikaasun tilanyhtiléon eli pdddymme ideaalikaasun tilanyhtdloon
pV = NkgT. pV = NkgT.
Entropian -
oF F o3 Téassé
S=——=——+—-Nkp
ar ~ T 2 5 Ny 2 N2y
avulla saadaan sisdiseksi energiaksi = (M= SN Zy
3 _ 1 6ZG _ Oln ZG
U=F+TS = NksT R/ P T

eli ideaalikaasun sisdinen energia. Toinen tapa



Jaetaan N hiukkasta 1-hiukkastilojen kesken siten, etta
tilassa [ on n; hiukkasta.

€,

@ n=1
® ® ® ® n =4
L @ nl:2

Nyt

N = an ja E = Zeml.
! 1
Mahdollisia jakoja on

N!

W:W(nl,n2,...,nl,...) = ﬁ
niing!---ngt---

kappaletta.

Koska jokaisessa jaossa (ni,na,...) jokainen N!
hiukkasten permutaatioista antaa identtisen hiukkastilan,
on tilasumma

Zg = Tr e BH—uN)

S5 %We_m_um

n1=0ns=0

- DY e B

n1=0 ns=0

i Hlii’e% m]
n

l n=0

= Hexp [6_6(61_“)]
1
= exp lz e—ﬂ(el—#)]
l

= exp[e*Z]

eli sama kuin edella.

Nyt
OlnZg  —BYplon e frla-w
ey CIL [l me Prlam)]
= —B{m)

eli tilan I miehitysluku n; on

190InZ 19
ng = <nl) = —— n2G = _ﬂ(el ‘u)

B 0q  BoaC
— e Bla—p),

Boltzmannin jakautuma antaa vairin tuloksen, jos

1-hiukkastilojen miehitys on moninkertainen. Kyseinen

aproksimaation on siis voimassa vain jos
<K€l Vi

eli
ePr < P vl

Nyt min e = 0, joten

Pt < 1.
Toisaalta _
Bu N 3
et = v A, kung=1
ja

N_1_ 3

Vv Arrd’

joten tdytyy olla voimassa

Ar L 15,

Nyt
h2

Ar =\ ———
T 27rmk‘BT

on tyypillisen termisen energian (g = kpT') omaavan
hiukkasen aaltopaketin minimilfpimitta, joten yo. ehto

kuuluu:

Maxwell-Boltzmannin aproksimaatio on hyva alueella,
jossa hiukkasten aaltopaketit eivit mene paillekkéin.

Miehityslukuesitys
Tarkastellaan N hiukkasen vuorovaikuttamatonta,
systeemii.
Merkitdin
|n1,n2,.. ey Mgy e )

kvanttitilaa, jossa n; hiukkasta on 1-hiukkastilassa .

Olkoon tilan i energia €;. T&ll6in

H|n1,n2,...) = (anf,) |TL1,’I'L2,...)
i
N = Zni.
i

1.

Maédéritellasdn luomisoperaattor: a; siten, ettd

a;f [n1,m2,...,04,...) =Clni,na,...,n; +1,..

a;-r luo tilaan ¢ yhden hiukkasen.
Vastaavasti tuhoamisoperaattorille a;:

a;|n1,na, ..., ng,...) =C'ng,ng, ..., — 1,

eli a; h&vittds hiukkasen tilasta i.
Kanta {|ni,na,...)} on tiydellinen, ts.

Z |TL1,TL2, n17n27 | =1
{ni}

)



ja ortonormaalinen eli Fermionit
Fermionien luomis- ja hdvittdmisoperaattorit toteuttavat

! ! —_—
(ny,ng,...| m,m2, . ) = Onyng Ongny <+ antikommutaatiorelaatiot
{ai,a;} = aia;r- + a;r-az. = 0ij
Bosonit {a;, a]-} = {a;!a a;r'} =0.
Bosonien luomis- ja havittdmisoperaattoreille on
voimassa kommutaatiorelaatiot Voidaan osoittaa, etti
1 =
laj,a;] = di a;|ni, ..., ng,...) =
[ai’aj] = [a;'rJa;] =0. (_1)Si\/ni |n17"'7ni_17"'>7 jOS ’I"L,'Z].
0, muulloin
Voidaan osoittaa, etté +
a; |n1,...,ni,...) =
a,’|n1;--'7ni;"'> = Vnilnla"'ani_]-’"') { (—l)Si\/ni+1|n1,...,n,~+1,...), jOSTLiZO
a;f |P1,..niy..) = Vng+1ng,...,ng+1,...). 0, muulloin
Lukuwmddrdoperaattorille Téassé
A 1 Si=ni+ng+---+n;_1.
f; = a,a,
. Lukumairioperaattorille on voimassa
on voimassa
g N1y ey Ny = a;faz-|n1,...,n,~,...) A0, oo ) = 0 [T
= ni'”h"'ania"') jan; =0,1.
. Yksi- ja kaksihiukkasoperaattoreille on voimassa samat
jan; =0,1,2,....

esitykset kuin bosonien tapauksessa.

Huom. Koska a; ja a; antikommutoivat, on oltava
tarkkana luomis- ja hivittidmisoperaattoreiden
jéirjestyksen kanssa O(® :ssa.
Vuorovaikuttamattomien hiukkasten tapauksessa
o — Z < z| o ‘ j> a;f a;. Hamiltonin operaattori on konfiguraatioavaruudessa

H=Y H(r),

Mielivaltainen yksihiukkasoperaattori, ts. operaattori
0, joka konfiguraatioavaruudessa operoi yhden
hiukkasen koordinaatteihin, voidaan kirjoittaa
miehityslukuesityksessa

4]

Kaksihiukkasoperaattorille O?) saadaan esitys

0@ — Z <@J‘ o® ‘kl> a;[a;r-alak. missé 1-hiukkas-Hamilton H; on
ijkl 12
2
Esim. Hamiltonin operaattori Hi(ry) = “om Vi +U(ri)
o, 1 Olkoot ¢; Hp:m ominaisfunktioita, ts.
H= Z—%Vz + 5 ZV(’M,’I"j)
' 7 Hy¢;(r) = €;6(r).

on hiukkaslukuesityksess&

H:Z<z

i,5

Miehityslukuavaruudessa on silloin
K H=3 eaje; = ey
J J

1 .
5 2 (il V [kl) alalaay,

= ja
ijkl ~
o K=Y aje, = Y5,
missé J J
B2 72 . " . S
Q| = 2= V2|5 ) = ——— ¥ (r) V26, (r) d°r Suurkanoninen partitiofunktio on t#llsin
2m 2m J o
. Zg = Tre BHE-1N) _ ZZ e B mla—n)
ja
ni na

(1| V |kl) =

/ 97 (r1) ¢} (r2)V (r1,72)dp (r2) ¢y (r1) d°r1 d’ra. . Bose-Einsteinin ideaalikaasu



Bosonisysteemille yksihiukkastilojen miehitys on
n; =0,1,2,.... Suurkanoninen tilasumma on

oo oo
Z Z e B ma—n)
n1=0n2=0

I3
- [——

1-— e—ﬂ(fl—ﬂ«) ’

ZGBE =

Suuri potentiaali on

QBE = kBTZIH [1 - e_ﬁ(“_“) -
1

Tilan ! miehitysluku on

R IUES D I) DL
ZG ni n2
190 1 o0N
= — In _
Boa ¢ da’
joten saamme Bose-Finsteinin miehitysluvuksi
o 1
™= eﬁ(fl_ﬂ) -1
Entropia

Koska dQ) = —SdT — pdV — N du, saadaan
o0
s - (o),

_szln[ Blet—n)

1
— I _ —Ble1—w)
kBT; 1 — e Bla—n) (e = e - kBT2'
Nyt
e/@(fz—u) =1+ _i
ny
ja
B(er — p) =In(1 + 7y) — Inqy,
joten
ny
S = -k In{1-—
B ; o ( n; + 1)
+kB z i [ln(ﬁl + 1) —In ﬁl]
I
eli

S=kp Y [(n+1)In(n; +1) —mlnny].
l

Fermi-Diracin ideaalikaasu
Hamiltonin operaattori on

= E ela;ral
l

ja hiukkaslukuoperaattori
T — T
=Y dla.
I
Nyt
{ayal} =
ja
{a,,a,} = {a;r,a},} =0.
Tilan [ miehityslukuoperaattorin
n = azral
ominaisarvot ovat
n; = 0, 1.
Tilasumma suurkanonisessa joukossa on

Za,FD
— Tr e—ﬁ(ff—uN)

1 1
=y ¥ ...<n1n2...‘e*B(H7uN) ‘n1n2...>
n1=0n2=0
1 1
z ___e*ﬂzl n(e1—p)

=0 n.

] {Ze_w, )

- H 1 4 e Bla- u)]
i

Suuri potentiaali on

Qp = —ksT Y In [1 e Bla-m]
l

Tilan [ keskim&drdinen miehitysluku on

1 ~ ~
iy = ()= Tr e PH—#N)
G,FD
_ Z z se B2y (e —m)
ZG FD

n1=0no=0

10In ZG,FD _ 6QFD
_E 6€l - 661
e Ble—p)

Saamme siis Fermi-Diracin miehitysluvuksi

1

= eBla—n) 4+ 1°
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Tulos on luonnollinen, silli n? = n;.
Hajonnan nelioksi saadaan
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Fluktuaatioita esiintyy vain kemiallisen potentiaalin
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