Klassinen faasiavaruus Mitattavan suureen f = f(P) tilastollinen keskiarvo eli
ensembleodotusarvo on

Faasiavaruus ja todennikdisyystiheys

Tarkastellaan N hiukkasen systeemis d-ulotteisessa (fy= / dr f(P

avaruudessa. Kanoniset koordinaatit ja impulssit

Liitetddn kuhunkin faasiavaruuden pisteeseen

¢ = (@, n) nopeuskentt,
p = (p1,--.,pan)

. O0H OH
mairiivit tiydellisesti systeemin mikroskooppisen tilan. V=1(4,p) = (6_;0’ _a_q) :
Foasiovaruus on 2dN ulotteinen avaruus {(p, ¢)}, jonka
jokainen piste P = (p,q) vastaa systeemin mahdollista Todennikoisyysvirta on silloin Vp. Alkion I'g sisdltdmé
tilaa. todenniksisyyspaino kehittyy silloin kuten
Trajektori on sellainen faasiavaruuden kiyri, jota mydten 9
piste P(t) ajan funktiona litkkuu. — pdl = — Vp-dS.
Trajektorin madradvat klassiset liikeyht&lot 0t Jr, 9o

dqi _ OH ds
dt Op;
dpi _ O0H
dt - 6(],' ’
missi,
Koska
H = H(qla -+34dN,P1, - '7pdN7t) VpdS= V(Vp)dI‘,
= H(q,p,t) = H(P,1) ar, To

on systeemin Hamiltonin funktio. saadaan rajalla I'y — 0 jatkuvuusyhtdld

Trajektori on stationddrinen, jos H ei riipu ajasta: o
samasta alkukohdasta P ldhtevit trajektorit ovat P + V- (Vp) =0.
identtisia.

Olkoon F' = F(q,p,t) jokin systeemin ominaisuus. Nyt Liikeyhtaldiden

dF OF . OH
= q =
i = o TIBEYL ' Op;
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missd {F, G} on Poissonin sulkusuure P = - oa
K3

{F,G} = Z (— - _ = _> i perusteella on voimassa

Magritelladn faasiavaruuden tilavuusmitta d¢;  Op; =0,

joten saamme kokoonpuristumattomuusehdon
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vv= Z[afh api] =0
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_ indpz’ _ 1 —dN
dF—H 5 = h"""dqy ---dgandp: - - - dpan-.

Tissd h = 6.62608 - 10~34Js on Planckin vakio.

Huom. [dgdp] = Js, joten dI' on laaduton. Jatkuvuusyhtélostd saadaan silloin
Huom. AT =1 vastaa pienintd mahdollista
faasiavaruuden alkiota, johon systeemis vastaava piste 0 = ap +V-(Vp)
voidaan epitarkkuusperiaatteen mukaisesti lokalisoida. ot
. — . . . . . a
Tilavuus AT = [ dI‘ on silloin sul'm‘ml'leen sama“lfull.n ko _ V- V+V-Vp
avaruuden osaan liittyvien kvanttitilojen lukumé&ra. ot
Ensemble eli tilastollinen joukko tarkoittaa niité tietyn _ 8p +V-Vp.
hetkisié faasiavaruuden pisteitd, joita vastaavat Tt

makroskooppisesti identtiset systeemit.
Systeemin makrotilaa vastaa siis joukko mikrotiloja, jotka
kuuluvat ensembleen todennikoisyydella p(P) dL'. p(P) d bS]

on todenndkoisyystiheys, joka toteuttaa ehdon a ot +V-v

B Q+Z a+ o
/de(P)zl- Coat < q’ai * Op;

Kun otetaan kiyttoon konvektiivinen aikaderivaatta



voidaan jatkuvuusyht&lo kirjoittaa Liouwvillen lauseena
tunnettuun muotoon
d
at”
Faasiavaruuden pisteet liikkuvat kuten

kokoonpuristumaton neste, joka kuljettaa mukanaan
vakiona pysyvad ensemblea kuvaavaa todennékoisyyttéa.

(P(1),t) = 0.

Virtaus faasiavaruudessa
Energiapinta I'g on monisto, jonka miirds yhtalo

H(q,p)=E.

Koska energia on liikevakio, liikkuu kukin faasipiste P(t)
tietylld energiapinnalla I'g;.
Systeemin energian odotusarvo

E=(H)=/dFHp

on myos liikevakio.
Energiapinnan tilavuus on

Sp = /dFE = /dF(S(H(P) - E).

Faasiavaruuden tilavuus on

/dF:/ dEXE.

Tarkastellaan energiapinnan elementtii AT'g.

Epdergodinen virtaus: Ajan kuluessa elementti AT g
kdy ldpi vain osan energiapinnasta I'g.

Ergodinen virtaus: Melkein jokainen pinnan I'g piste
on joskus mielivaltaisen lihelld mitd tahansa AT g:n
pistetta.
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Virtaus on ergodinen, jos Vf(P), f(P) ”riittdvin
tasainen”, on voimassa

fT: <f>E7

missd f on aikakeskiarvo

T
F= lim l/o dt f(P(t)

T—oo T

ja (f)E odotusarvo energiapinnalla
1
fe=g- [deie)
E

Maidaritellisan mikrokanoninen ensemble siten, ettd sen
tiheysjakautuma on

pi(P) = 5 (H(P) - E).

Jokainen energiapinnan piste kuuluu samalla
todenn#koisyydelld mikrokanoniseen joukkoon.

Mikrokanoninen ensemble on stationdirinen, ts. Q{‘;t—E =0
ja siind lasketut odotusarvot ajallisesti vakioita.
Sekoittuva virtaus on sellainen ergodinen virtaus, jossa
energiapinnan elementin dI'g pisteet hajaantuvat ajan
my6td ldhes tasaiseksi jakautumaksi yli koko
energiapinnan.

Jos pg(P,t) on mielivaltainen epistationéirinen
tiheysjakautuma energiapinnalla hetkelld ¢ = ¢, niin

Jim pp(P,t) = < S(H(P) ~ E) = pi(P)
— 00 E
ja

lim (f) =

Jim im [ dr (P, 0)£(P)
- / dr f(P)pp(P)

lim
t

eli mielivaltaista (epétasapaino)tilaa kuvaava jakautuma
kehittyy kohti mikrokanonista ensemblea.

Mikrokanoninen ensemble ja entropia
Jos makroskooppisen systeemin kokonaisenergia,
tunnetaan tarkasti, sen tasapainotilaa voidaan kuvata
mikrokanonisella ensemblella. Vastaava,
todennikoisyystiheys on

pi(P) = ﬁ 5(H(P) - ).

Annetaan mukavuussyisti energialle ”liikkumavaraa”ja
mairitellain

1
P) =
pE,AE(P) Zoan

0(E+ AE—-H(P)§(H(P)—-E).
Téssd normitusvakio
ZEAE = /dF 0(E + AE — H(P))§(H(P) — E)

on mikrokanoninen tilasumma eli partitiofunktio. Zg Ar
on energiaviipaleen £ < H < E 4+ AFE siséltidmien tilojen
lukumiirs (ks. faasiavaruuden tilavuusmitta).
Mikrokanonisessa ensemblessa on todennikdisyys
jakautunut tasan sallittuun faasiavaruuden osaan.

Entropia
Midritellisan Gibbsin entropia

S = —kB/de(P) In p(P).

Olkoon AT; faasiavaruuden elementin ¢ tilavuus ja p;
keskim#ériinen todennikdisyystiheys i:ssi. Systeemin tila
on todenn#kdisyydelld

pi = pi AT

elementissi ¢ ja

Zpi =1L



Valitaan kaikki elementit kooltaan pienimmiksi
mahdollisiksi, ts. AT'; = 1. Silloin

—kp Y _pilnp;,

sill In AT; = 0.
Jos p on tasainen alueessa AT = W, on

-1
p= W)
jolloin

1 1
S = —kBW an /dF.

Saamme Boltzmannin entropian
S = kB InW.

Tassd W on termodynaaminen todenndkdisyys: kaikkien
niiden tilojen lukum&ira, jotka vastaavat systeemin
makroskooppisia ominaisuuksia.
Voidaan osoittaa, ettd entropia on additiivinen, ts. jos
systeemi koostuu kahdesta osasysteemistd 1 ja 2, niin sen
entropia on

Sl+2 =51+ 5s.

Jos vaaditaan, ettid entropialla on maksimi ehdolla

[aroe) =1,
tulee p olemaan muotoa
p(P)=po VP € T'g.

Entropian maksimiperiaate johtaa siis mikrokanoniseen
jakautumaan.

Entropia ja epéjirjestys

Entropian maksimi

=4

Mikrokanoninen ensemble

<~

Jokainen mikroskooppinen tila, jolle on voimassa

E<H<E+AE,

esiintyy samalla todenndkoisyydelld, ts. vallitsee
tdydellinen informaation puute.

=

Ep3jirjestys on suurimmillaan.



