Kriittiset ilmiot

Toisen kertaluvun faasitransitiossa systeemi yleensi
siirtyy ylempad lampotilaa vastaavasta faasista alempaa
lampotilaa vastaavaan vihemmain symmetriseen faasiin.
Sanotaan, etti kyseessd on jonkin symmetrian spontaani
rikkoutuminen. Esimerkiksi ferromagneettinen materia
polaroituu tietyn kriittisen l&dmpétilan alapuolella. T&ll6in
rikkoutuu spinrotaatiosymmetria.

Symmetrian rikkoutumisastetta kuvataan
jarjestysparametrilla, joka yleensd liitetdén systeemin
jonkin observaabelin odotusarvoon. Ferromagneettisen
systeemin tapauksessa sopiva jarjestysparametri on
magnetoituma m. Symmetrisessi faasissa m = 0 ja
jirjestdytyneessd eli symmetrian rikkovassa faasissa

m # 0.

Olkoon nyt jirjestysparametri m ja h vastaavaan
observaabeliin kytkeytyva ulkoinen kentté. Tarkastellaan
systeemid kriittisen pisteen T' = T, 13histolli. Kun
merkitidin

T=T-1T,
on kriitinen piste (7, h)-tason origossa.
Koska kriittinen piste on termodynaamisten potentiaalien

singulaarisuuspiste, jaetaan ndmé sdsnnollisiin ja
singulaarisiin osiinsa. Esimerkiksi kirjoitetaan

F(T,m) =
G(T,h) =

FO(Ta m) + FS(Tam)
Go(T, h) + Go(T, h) = F — hm,

missé funktiot Fy ja Go ovat sdinnollisid pisteen
(t =0, h = 0) ympéristdssd funktioiden Fy ja G ollessa
singulaarsia. Niiden differentiaalit ovat

dF(T,m)
dG(T,h) =

—SdIl' + hdm
—SdT' — mdh.

Kriittiset eksponentit

Kriittisen pisteen ldheisyydessd termodynaamisten
muuttujien singulaariset osat ovat (suurella tarkkudella)
verrannollisia suureiden 7 ja h tiettyihin potensseihin.
Kriittiset eksponentit eli kriittiset indeksit maaritellian
seuraavasti:

e a,a' midrddvit ominaislimmon singulaarisen osan

siten, ettd
2
- (5r)
oT* Jy,

_ { K712,

I _ 7
K (_T) @ )
Kiytinnossi on o' = a.

Ch

kun T > T,
kun T < T.,.

e [ midrid jirjestysparametrin kiyttiytymisen,

0, kun T > T,

m(T) = { K(-7)8, kunT <T..

e v, liittyvit suskeptiivisyyteen,

- (3),-(59)
X = \Bn _ on® ) ;

_ { K, kun T > T,

K'(-7)™, kunT < T..
Mitaustarkkuuden rajoissa on v’ = 7.
e § kertoo, miten jirjestysparametri riippuu kentésti h
kriittisessd lampotilassa T = T.:

m(T., h) = K h/°.

e v miirai korrelaatiopituuden riippuvuuden
lampdotilasta,
§=K|r|™".

Indeksi v ei itseasiassa ole termodynaaminen suure,
sillg se liittyy mikroskooppiseen parametriin &.

Skaalausteoriaa
Skaalautuva yhtdlo on sellainen, joka siilyy invarianttina
mittakaavan muutoksissa kun mittayksikot valitaan
toistensa suhteen sopivasti skaalaten. Tarkastellaan
esimerkkind Navier-Stokesin virtausyhtaloa

ov

_e_ L 2
a+(v-V)'u—f mpr+1/V v,

missd v on nopeus, p tiheys, p paine ja f voima. Kerroin

yo
mp
on kinemaattinen viskositeetti ja n viskositeetti. Olkoot
T, L,V ja M ajan, pituuden, nopeuden ja massan
dimensiolliset yksikét. Vastaavien mittalukujen ¢/, v/, v’
jam' (esim. massa on m = m'M) avulla Navier-Stokesin
yht#lé saa muodon

o' ! AW / 1 1 2

—+ @ -VW=¢Ff- V'p' + = V.

50 T w=Ff o Pty

Parametri R on dimensioton Reynoldsin luku

_ I _VL_mpVL
T Tv v n ]

joka karakterisoi virtausta: jos R<10...100, virtaus on
yleensi laminaarinen ja jos RX10...100, se on
turbulentti.

Mittalukujen avulla kirjoitetusta Navier-Stokesin
yhtdlostd ndhdédan, ettéd systeemien kdyttdytymisen
madrdd Reynoldsin luku. Jos systeemistd S padstiin
systeemiin S; skaalaamalla mittayksikot siten, etté
Reynoldsin luku sdilyy muuttumattomana, sdilyy my6s
systeemid kuvaava yhtilo, samoin kuin vastaava ratkaisu,
muuttumattomana. Sanotaan, ettd systeemit S ja S; ovat
similaariset.

Konkreettisena esimerkking tarkastellaan kahta,
systeemii, jotka ovat samaa ainetta, ts.

p=p1jav=u.



Skaalataan lineaarinen mitta tekijilly s eli
L1 =sL.

Jos halutaan systeemien olevan similaarisia, tdytyy
Reynoldsin luvun siilyd invarinattina. Esim.
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stTv’

_L2_ 13 _
_TI/ _T11/1 a

joten ajan skaalaustekijin sy tdytyy olla
st = s2.

Olkoot A ja A; jotkin similaarisiin systeemeihin S ja Sy
liittyvat dimensiolliset mittayksikot. Osoittautuu, ettd
kaikki skaalaluslait ovat muotoa

Ay =54
missi d, on rationaaliluku.

Skaalaushypoteesi
Tiiviissd aineessa (nesteessi, kiteessd, .. .)

e mikroskooppisen pituusskaalan mi#rids aineen
atomien tai molekyylien vilinen etiisyys

e makroskooppisia suureita tarkasteltaessa aineen
mikroskooppinen rakenne ei niy.

e ainoa makroskooppisestikin oleellinen materian
mikroskooppisiin ominaisuuksiin liittyva pituusmitta
on korrelaatiopituus &, silléd kriittisen pisteen
ldheisyydessé se kasvaa makroskooppisen suureksi.

On siis syyté olettaa, ettd lihestyttiessi kriittists
pistettd klassinen similaarisuus alkaa olla voimassa:

e Tarkastellaan kahta sama-aineista kappaletta, joissa
korrelaatiopituudet ovat £ ja &;.

e Korrelaatiopituus ilmoittaa fluktuaatioden
mittakaavan, ts. aineen rakenteen mittakaavan
(edellyttiien, ettd havainnot eivit pysty erottamaan
atomaarisia rakenteita,).

e Kun kappaleita tarkastellessa kiytetdin sellaisia
suurennoksia, ettd £ ja & ndyttivit saman
mittaisilta (ja sen lisiksi mahdollisesti valitaan
sopivat seurantataajuudet), ei kappaleiden valilla
voida havaita mitdin eroavuuksia.

Koska korrelaatiopituus kriittisessi pisteessd on ddreton,
esiintyy jirjestysparametriin liittyvissd suureissa
fluktuaatioita kaikissa mittakaavoissa, ts. atomaarista
mittakaavaa lukuunottamatta systeemissé ei ole
luonnollista pituusmittaa. Systeemi siis nadyttii
samanlaiselta, itsesimilaariselta, katsottiinpa sitd missi
mittakaavassa tahansa. Olettamus itsesimilaarisuudesta
matematisoidaan skaalaushypoteesiksi:

e Kaikkien termodynaamisten suureiden singulaariset
osat skaalautuvat yksinomaan korrelaatiopituuden &
potenssifunktioina.

e Suure A kiyttdytyy kriittisen pisteen liheisyydessi
kuten
Aocg i,

missd d4 on suureen A skaalausdimensio.

Korrelaatiopituuden skaalausdimensio on siten d¢ = —1.
Edelleen nihdéiin, ettd suureen A*BY - - -
skaalausdimensio on

d(AmBy...) =xds+ydp +---.
Koska kriittinen indeksi v mé#ariteltiin siten, ett
£ oc 7|7,
on lampdotilan skaalausdimensio
d, =v7L.
Téarkeimpien suureiden dimensiot ovat

e Korrelaatiopituus £: Aiemmin todettiin, etti

de = —1.
e Lampdtila 7: Saatiin

1
d, =

v

e Pituus £: Koska korrelaatiopituus m#iris systeemin
pituuskaalan, skaalautuu ¢ samoin kuin £ eli

dy = —1.

o Aaltovektori q: Aaltovektori on oleellisesti kdintien
verrannollinen pituuteen, joten

dy=1.

o Jirjestysparametri m: Indeksi § madriteltiin siten,
ettd m o< (—7)?, joten

o Vapaa energia G: Skaalamuunnokset eivit vaikuta
systeemin vapaaseen energiaan, joten

da = 0.

o Tilovuusyksikkdd kohti laskettu vapaa energia g:
Koska g = G/V, on

dy =dg —dy = —dd; = d,
kun d on avaruuden dimensio.

o Ominaislimpé c: Koska ominaislimpd(tiheys) on

0%g
CR _Tc w,



toteuttaa skaalausdimensio d. ehdon

2
de=dy—2d, =d— >

Ominaislimmolle on siis voimassa
e o §(2/u)7d o |T|dV72
ja kriittisen indeksin a mairitelmén mukaan
cox |7T|7.
Kriittisid indekseja sitoo niin ollen skaalauslaki
a=2-uvd.

e Kenttd h: Tasapainossa jirjestysparametri m on

__9
- Tow

joten
dm =d—dp.

Kentille A on siis voimassa
dhzd—dmzd—é.
v

Suskeptiivisuus noudattaa indeksin v mi#ritelméin
mukaan relaatiota

om
7" -y
joten
dm — dp = —7d,.

Vertaamalla tdstd saatavaa dimensiota dj, aikaisempaan
tulokseen saamme skaalauslain

v =vd — 20.

Edelleen indeksi § madriteltiin siten, ettid kriittisessé
lampdotilassa on

m o hl/9.
Tallin on p
dm = Fha

josta aikaisemman tuloksen perusteella saadaan

skaalauslaki J
14
0=— —1.
B

Edell4 johdetuista kolmesta skaalauslaista voidaan
mikroskooppiseen korrelaatiopituuteen liittyvé vaikeasti
mittava indeksi v eliminoida, jolloin jiljelle jadvat
termodynaamisia indeksejd sitovat skaalauslait

a+284+y = 2
pe-1) = .
Huom. Vaikka edelld johdetut skaalauslait perustuvat

fenomenologiseen argumentointiin, pitdvit ne paikkansa
mittaustarkkuuden rajoissa.

Widomin skaalaus
Tarkastellaan alkeiskoppia (tai hiukkasta) kohti laskettua
Gibbsin funktiota

g(’l’, h) = gO(Ta h) + gs(TJ h)7

missd on jélleen erotettu sddnnollinen osa ja kriittisessd
pisteessd (7 = 0, h = 0) singulaarinen osa toisistaan.
Tamén differentiaali on

dg = —sdrt — mdh,

kun s = S/N on entropia alkeiskoppia (hiukkasta) kohti.
Koska jirjestysparametri m on nolla kriittistd pistett
korkeammissa lampotiloissa, tdytyy siihen liittyvien
kriittisten eksponenttien mairiytys yksinomaan
singulaarisesta funktiosta g;.

Funktio f on yleistetty homogeeninen funktio, jos se
toteuttaa ehdon

f()\alxl,)\a2$2, .. ) = /\f(.fl}l,xz, .. )

Widomin hypoteesin mukaan funktio g, kiyttaytyy
kriittisen pisteen ldheisyydessd, kuten yleistetty
homogeeninen funktio eli skaalautuu kuten

9s(AP1,\1h) = Ags(T, h),

kun A > 0 ja p ja q ovat jotkin, systeemisti riippuvat,
eksponentit.

Koska skaalausyht#lo on voimassa kaikilla positiivisilla
suureen \ arvoilla, on se voimassa kun A = h—1/4, jolloin
A7h = 1. Skaalaushypoteesi voidaan siis kirjoittaa
muotoon

gs(7, h)

w9 (a7 1)
= /g (#) :
Tasséd on médritelty
¢(z) = gs(z,1).
Kriittiset indeksit saadaan seuraavasti:

e (3. Derivoidaan skaalausyhtilo
gs(\P1, ATh) = Ags (7, h),

kentin h suhteen ja muistetaan, ettd
jirjestysparamaetri on

m(r, h) = _7898(;;’ h.

joten on voimassa skaalausehto
Am (NP1, Nh) = dm(T, h). (%)

Koska jirjestysparametrin oletetaan olevan m # 0,
on 7 < 0. Silloin voidaan valita A siten, etti
MP7 = —1. Asettamalla h = 0 saadaan

m(Ta 0) = (_T)(l_q)/pm(_]-a 0)



Majdritelmin mukaan on Helposti todetaan, ettd Widomin skaalaushypoteesi
johtaa skaalauslakeihin

a+2f+y =
joten Bé6—-1) = ~.

m(Ta 0) X (_7—)57

P Kadanoffin skaalausteoria

Toisin kuin edells kuvattu Widomin skaalaushypoteesi,
Kadanoffin kehittimi menetelmé (1966) perustuu aineen
mikroskooppisiin ominaisuuksiin.

Kadanoffin menetelmi péapiirteittain:

. Asetetaan yhtdldssi (x) 7 =0 ja A? = 1/h, jolloin

m(0,h) = hY171m(0,1).

Miiiritelméin mukaan m(0, h) o< h'/9, joten e Yhdistetddn alkuperiiset mikroskooppiset
¢ tilamuuttujat blokeittain blokkimuuttugiksi.
0= 1—¢q o Madratdan blokkien viliset efektiiviset

vuorovaikutukset. Tatd mikroskooppisen systeemin

~,7'. Midritelmin mukaan suskeptiivisyys on systeemin karkeistusta sanotaan blokkimuunnokseksi.

e Blokkimuunnokset muodostavat kommutatiivisen
puoliryhmin, ns. renormalisaatioryhmdn.
Muunnoksia voidaan tehd# toistuvasti perdkkéin.

joka kriittisen pisteen ldheisyydessd kiyttdytyy kuten o Koska, kriittiseen pisteeseen ajautuneessa systeemissi

ei ole luonnollista mittakaavaa, ndyttavit muunnetut

Om(t, h)

i) = =g

-
X { i ’_7, kun 7 >0 systeemit toistensa kopioilta. Kriittinen piste vastaa
(=7)7", kun7<0. niin ollen muunnosten kiintopistettd.
Derivoimalla (*) kentén h suhteen saadaan Sovelletaan menetelm&é d-ulotteiseen Isingin
spinsysteemiin.
N2y (AP, A7h) = Ax(T, h).
Blokkimuunnos
Asetetaan h = 0 ja AP7 = =1, jolloin Merkitadn alkuperiisis hilapisteitd indekseills i, 7, ... ja
niistd yhdistimalla saatuja blokkeja indekseilld I, J,. . ..
x(1,0) = | 7|~ 24~ V/Py(£1,0). Blokin I blokkispin o médritelldén siten, ettd
Tasté voidaan lukea eksponenttien v ja 4’ arvoiksi o= Z Oi-
iel
24— 1_ Jos blokkeihin I paadytésn skaalaamalla pituusmitta
p tekijalld L, on kussakin blokissa L? spinis. Koska kukin
spin voi Isingin mallissa saada arvot o; = £1, voi
a,a’. Ominaislamps on blokkispin saada arvot
8%g oy =-L% -L¥+2,...,L°
Ch X o2 eli kaikkiaan L% + 1 eri arvoa.

Olkoon H alkuperdinen Hamilton. Merkitdan
’H[O'z] = ,BH = —KZUiO'j - hZUi.
9s(APT, Xh) = Ags(T, h) (i) i
Tilasumma on

Z = e_g = TI‘ e_’H[a"] = Z e_H[‘”],
N2Pc, (NPT, M7h) = Aep (T, h). {0}

missd G = G, G on Gibbsin funktio. Jaetaan
summaukset jilked laskettaessa kahteen osaan

Derivoidaan skaalausyhtalo

kahdesti muuttujan 7 suhteen. Saadaan

Asetetaan h = 0 ja AP7 = %1 ja verrataan tulosta
indeksien « ja o' m#iritelméin

7 = —H[oi]
T, kun 7 >0 {UZ} ¢
Ch X (=)=, kun T < 0. '
— —H[O’,’] ! .
N#hdisn, ettd PIDIL IIs ("I ’ Z ‘”)
{o7}{oi} T iel

1 — o'l
weo =9 L = Y el
p {o}}



Té&ssd on médritelty

e~ Mol — Tr{a,j}ef?l[ai]
_ ze—wwlna<a;,za,~).
{o:} I iel

Kuten méiiritelméisti

H[O’II] =In Tr{JII}G_H[oi]

néhdéén, on Hamiltonin blokkkifunktio H[o}] itseasiassa
redusoitu vapaa energia. Se voidaan siis kirjoittaa
muotoon

Hlo7] = Hloi] T TSlio3 5

missé m

o
energian odotusarvo (sisdinen energia). Hamiltonin
blokkifunktio sisiltd& niin ollen blokkien sisdisiin
muuttujiin liittyvén sisdisen entropian.
Kriittisen pisteen ldheisyydessd, skaalainvarianssista
johtuen, oletetaan redusoidun vapaan energian olevan
likimain samaa muotoa kuin alkuperdinen Hamiltonin
funktio. Jotta tdhin paistiisiin, skaalataan blokkispinien
arvoalue siten, ettd

on blokkikonfiguraatioissa {o} laskettu

UII = ZzOoy,

missd o7 = +1. Koska blokkispinin maksimiarvo on L¢,
taytyy olla z < L.

Kriittiset eksponentit
Kadanoffin mukaan blokkimuuttujan efektiivisesti
tarkeimmét arvot ovat +z. Merkitdan

Hilor] = H[zo1].

Kirjoitetaan uusi Hamilton Hy samanmuotoiseksi kuin
alkuperdinen H:

HL[O'I] Z—KLZO'IO'_]—hLZO'I.

(IJ) I

Parametrit Ky, ja hr riippuvat nyt skaalasta L. Olkoot
parametrien arvot kriittisessd pisteessi

K = K.
h = h.=0.

Koska kriittisessd pisteessi skaalattaessa mikain ei
muutu, tdytyy siind myos olla voimassa

K, = K.,

hy = h.=0.
Tarkastellaan kriittisen pisteen ympiristoi. Oletetaan,
ettd h # 0, jolloin myds sité vastaavalle skaalatulle

kentille on voimassa hr, # 0. Kirjoitetaan alkuperiinen
kytkinvakio muotoon

K = K.+ AK

ja vastaava skaalattu kytkinvakio muotoon
K, =K.+ AKjy.

Muutetaan nyt skaalaussuhdetta L (pienelld) maaralls
0L, jolloin skaalauksen suhteellinen muutos on dL/L.
Voidaan olettaa (hyviné aproksimaationa), ettd
skaalattujen parametrien suhteelliset muutokset ovat
verrannollisia skaalauksen suhteelliseen muutokseen, ts.

0AK], 0L
AK, 'L
dhy 6L
E =Y f;

missd x ja y ovat vakioita.
Suhteen muutoksen ollessa infinitesimaalinen saadaan
differentiaaliyhtilot

_ 6IHAKL
r= OlnL

- 6lnhL
Y T mrL’

jotka integroituina antavat

Ky,
hy =

K.+ L*(K — K,)
Lh.

Jotta alkuperiinen ja skaalattu Hamilton johtaisivat
samaan kokonaisenergiaan, tdytyy mm. kytkennin
ulkoiseen kenttddn toteuttaa ehto

h E o; = hoy = hzay = hpoy,
il

joten kenttd skaalautuu kuten hy = zh. Ndhdéén, ettd
z=LYjay <d.

Samalla perusteella voidaan olettaa, ettd lampotilan
suhteellinen poikkeama kriittisests pisteesté,
_T-T.

=7

T

kayttaytyy kuten kytkinvakion K suhteellinen poikkeama
kriittisestd arvosta, eli

T, = L*T.

Spinyksikkod kohti laskettu Gibbsin funktio skaalautuu
silloin, kuten

9(rp,hy) = g(L®r,LVh) = L%(7, h),

missé tekiji L? johtuu siitd, ettd uusi blokki sisaltss L2
vanhaa spinid. Kirjoittamalla

r = pd
= qd

paddytdan Widomin skaalaukseen.



Renormalisaatioryhmé
Oletetaan, etti Hamilton H riippuu parametreists

= (1, pa2,--.),

Esim. u = (K, h), kuten edelld. Blokkimuunnokset ovat
nyt kuvauksia parametriavaruudessa

W — UL.
Olkoon Rj, blokkimuunnosta vastaava operaattori, ts.
p— pr = Rpp.

Koska blokkimuunnos on mittakaavan muutos, tiytyy
olla voimassa,

R R =Ry .

Edelleen on samantekevid, missd jarjestyksessé
mittakaavamuunnokset tehddin:

R.R; =R, Ry.

Blokkimuunnoksessa h#vidé informaatiota, esim.
detaljoitu tieto alkuperdisten spinmuuttujien arvoista.
Skaalaamalla ei siis ole mahdollista pdisté takaisin
ldhtotilanteeseen: operaatiolla Ry ei ole
kédnteismuunnosta operaatioiden {Ry} joukossa.
Nihdain ettd operaatiot

R={RL}

muodostavat kommutatiivisen puoliryhmdn, jota sanotaan
renormalisaatioryhmdksi.
Pistettd p*, joka toteuttaa ehdon

u=Ry* VRER,

sanotaan kiintopisteeksi. Parametrien p* arvoja vastaava
systeemi on kriittisessé pisteessd, silléd siind tehty
muunnos johtaa tdsmélleen identtiseen systeemiin. Niiden
pisteiden joukkoa, jotka perdkkiisissad blokkimuunnoksissa
ajautuvat kiintopisteeseen p*, sanotaan kriittiseksi
pinnaksi. Jos systeemi on kriittiselld pinnalla joskaan ei
kriittisessé pisteessi, on se faasimuutoksen kriittisessi
pisteessé, mutta sitd tarkastellaan vield mikroskooppisia
detaljeja paljastavassa mittakaavassa.



