Termodynamiikan perusteet

Termodynamiikan peruskisitteet

Systeemst on tarkasteltava makrofysikaalinen
kokonaisuus.

Ymprist on systeemin ulkopuolinen maailma.

Avown systeems: voi vaihtaa ainetta ja 14mpoa
ympéiristén kanssa.

Suljettu systeemst voi vaihtaa lampod ympéariston
kanssa hiukkasluvun pysyessi vakiona.

Eristetty systeema ei voi vaihtaa ainetta eiké lAmpoa
ympéiristén kanssa.

Termodynaaminen tasapainotila
e Ei makroskooppisia muutoksia.
e Yksikisitteisesti ulkopuolisten tilamuuttujien
mAArdadma.
e Systeemi "unohtaa” menneisyytensi; ei hystereesii.

e Globaalissa tasapainotilassa systeemin kaikki osat
ovat samassa tilassa.

Epiitasapainotila

e Egsim. toisistaan lampoersitetyt tasapainotilassa
olevat systeemit.

o Lokaalissa termodynaamisessa tasapainossa
semimikroskooppiset alueet ovat tasapainotilassa,
lahekkiiset alueet erilaisissa tasapainotiloissa =
hiukkasten, lammon, ... virtauksia.

e voimakkaammista epitasapainotiloista systeemi
yleensd relaksoituu lokaaliin tasapainoon.

Vapausaste on mikroskooppisen tilan tarkkaan
madrittimiseen tarvittavien suureiden lukum#iri
(ox hiukkasten lukuméira).

Tilamuuttujat ovat makroskooppista tilaa
karakterisoivat parametrit.

Ekstensiivinen muuttuja on verrannollinen
aineen miiriin; esim tilavuus V', hinkkasluku
N, sisdinen energia U, magneettinen
kokonaismomentti [ d®r M.

Intensiivinen muuttuja on riippumaton aineen
midrasti ja madriteltivissi jokaiselle
semimikroskooppiselle tilavuuselementille AV
esim. lampotila T, paine p, kemiallinen
potentiaali 1, magneettikentéin voimakkuus H,
ekstensiivisten muuttujien suhteet kuten
p=N/V 6 s=5/N,...

Konjugoidut muuttujat A ja B esiintyviit
energian lausekkeessa differentiaalina +A dB
tai £B dA; toinen on aina ekstensiivinen ja
toinen intensiivinen.

Prosessi on tilan muutos.

Reversiibeli prosesst etenee infinitesimaalisen
lihelld tasapainoa olevien tilojen kautta,
kvasistaattisesti. Reversiibelin prosessin suunta
voidaan kidntis ulkoisten parametrien
infinitesimaalisella muutoksella.
Isoterminen prosesst : T vakio.
Isobaarinen prosesst : p vakio.
Isokoorinen prosesst : V vakio.
Isentrooppinen eli adiabaattinen prosessi: S

vakio.

Irreversiibeli prosesst on dkillinen tai spontaani
muutos, jonka aikana systeemi on kaukana
tasapainotilasta. Vilivaiheissa globaalit
tilamuuttujat (p, T', ...) eiviit yleensd ole
miiriteltyji.

Kiertoprosesst koostuu sykleisti, joissa systeemi
joka kerta palaa alkutilaansa.

Tilamuuttujat ja eksaktit differentiaalit
Oletetaan esim., ettd T', V' ja N midraivit
yksikisitteisesti systeemin tilan. Silloin muut
tilamuuttujat ovat niiden yksikisitteisis funktioita:

p = p(T.V.N)

U = U(T,V,N)

S = S(T,V,N).
Tilan infinitesimaalisessa muutoksessa muuttuvat
tilasuureet kuten

op op ap
— T — — N
I ) I O B

dp



Yksikisitteisten funktioiden differentiaalit, dp, dT', dV,

..., ovat eksakteja differentiaaleja: niiden suljettua reittis

myoten laskettu kokonaismuutos hividi.

7{ dp:jf dU =--- =0.
1—2 1—2

Eksaktin differentiaalin kokonaismuutos on riippumaton
integrointitiesté.

/dU@/dUzO,
a b

U2) = U(1) +/2 dU.

Merkitaan dF:114 differentiaalia, joka ei vilttamitta ole
eksakti. Differentiaali

joten

dF = Fi(z,y)dzx + Fy(z,y) dy

on eksakti, jos

or, _ or,
oy  dx
Silloin AF(x,y) siten, ettd Fi(z,y) = —aFéi’y) ja
FQ(xay) = %z,y) j&

/QdF = F(2) &F(1)

on riippumaton reitisti. Sanotaan, ettd dF = dF on
integroituva.

JosdF = Fidx + Fsdy ei ole eksakti, on olemassa
integroiva tekiji N(x,y) siten, etté pisteen (x,y)

ympéaristossi
MF = AFidx + A\F>dy = df

on eksakti differentiaali.

Legendren muunnoksella voidaan vaihtaa
riippumattomien tilamuuttujien joukkoa. Tarkastellan
esim. 2 muuttujan funktiota f(x,y). Merkitdin

ja m#idritelldin funktio
g=feyfy=r[eyz
Nyt

dg = df ©ydzezdy = fodx+ fydy Sydz &z dy

frdx Sy dz.

Funktion ¢ riippumattomina muuttujina voidaan siis
pitdd muuttujia z ja z, ts. ¢ = g(z, 2). Ilmeisesti

og(x, z
Y= gg 7).
z
Legendren muunnosta f — ¢ vastaa kiifinteismuunnos

g—f
f=9g&29. =g+yz.

Usein tarvittavia identiteetteja
Olkoon F' = F(z,y), = x(y, 2), y = y(x, 2) ja
z = z(x,y). Silloin

(%), - (), +(5).(3)
(3).(3).(%),
5). - ‘g

Tilanyhtalot

Tasapainotilassa olevan systeemin tilamuuttujia sitoo
toisiinsa tilanyhtilo, joka useimmiten on relaatio
termisten muuttujien (7 tai S) ja mekaanisten
muuttujien valilli.
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Esimerkkeji: e suurilla etidisyyksilld indusoituneista
dipolimomenteista johtuva atraktio. Paine pienenee

Klassinen ideaalikaasu kun kaksi hiukkasta on atraktiivisella etiisyydell,
toisistaan. Téamin todennikoisyys on oc (N/V)2.

pV = NkgT Korjataan ideaalikaasun tilanyhtaloa
N = molekyylien lukumaira SV = NkpT
kp = 1.3807-107%3J/K = Boltzmannin vakio.
siten, ettd
Kemiassa kiiytetiin usein muotoa
!
DI e
n = N/Ny = moolien lukum#iri p = p ap” = todellinen paine.
R = kpNy=28.315]J/K mol Tallsin
= yleinen kaasuvakio (p+ap®)(V ©Nb) = NkpT.
Ny = 6.0221-10%® = Avogadron luku.

Kiinteat aineet

Jos kaasu koostuu m eri tyyppisestd molekyylist4, on Kiinteilld aineilla limpdlaajenemiskerroin

tilanyht#lo edelleen

1 [0V
pV=NkBT, 6% :—(—)
"rviar),
jossa nyt
m ja isoterminen kompressibiliteetti
N=>"N,
i=1 . @l <8V>
T = -

ja V\op/)rnN

b= ;pi' ovat hyvin pienié, joten Taylorin sarja
Tassa V=W1+ a,T kD)

pi = NikpT[V '
on i:nnen kaasun osapaine. on hy_V.E:L apr.oksimaatio.
Tyypillisesti
Reaalikaasujen viriaalikehitelma or ~ 10°19/Pa
~ —4
p=kgT [p+ p*Ba(T) + p*B3(T) + -], a, ~ 107%/K.
missi
p = N/V = hiukkastiheys Venytetty lanka

ja kerroin B, on n:s viriaalikerroin. Jannitys [N/m?]
Van der Waalsin yhtils o = E(t)(L < Lo)/ Lo,

Reaalikaasuj lekyyleills
caattiaastjen molekyyteiid missd Lo on langan pituus kun ¢ = 0 ja E(t) on

e lyhyilla viilimatkoilla repulsiivinen vuorovaikutus; lampétilasta riippuva kimmokerroin.
jokainen hiukkanen tarvitsee vihintiin tilavuuden
b = VZNb. Pintajinnitys



Huom.K&ytto limpomittarina: mitataan suure M/H.

o = 09 1¢>—> scrs g gs o ok
( t 0. paasaanto
t = lampotila °C Jos kaksi kappaletta on erikseen tasapainossa kolmannen
' jan kokeellisia vakioita, kappaleen kanssa, ovat ne tasapainossa myos keskeniin
1<n<9 = On olemassa ominaisuus, jota nimitetdin ldmpdtilaksi
fv N ) ja lampomittari, jolla sitd mitataan.
0o = pintajiannitys, kun ¢ = 0°C.

Tyo
Tyd on sellaisen ”jalon”energian vaihtoa, joka on
tdydellisesti vaihdettavissa joksikin muuksi jaloksi

Sidhkoinen polarisaatio
Kappaleen ollessa ulkoisessa sihkokentissi F,

madritelliin . . . .
energiamuodoksi; esim. mekaaninen ja
D=¢FE+ P, 1T . .
sihkomagneettinen energia.
missi Merkkisopimus: tyts AW on systeemin ympiristéinsda
tekemd tyo.
P = sihkoinen polaroituma Esim. pVT-systeemi
= atomaarinen kok.dipolimomentti/tilavuus
D = siahkovuon tiheys AW = pAV.
€0 = 8.8542-107'?As/Vm
= tyhjion permittiivisyys. Huom. dW ei ole eksakti differentiaali. Sen sijaan
H iselle dielektriselle aineell i 1
omogeeniselle dielektriselle aineelle on voimassa Lav — av
b p
P= (a + T) l’—/‘7
on eksakti, ts. 1/p on tyon integroiva tekiji.
missi a ja b ovat likimain vakioita ja a,b > 0. Esim.
Curien laki AW =pdV <ocAdL <E-dP<H - dM.
Paramagneettisen kappaleen ollessa magneettikentissi H
kirjoitetaan ——
Yleisesti
B= .UU(H + M)a
missi dW:ZfidXi:f'dX,
2
M = magneettinen polaroituma ) ) ) . )
. L. missi f; on yleisen voiman komponentti ja X; yleisen
= atomaarinen kok.magn.momentti/tilavuus Iy . :
stirtymdan komponentti.
B = magneettivuon tiheys
o = 4m-10""Vs/Am = tyhjion permeabiliteetti. e
1. paasaanto
Polaroituma toteuttaa likimain Curien lain Tyon lisidksi systeemi voi vaihtaa ympéristonsi kanssa
oC kemiallista energiaa ja termistéd energiaa eli limpdi.
M = - H, Terminen energia on mikroskooppisten osasten

stokastiseen lampoliikkeeseen liittyvid energiaa.
missid p on paramagneettisten atomien lukuméiritiheys  Kappaleen kokonaisenergia on nimeltddn sisdiinen
ja C yksittiiseen atomiin liittyvi kokeellinen vakio. ENETFIa.



Merkkisopimukset:

AQ

AW

AN

Energian sidilymislain perusteella sisidisen energian
muutos toteuttaa ehdon

dU =dQ < f - dX + > pdN;.

U on tilamuuttuja, ts. dU on eksakti.
Kiertoprosessissa § dU = 0, joten AW = AQ (ei
kemiallisen energian muutosta). pV T-systeemissi

p
AQT

AW = §pdV

AQ-

Lammon kokonaismuutos on
AQ =AQT +AQ™,

missi AQT on systeemin ottama limpo ja AQ™
systeemin luovuttama [Ampo.
Hyétysuhde n on
AW AQY+AQT
S AQY T AQF

|AQ|
_1©|AQ+|'

2. paasaanto

(a) Lampod ei vol siirtda kylmemmésti limpovarastosta
kuumempaan ilman muita seurauksia.

(b) Kiertoprosessissa ei ole mahdollista muuttaa kaikkea
kuumemmasta limpovarastosta otettua [Ampoi
tyoksi.

(¢) Systeemin kehitys kohti termodynaamista
tasapainotilaa ei ole kiéinnettivissi muuttamatta
tyota lammoksi.

(d) Systeemin ja sen ympiériston kokonaisentropian
muutos on positiivinen ja voi olla nolla vain
reversiibelissi prosessissa.

kemiallinen energia(e) Kaikista lampotilojen T ja T vililla

tyoskentelevistd limpokoneista Carnot’n koneella on
korkein hystysuhde.

Tarkastellaan infinitesimaalista prosessia

M./S:
M)
-

Nyt
dQ =dU +dW =dU + f-dX,

joten on olemassa integroiva tekiji 1/T siten, ettd
! aQ =dS
7dQ =

on eksakti. Tilamuuttuja S on entropia ja T osoittautuu
olevan ns. absoluuttinen limpotila.
Toinen péisidintd (d) voidaan nyt kirjoittaa muotoon

dStot
— > 0.
dt  —

Rajoitetulle systeemille on voimassa

1
dS > =t
> —dQ,



missi yhtdsuuruus on voimassa vain reversiibelille

prosessille.

Reversiibelille prosessille voidaan ensimméinen paiasaanto

kirjoittaa muotoon

AU =dQ <dW + udN = T dS <pdV + udN.

Carnot’n kiertoprosessi

Carnot’n sykli C koostuu reversiibeleisti prosesseista

a) isoterminen Ty
b) adiabaattinen Ty, — T}
c) isoterminen Ty
d) adiabaattinen T — Th

Nyt AU = 0, joten AW = AQ» <AQ;.

Maéritellasin hyotysuhde

AW _ | AQ

NN

n

Koska prosessit ovat reversiibeleji, voidaan sykli C

AQ2 >0
AQ =0
AQy >0
AQ =0

kaintii, jolloin C toimii limpopumppuna.
Tarkastellaan kahta Carnot’n syklid A ja B, joille

AW 4 = AWg = AW.

A on kone ja B limpspumppu. Hyodtysuhteet ovat

vastaavasti

AW AW

Oletetaan, etti
A > 13>

jolloin AQpg > AQ 4 eli AQp ©AQ 4 > 0. Tallsin
siirtyisi lampoa kylmemmisti limpovarastosta
limpimé&mpiin ilman muita muutoksia, miki on
ristiriidassa toisen piisdinnon (muoto a)) kanssa.
Taytyy siis olla

ng < ngB-

Samalla tavoin voidaan osoittaa, etti

B < N4

joten n 4 = npg eli kaikilla Carnot’n sykleilld on sama
hyotysuhde.
Huom.Hyotysuhde ei riipu syklin (koneen) realisaatiosta
(esim. tydbmateriasta) = Hyotysuhde riippuu ainoastaan
lampovarastojen lampotiloista.
Samoin voidaan osoittaa, etti kaikista samojen
lampotilojen vililla tyoskentelevisté koneista (myos
irreversiibeleistd) Carnot’n syklilld on korkein
hyotysuhde.
Tarkastellaan Carnot’n syklid limpdétilojen T3 ja T
vililla. Nyt

n=1<f(13"T),

missi
fa@n)zig;
THssi
) - 2%
(T = Fon
) - 2
joten

f(T5,Th) = f(T3,T2) f(To, Th).



Tamin yksinkertaisin ratkaisu on

T
T5,T1) = —.
1,1 = 1

Maaritelladn absoluuttinen limpdtila siten, etté

_1s0
n=1leg

Carnot’n syklille on voimassa

-3¢

silla

ja
aQ AQr | AQ»
/c?_éTl_sz'

Tami on voimassa myds mielivaltaiselle reversiibelille

syklille
silla
f%-51 %
Niin ollen 0
dS = —
T

on eksakti ja entropia S on tilamuuttuja.
Koska Carnot’n syklilld on suurin hystysuhde, on

irreversiibeleji prosesseja sisiltiville syklille voimassa

AQ, Ty
=1 —1ae=
nlI‘I‘ <:>AQ2 < nCarnot <:>T'2
eli AQ A0
2 1
0.
PR R

Mielivaltaiselle syklille pitee siis

f?s&

missi yhtisuuruus on voimassa vain reversiibelille
prosessille.

Mielivaltaiselle prosessille 1 — 2 voidaan entropian
muutos laskea kaavasta

aQ
AS B /I‘eVdS B /rev?‘

Kaavan () perusteella on

a0 a0
— —£ <0
XQT@LVT<’

1Q
A —.
s> [ 7

Tamai kirjoitetaan yleensid muotoon

aq
> X
dS_T

yhtdsuuruuden ollessa voimassa vain reversiibelille
prosessille.
Eristetylle systeemille on voimassa

AS > 0.
3. paasaanto
Nernstin laki:
lim S =0.
T—0

Tamin lievempi muoto kuuluu:
Kun prosessissa tilasta a tilaan b esiintyvi

maksimilimpdtila lihenee nollaa, niin myds entropian

muutos AS,_p — 0.
Huom.On olemassa systeemej, joiden entropia

alhaisissa lampdotiloissa on suurempi kuin todellisessa

tasapainotilassa olisi sallittua.



Termodynaamiset potentiaalit

Fundamentaalinen yhtilo
Ensimmiisen paisiinnon

dU = T'dS <pdV + pdN

perusteella S, V ja N ovat sisdisen energian U
luonnolliset muuttujat, ts.

U=U(S,V,N).

Edelleen paiisainnosti (x) on luettavissa relaatiot

oU
(aﬁmN::T

oU B
(5?)&N -

oU B
(5%),, = »

()
Nyt U, S, V ja N ovat ekstensiivisii, joten on voimassa
U(AS,A\V,AN) = AU(S,V,N) VA

(% * )

Annetaan S — S+ €S,V -V +eV jaN — N + €N,
kun € on infinitesimaalinen. Talloin

U(S +€eS,V+eV,n+eN)=U(S,V,N)+
oU oU oU
— S — \4 — N.
(55),.o5 (50).., 7+ (5),.,°
Toisaalta yhtdlon (* x x) perusteella on
US+eS,V+eV,N+eN)=U(S,V,N)+eU(S,V,N).

Saamme homogeenisten funktioiden Eulerin yhtilon

cos () wr () en ()
oS V.N oV SN ON SV

Sijoittamalla osittaisderivaatat (xx) tdm# tulee muotoon
U=TS &pV +uN

eli L

Tatd sanotaan fundamentaaliseksi yhtiloksi.

Sisdinen energia ja Maxwellin relaatiot

Koska ou
T=|—
(5)..,
ja
P==\av ) oy

niin

oT 00U _ 00U _ o

OV~ 9V 84S  aSavV T aS’

Samankaltaiset relaatiot voidaan johtaa myos muille U:n
osittaisderivaatoille, jolloin saadaan ns. Mazwellin

relaatiot
oT ap
<W> SN < <@> VN

)

ory (o

ON ) sy B 95 ) v.n
op _ o
<8N>s,v B Q’(aV)&N‘

Irreversiibelissé prosessissa,
TAS >AQ = AU + AW,
joten
AU <TAS &pAV + i AN.

Jos S, V ja N pysyvit prosessissa vakioina, niin sisdinen
energia pienenee. Voidaan siis paitelld, etta
Tasapainotilassa annetuilla S:m, V:n ja N:n arvoilla on
sisdiselld energialla minimi.

Tarkastellaan reversiibelii prosessia eristetyssi
systeemissi

Jaetaan AW osiin

/pdV =

vaapaa = |:

muutoksesta
aiheutuva tyo

[tilavuuden ]

kaasun voimaa F
vastaan tekemi tyo



Nyt Vastaavat Maxwellin relaatiot ovat

Aanpaa = AI/I/vl + AWQ = plA‘/i + pQAVQ (a_T> — (a_v>
= (pr ©p2)AVI = (1 ©p2)AAL /) sn 95 ), N
= oF AL. <8_T> _ (%)
Ensimméisen pisisiinnon mukaan on ON/ s 05/ pn
vy _ (o
AU = AQ &AW =AQ <:>/pdV S AWiapaa ON)s, N dp S7N'
= AQ &AWiapaa- Irreversiibelissid prosessissa on

Koska nyt AQ =0, on
AU = ©AWyapaa = F AL,

AQ =AU + AW &u AN <TAS.

Nyt AU = A(H <pV), joten

ts. muuttujien S, V ja N pysyessi vakioina on sisiisen

energian muutos tiysin vaihtokelpoinen tyon kanssa. AU AH <TAS+VAp+ pAN.
on tilloin ns. vapaa energia ja U on termodynaaminen
potentiaali.

Huom.Jos eristetyssi systeemissi (V' ja N vakioita)
esiintyy irreversiibeleji prosesseja, niin

Niemme, etti
Prosessissa, jossa S, p ja N pysyvit vakioina, spontaanit
muutokset johtavat H :n minimitilaan, ts.
(S, p, N)-systeemin tasapainotilassa entalpialla on
Aanpaa S SAU. mInims.

Entalpia on sopiva potentiaali eristetylle systeemille

Entalpia painekylvyssi (p.on valfio). o )
Siirrytian Legendren muunnoksella Tarkastellaan eristettyi systeemis painekylvyssi. Nyt
U dH = dU +d(pV)
oV )sn .
ja
muuttujista (S, V, N) muuttujiin (S, p; N). Suure dU =dQ <dW + pdN.
H=U+pV Jaetaan taas tyo kahteen osaan:
on nimeltdin entalpia. AW = pdV +dWapaa-
Nyt .
Talloin
dH = dU +pdV +Vdp
TdS &pdV + pdN + pdV +Vdp dH =dQ + V dp ©dWapan + pdN
eli ja adrelliselle prosessille
dH =TdS+Vdp+ pdN.
Tistd on luettavissa osittaisderivaatat AH < /TdS + / Vdp & AWvapaa + /“dN'
T = <8—H) Kun (S,p, N) on vakio, on
S ), n
Vv <8H> AH S bAVVvapaa
W ) s,n eli AWyapaa on muutokseen AH tarvittava minimityo.
_ 3_H Huom.Entalpian toinen nimi on ldimpdfunktio
b= \on v (vakiopaineessa).



Joule-Thomson ilmio

Pp1 ja p2 ovat ajallisesti vakioita, p; > p2 ja prosessi on
irreversiibeli. Differentiaalisen ainemé#irian kulkiessa
kuristimen lipi on systeemin tekem# tyo

AW = padVy + prdV;.

Vi Va
Alkutilanne | Vg 0
Lopputilanne 0 Vioppu

Systeemin tekemi ty6 on
AW = /dW = pZVEOppu <:>pl‘/va1ku-

Ensimmaiisen paisiinnon perusteella on
AU = Uioppu ©Uaiku = AQ S AW = AW,
joten on voimassa
Ualku + P1Vaiku = Uloppu + P2Vioppu-

Tissi prosessissa siis entalpia H = U + pV on vakio eli
prosessi on isentalpinen,

AH = Hloppu S How = 0.

Tarkastellaan nyt reversiibelii isentalpista (ja dN = 0)
prosessia alku—loppu. T#ssi

dH =TdS+Vdp=0,

joten
dS = &— dp. (%)

Nyt T'=T'(S, p), jolloin

or oT
dT’ = <%>pd5’+ <a—p>sdp.

(Z) -2
as), ¢,

Toisaalta

missid C), on isobaarinen limpokapasiteetti (ks.
termodynaamiset vasteet).
Maxwellin relaation

().~ (),

ja osittaisderivaattarelaation

3
(%) - )
85 /4 ﬁ ) P
perusteella voidaan kirjoittaa

T T [(9V
g — — (22 ap.
d z dS+Cp <8T>pdp

Sijoittamalla tihin differentiaalin dS vakioentalpiassa
() saadaan ns. Joule-Thomson kertoimeksi

ory _T[(avy .V
o)y C,|\OT ., T
Kun madritelladan limpolaajenemiskerroin o, siten, ettd
0 — L (¥
"ov\ar),)’

voidaa Joule-Thomson kerroin kirjoittaa muotoon

oT \%
— = —(T 1).
<8p>H Cp( C!p<:>)

Nihdiain, ettd paineen aletessa kaasu
o jashtyy, jos T'ay, > 1.
e lampenee, jos T'a, < 1.

Ideaalikaasuille on voimassa (%_Z:)H = 0. Reaalikaasuilla

(%) on inversiolimpdtilan alapuolella positiivinen,
H

joten kaasu jadhtyy.

Vapaa energia
Legendren muunnos

U—-F=U&S ou
98 )y n

10



eli
F=U<&TS

médrittelee (Helmholtzin) vapaan energian.
Nyt
dF = &SdT <pdV + pdN,

joten F':n luonnolliset muuttujat ovat 7', V' ja N.
Osittaisderivaatoiksi on luettavissa

oOF

5 = *i*(ﬁ)m
oOF

v = o(5v),.
oOF

= (5w),

Niistd saadaan Maxwellin relaatiot
o5\ _ (&
V)rn  \OT/)yy
as o
(o), = =(5t),.
op _ o
(%), = =),

Irreversiibelissi muutoksessa on

AF < &S AT apAV + AN,

ts. muuttujien 7', V' ja N pysyessi vakioina systeemi

ajautuu vapaan energian minimiin. Vastaavasti
AWiapaa < SAF,

kun (7, V,N) on vakio.

Vapaa energia on sopiva systeemeille, joille limmon

vaihto on sallittu.

Gibbsin funktio

Legendren muunnos

U—-G=UxS 8—U <V 8_U
as V.N ov SN

médrittelee Gibbsin funktion eli Gibbsin vapaan energian

G=U<&TS +pV.

Tamén differentiaali on
dG = &S dT +Vdp+ ndN,

joten luonnolliset muuttujat ovat 7', p ja N.
Osittaisderivaatoille on luettavissa lausekkeet

oG
5 = <f’><ﬁ>p,N

Voo ()
p TN

_ (o6
= \aN ),

Niista saadaan Maxwellin relaatiot

(5)pn = =(57)
op TN oT oN

)

oS\ (2
8NT7P_ 8TpN

(o)., = (&)
ON )1, op T7N'

Irreversiibelissé prosessissa on voimassa
AG < &SAT +V Ap+ n AN,

ts. muuttujien 7', p ja N pysyessi vaikoina ajautuu
systeemi G:n minimiin.
Vastaavasti

AVVvapaa S <:>AGa

kun (T, p, N) on vakio.
Gibbsin funktio on sopiva systeemeille, joille mekaanisen
energian ja lammon vaihto on sallittu.

Suuri potentiaali
Legendren muunnos

U—-Q=U<%&S ou &N ou
95 ) y.n N/ sy

méirittelee suuren potentiaalin
Q=U&TS &uN.
Tamin differentiaali on

dQY = &SdT <pdV <N du,



joten luonnolliset muuttujat ovat T', p ja p.
Osittaisderivaatoille voidaan lukea lausekkeet

oN
()
oT oot

N
b= V),
N = (:(@) .
o TV

Maxwellin relaatioiksi saadaan
@), - (&)
ov )z, T )y,
a8 ON
)y = (7).,
ap _ oON
&), = (&),

Irreversiibelissé prosessissa on voimassa
AQ < SSAT pAV &N Ap,

ts. nuuttujien 7', V ja pu pysyessi vakioina systeemi
hakeutuu 2:n minimiin.
Vastaavasti

vaapaa S %Qa

kun (T, V, 1) on vakio.
Suuri potentiaali soveltuu systeemeille, joille [immon ja
hiukkasten vaihto on sallittu.

Kylvyt

Kylpy on systeemii paljon suurempi tasapainossa oleva
jirjestelmé, joka voi vaihtaa systeemin kanssa laatuansa
vastaavaa ekstensiivisti ominaisuutta.

Painekylpy

Vaihdettava ominaisuus on tilavuus tai sitd vastaava
yleinen siirtym#; esim. vakiomagneettikent#ssi
magnetoituma.

Limpdokylpy

Hiukkaskylpy

Kylpyja voidaan myos yhdistid; esim. paine- ja
lampokylvylle sopiva potentiaali on Gibbsin funktio G.

Termodynaamiset vasteet
1) Tilavuuden limpodlaajenemiskerroin

_L ()
v\ar)

3

et ()
P p aT pN7

)

Qp

missd p = N/V.

2) Isoterminen kompressibiliteetti
RN CARNET

v op T,N p \Op T,N
3) Adiabaattinen kompressibiliteetti

() 1)
V- \op sN P Ip S,N.

A#nen nopeus riippuu adiabaattisesta
kompressibiliteetisti, kuten

KT =

Rg =

Ccs = )
mpkKg
missd m on hiukkasen massa.

Voidaan osoittaa, etti

e

2
= VT L.
KT = Ks + c,

4) Isokoorinen lampdokapasiteetti
Reversiibelissi prosessissa on

AQ =TAS.
Lampokapasiteetti C' miiritellddn siten, etté

AQ . AS

=T
AT

Vakiotilavuudessa méiritellain
a8

Cy=T | — .

v <8T>MN

12



Vakiotilavuudessa hiukkasluvun siilyessi ensimméisen
paasaannon

dU =T dS <pdV + pdN =T dS

perusteella voidaan kirjoittaa
oU
Oy = <_) |
T )y N

5) Isobaarinen limpokapasiteetti

as
ot 3)
P ), n

)

Koska
dH =TdS +Vdp+ ndN,

voidaan krjoittaa

Nyt
(g)p _ (aS(Vg;T),T)>p
- (ar),+ (), (&),

ja (Maxwellin relaatio)
95\ _ (o
ov)r \oT)’
op 2%
= T | =—= — ] .
cv=cv+ (57), (3r),

@), &), (5),==

joten

Koska

9
(@) I
aT )., " (av\ k'
v,
niin

ap

Cp:CV+VTK_

T

Termodynaamiset tasapainoehdot
Jaetaan systeemi fiktiivisiin semimikroskooppisiin osiin:

Ekstensiivisille muuttujille on voimassa
S = > S,
N, > Ny

Koska kukin alkio on tasapainossa, ovat tilamuuttujat
kussakin alkiossa mé#iriteltyjd, mm.

v

U

Sa = Sa(Uou Vaa {Nja})
ja

1 o o
AS, = — AU, + 22 Ay, L2 AN,

T, T, T,

Oletetaan, ettid systeemi koostuu kahdesta osasta:
a € {A, B}. Tallsin

AUB = <:>AUA, AVB = <:>AVA ja AN]‘B = @AN]'A
joten

AS

I
N
L
°

I
~/~
|~
¢
L
>
=
_|_
A~
=
¢
E
~——
>
S

Tasapainossa S on maksimissaan, joten AS =0 ja

Ty, = Tp
pa = pB
tja = p;p.

13



Tami on voimassa myos silloin, kun systeemi koostuu eri E{A < a8 )0 AT 4 A < a8 )0 AT

faaseista. U, v,
Aineen stabiilisuusehdot A AN
Vakaassa tasapainotilassa entropialla on todellinen + Z 3N]a v ja (-
maksimi, joten pienet poikkeamat voivat vain alentaa
entropiaa. Tami voidaan kirjoittaa muotoon
Merkitaan kaikille fiktiivisille osille yhteisié
tasapainoarvoja symboleilla T', p ja {u;} ja muiden AS, =
muuttujien tasapainoarvoja yliindeksilli ©. 1 1
Kirjoitetaan fiktiivisen osasysteemin « entropia S, - {A (T_> AU, + A <§i> AV,
tasapainotilan liheisyydessd Taylorin sarjaksi 2 o o
Sa(Ua,Va7{ a})z @ZA(%) ANJQ}.
SO(Uaovvo?v{ ](')a}) J @
0
ﬁ Ensimmaiisen paisiinnon avulla saadaan
+ o AV,
8 Vo )un
0 1
= — ToASy + Apo AV,
+Z< ) AN As 2TZ{ =8 A
- INjo ) v a
1 0 a5\’ = AujaANja}.
- AU, + A AVy -
T3 {A (a ) * (ava ) ;
0 Tam#i on edelleen kirjoitettavissa muotoon
+ Z A ( ) AN
aN]a U,V 1 CV 1 )
= AT, AV,
. As=ep Xl T OT AR,
Tassd AU, = U, ©U? ja vastaavasti muille suureille. o\
Osittaisderivaattojen muutoksilla tarkoitetaan + (8_N> (AN,)? },
T
A ( as )0 3 .
s )y x missi
0 0
225\" o [0S _ (9 oV
<W) Alat 57 <@) Vo AV = <8T NpATa \a NTApa'
V,N V,N UN s ,
0 Koska AS <0, tiaytyy olla
o ([0S
2 o \ar AN 9
; j ViN |y Cy >0, kp >0, 2 >0

ON
ja samoin muille osittaisderivaatoille.

Tasapainossa,

95\" _(95\" _ (85" _,
ou ) \av 8N -
joten

AS,

14



Termodynamiikan sovellutuksia eli
S =Sy + Nkpln

Klassinen ideaalikaasu
Tilanyhtalosti

T\'*v

T Vo
pV = NkgT Huom.Ristiriita kolmannen piisiinnon kanssa:
S — ©oo, kun T — 0.

saadaan mekaaniset vastefunktiot

w = L (0¥ _Nkp _ 1 Sisdinen energia
P vV \oT p N Vp T Sijoitetaan ensimmaiiseen paAsiintoon
pr = ol (8_‘/) - NksT _ 1 dU =T dS <pdV
V\op/)rn Vp P
Termisié vastefunktioita ei voi johtaa tilanyhtalosti. differentiaali
Empiirisesti on oS as
P | ds = (—) dT + <—> av,
Cy = §kaN. aT ), av ),

Téssé 1 fkp on ominaislimpokapasiteetti/molekyyli ja f  jolloin
on molekyylin vapausasteiden lukumiéri

Atomia/molekyyli f translaatiot rotaatiot dU = Cy-dT + {T <§> @p] dv.
1 3 3 0 W )r
2 > 3 2 Maxwellin relaation ja tilanyhtélon perusteella on
poly 6 3 3 w . Y pert
Reaalikaasuilla f = f(T, p). (85) ( 8p> Nkg p
Entropia Ve o)y v T
joten
aS oS dU = CydT
s = <—> T + (—) v v
aT )\, v ), ia
1 dp )
= =Cydl'+ =] dV, 1
T v <8T v U=U0+Cv(T©T0)=U0—|—§fk‘BN(T<:>TO).

silld Maxwellin relaation mukaan ) L ) o
Jos valitaan Uy = Cy'Tp, saadaan sisiiseksi energiaksi

(5v), = (&)
ov ), \oT )’ U:%kaT.

Nyt
a?
Cp,=Cy+VT £
KT

Cp, = Nkp <%f—|—1>

Integroimalla saadaan

tai
T 1% _
N C, =~Cy,
s = So+ [ a4 [ av ke Py
To T Vo 14 missd v on adiabaattivakio
T Vv
= So+Cving + Nkgln = v =Cp/Cyv = (f+2)/].
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Kaasun vapaa laajeneminen

Prosessissa Vi — V5 ja AQ = AW =0, joten AU = 0.
Prosessi on irreversiibeli.

a) Ideaalikaasu

Nyt
1
U == 5kaTN7
joten T1 = Ty, silla Uy = Us,. Entropian muutos on siten
Va
AS = Nkgln —.
B 1N i

b) Muu materia
Sisiisen energian (ja hiukkasluvun) siilyessi (dU = 0)
saadaan lausekkeesta

oU oU
dU = | — dT — dVv
<8T>v - <6V>T

Joulen kertoimelle /?%)U N lauseke

1 a
sT 2.
CV <p KT )

Sekoitusentropia

Oletetaan, ettd alkutilanteessa p4 = pp = p ja
Txs=Tp =T. Prosessi on adiabaattinen, joten AQ = 0.
Ideaalikaasujen seoksessa kukin komponentti j toteuttaa
tilanyhtilon

ij = NjkBT.

Komponentin j konsentraatio on

missi kokonaispaine p on
P=>_p;
J

Tapa 1

Kukin osakaasu laajenee vuorollaan tilavuuteen V.
Koska po = pp jaTy =Tp, on V; = Vz;. Entropian
muutos on (ks. kaasun vapaa laajeneminen)

v
AS = ZNjkB 1n7j
J

tai
ASeek = ©Nkp ij Inz;.
J
Nyt ASger > 0, silld 0 < r; < 1.
Tapa 2

Vakiopaineessa ja lampotilassa tapahtuvalle prosessille
Gibbsin funktio on sopiva potentiaali:

G = U&sTS+pV
1
= kTN &TS+pV =
= NkgT[¢p(T)+Inp] = Nu(p,T),

missi
= —'up SEs(=+1)InT

Ennen sekoittumista

Ge)=Y_N;kpT[6;(T) +Inp]
)

ja sekoittumisen jilkeen
Gy = > NsksT[e;(T) +Inpy],
J

joten Gibbsin funktion muutos on

P;
AG(sek) = G(j) @G(e) = ZNjk’BTln ;J

J

ZNjkBTlnxj.

J
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Koska

oG
(),
9T ) p Ny

saadaan sekoitusentropiaksi
ASsek = S(5) ©S(e) = @Z Njkplnz;.
J

Gibbsin paradoksi: Jos A = B, ts. kaasut ovat identtisii,
ei prosessissa tapahdu mitdin muutosta. Kuitenkin
edellisen perusteella AS > 0. Ristiriita poistuu
huomioimalla identtisten hiukkasten kvanttistatistiikan.

Kemiallinen reaktio
Tarkastellaan esim. kemiallista reaktiota

2H5S +30222H50 4+ 2S0s.

Yleisesti kemiallinen reaktiokaava kirjoitetaan
0= Z l/j Mj.
J

Tassa v; € T ovat stokiometriset kertoimet ja M;
molekyylilajien symbolit.

Esim.
7 | A B C D
M; | HsS Oy HyO SO,
v, | €2 &3 2 2

Madritelladn reaktioaste £ siten, etté
de = I/jdf.

Kun ¢ kasvaa yhdelld, tapahtuu yksi reaktiokaavan
reaktio oikealle.
Sopimus: Kun ¢ = 0 reaktio on mahdollisimman kaukana
vasemmalla. Silloin

£2>0.

Oletetaan, ettd p ja T ovat reaktiossa vakioita. Talloin
sopiva potentiaali on Gibbsin funktio

G = Z,U,]N]
J

Sen differentiaali on

dG =" pydN; = dE Y vipj.
J J

Maaritellaan
oG
A= — = Vjft.
( a€ )p,T ; ]M]

A, on siis Gibbsin funktion muutos yht# reaktiota kohti.
Koska (p,T) on vakio, on G:114 minimi tasapainossa.
Tasapainoehto on siis

AG = Z vt = 0.

J

Ep#tasapainossa dG/dt < 0, joten jos A, > 0 tiytyy olla
d¢/dt < 0, ts. reaktio etenee vasemmalle ja ki#ntien.
Oletetaan komponenteille ideaalikaasun tilanyhtilo,
jolloin

1 =kpT[d;(T) +1np +Inz;],

missi
0

6(T) = 1

1
one(l+ §f]) InT.
Talloin

A/G = ka3 w;0,(T) + kaTln (p2 []27)

J

Tasapainoehto voidaan nyt kirjoittaa muotoon
ijy’ =p 2, TK(T),
J

missé
I((T) — 6_ Z]- vid;(T)

on reaktion tasapainovakio. Tasapainoehtoa sanotaan
massavatkutuksen laiksi.

Reaktiolimps on lampomairin muutos A,Q yhti oikealle
tapahtuvaa reaktiota kohti. Reaktio on

e FEndototerminen, jos A.Q > 0 eli reaktio sitoo
lAmpoa.

o FEksoterminen, jos A,Q < 0 eli reaktio tuottaa
lampoA.

Kirjoitetaan A,G muotoon

AG=<kgTIn K(T) + kBTZ vjlnpz;.

J

17



Nyt

AQ = AU+ AW =AU + pAV = A(U + pV)
- AH

b

sillda Ap = 0.
Kokonaisaineméiirian ollessa vakio on reversiibelissi
prosessissa

dG =&SdT' +Vdp

1 G G S \%
?dGﬁﬁdT—¢><ﬁ+f> dT-I-po
H %4
= T L
©—T2 dT + T dp,
silla G = H <T'S. Nihdiin, etté

i=er |5 (7))

)

Nyt

0 (AG d
—< - >—@k3d—TlnIx(T),

joten

d
_ 2 -
AH = kpT? 25 In K(T),

Tami lauseke tunnetaan reaktiolimponi.

Faasitasapaino
Useasta faasista koostuvan systeemin tasapainoehdot
kullekin faasiparille (A ja B) ovat

Ty = Tg=T
pAa = PB=D
pia = pip, j=1,...,H, (%)

missid H on systeemin hiukkaslajien lukuméiiri.
Oletetaan, etti faaseja on F' kappaletta, jolloin kullekin
hiukkaslajille on F' <1 riippumatonta ehtoa (x). Nyt
Wioe = tia (P, T, {Nja}). Koska kemiallinen potentiaali on
intensiivinen suure, se riippuu vain suhteellisista
osuuksista, joten

Hja = /J/joz(pa Tvxlon .. 7xH—1,a)7

ja ehdot (x) tulevat muotoon

:u’lA(pv T7 T1A,-- '7xH—17A) =
MlB(pa TaxlBa .. 'erfl,B)

MHA(pa TaxlAa s 7xH71,A) =
IU’HB(vaaxlBa s 7xH—17B)-

T#ssd on
e muuttujia M = (H <1)F 4+ 2 kpl
e yhtilsitda Y = H(F <1) kpl.
Jotta yhtdloryhmilli olisi ratkaisu, tiaytyy olla M > Y eli

F<H+2.

Tam#i ehto tunnetaan Gibbsin faasisddintindg.
Puhtaalle aineelle tasapainoehto

pa(p,T) = pup(p,T)

midrittelee (p, T')-tasossa koeksistenssikiyrin. Jos faasi
B on tasapainossa C:n kanssa, saadaan toinen kidyri

ns(P,T) = pe®T).

Faasit A, B ja C voivat yhtidaikaa olla tasapainossa vain
niiden kiyrien leikkauspisteessi, ns. kolmoispisteessi.

Faasitransitiot
Faasitransitiossa kemiallinen potentiaali
(%)
ONJ ¢
on jatkuva. Sen sijaan
oG
()
ar ),
ja
oG
v-(5)
op)r

eivit valttamitti ole jatkuvia.

Transitio on ensimmidisti kertalukua, jos G:n
ensimmiisen kertaluvun derivaatat (S, V') ovat
epijatkuvia ja toista kertalukua, jos toisen kertaluvun
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derivaatat ovat epdjatkuvia. Muutoin transitio on
jatkuva.
Ensimmaéisen kertaluvun transitiossa faasista 1 faasiin 2

oG (2) oG (1)
oT » oT »
(2) (1)
oo (29)7 ()"
op ) r op)r

Ylitettiessi koeksistenssikiiyri pysyvit p ja T vakioina,
joten

AQ

TAS =AU 4+pAV = AU + pV)
AH.

AQ on ns. faasimuutoslimpd eli latenttilimpd.
Huom. Ensimméisen kertaluvun transitioon liittyy
faasimuutoslampod mutta ei korkeamman kertaluvun
transitioihin.

Koeksistenssi

Koeksistenssikiyrilli
Gl(p7 TvN) = GQ(pv T7 N)
ja
dG = &SdT +Vdp
hiukkasluvun N ollessa vakio. Pitkin kiyrai
Gi(p+dp,T+dl',N)=Ga(p+dp, T +dT,N),

joten

&S1dT + Vidp = &S2dT + Vadp

eli kiyralla

@_Szbsl_AS

_TT'AH
dT_ Vo &V B AV B

AV

ja saamme Clausius-Clapeyronin yhtilon

) _L1AH
dT koeks_ T AV

19

Tassda AH = Hy, & H; ja AV = Vo &V,

Esimerkkeja

a) Hoéyrynpainekiyra

Tarkastellaan transitiota
neste — hoyry.

Oletetaan, etti kyseessi on ideaalikaasu, jolloin

AV =T, = NkBT,
p

silla
Vn(este) < Vh(tiyry)-

Koska hoyrystymislimpd (faasimuutoslamps) AH,), on
suurinpiirtein vakio héyrynpainekiyrilld, on

d_p — A-H'nhp

dT'"  NkgT?

Integroimalla saadaan

p = poe—AFan/NknT

b) Fuusiokidyri
Nyt
AVhk = V;l(este) bvk(iinte'zi)

voi olla positiivinen tai negatiivinen (esim. HoO).
Clausius-Clapeyronin yhtilon

@ _ Aan
dT T AV

perusteella on

9 >0, jos AVuk >0 1)
j—% <0, jos AVuk <0 2)



Niahdddn, etté kasvatettaessa painetta vakiolampotilassa  Stabiilisuusalue on siten pisteiden A ja B ulkopuolella.
systeemi Ylikuumentunut neste ja alijisihtynyt hoyry ovat

1) ajautuu "syvemmiille”kiintedin faasiin. m.etastabuleja.. )
Gibbs-Duhemin relaation

2) voi siirtyé kiinteéisti faasista nestefaasiin.
dp=o>ary La
= N N P

c) Sublimaatiokiyra

Nyt
Y perusteella on isotermills voimassa
dH =TdS +Vdp=CndT + V(1 <Tay,)dp,
v
silla S = S(p,T) ja Maxwellin relaatiota ja dp = ¥ dp.
termodynaamisten vasteiden miiritelmid kiyttien
Faasien A ja B ollessa tasapainossa on siis
S oS 2% C J p
dS = | =— d+ dT: — | dp+ ZLdT.
op oT or ), T
Hoyryn paine on pieni, Joten dp = 0, ja pa <l = / N="0
T
Hy = H)+ / CrdT kiintes faasi
0
T
H, = H)+ C’;dT hoyry (kaasu).
0

Oletetaan, ettd hoyry toteuttaa ideaalikaasun
tilanyhtdlon. Silloin

NkgT NkgT

AV = SV ~

joten . . . . .
dp AHp P AHy Mazwellin konstruktio: Pisteet A ja B on valittava siten,

T = TAV ~ NEaT? etti ala I = ala II.
hk B

missia AHyy = Hy < Hy,.
Yksiatomiselle ideaalikaasulle C), = ékBN , joten

AH 5 1T CxdT’
1 bk 4 Zp T / 0 dT kio.
NP N T2 %BN T ko

Tassd AHP, on sublimoitumislampé 0 limpotilassa ja
paineessa.

Koeksistenssialue

Aine on mekaanisesti stabiili vain, jos 42 < 0.
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Klassinen faasiavaruus

Faasiavaruus ja todennikoisyystiheys
Tarkastellaan N hiukkasen systeemii d-ulotteisessa
avaruudessa. Kanoniset koordinaatit ja impulssit

(qla"'aqu)
(pla"'apdN)

q
p

madriadvit taydellisesti systeemin mikroskooppisen tilan.
Faasiavaruus on 2dN ulotteinen avaruus {(p, ¢)}, jonka
jokainen piste P = (p, ¢) vastaa systeemin mahdollista
tilaa.

Trajektori on sellainen faasiavaruuden kiyri, jota myodten
piste P(t) ajan funktiona liitkkuu.

Trajektorin madraivit klassiset liikeyhtialot

) |
dt o 8pi
% _ o0H
dt o 8qi’
missi
H H(q17'"7quap17"'7pdNat)

H(q,p,t) = H(P,t)

on systeemin Hamiltonin funktio.

Trajektori on stationddrinen, jos H ei riipu ajasta:
samasta alkukohdasta P lahtevit trajektorit ovat
identtisii.

Olkoon F' = F(q,p,t) jokin systeemin ominaisuus. Nyt

dFF  OF
—_— = FH
dt 8t +{ Y }7

missd {F, G} on Poissonin sulkusuure

wmz;(

Madgritellaéin foasiavaruuden tilavuusmitta

oF 0G
dq; Op;

0G OF
0q; Op;

<

).

dN

. =1

i=1

dg;dp; _
% =h"WNdq - dgandp: -+ dpan-
Tissd h = 6.62608 - 10~3%Js on Planckin vakio.
Huom. [dqdp] = Js, joten d, on laaduton.

21

Huom. A(, =1 vastaa pieninti mahdollista
faasiavaruuden alkiota, johon systeemif vastaava piste
voidaan epitarkkuusperiaatteen mukaisesti lokalisoida.
Tilavuus A, = [d, on silloin suunnilleen sama kuin ko.
avaruuden osaan liittyvien kvanttitilojen lukumésra.
Ensemble eli tilastollinen joukko tarkoittaa niitd tietyn
hetkisié faasiavaruuden pisteiti, joita vastaavat
makroskooppisesti identtiset systeemit.

Systeemin makrotilaa vastaa siis joukko mikrotiloja, jotka
kuuluvat ensembleen todennikoisyydella p(P)d, . p(P)
on todennikdisyystiheys, joka toteuttaa ehdon

/d, p(P) = 1.

Mitattavan suureen f = f(P) tilastollinen keskiarvo eli
ensembleodotusarvo on

Uh/&ﬂ%@-

Liitetdan kuhunkin faasiavaruuden pisteeseen
nopeuskentti

.. 0H OH

Todennikoisyysvirta on silloin Vp. Alkion , ¢ siséltimé
todennikoisyyspaino kehittyy silloin kuten

8/pd,=¢>/ Vp - dS.
) 0 9,0

ot

Koska
[ Voas=[ v,
0, 0 , 0

saadaan rajalla , o — 0 jatkuvuusyhtilo

7]
p+V-(Vp)=0.

ot
Liikeyhtilsiden
. oOH
4 = B
. oH
i = o
0q;



perusteella on voimassa
9q¢i | Opi
dq;  Op;

=0,

joten saamme kokoonpuristumattomuusehdon
8% 31%
V. V= =0.
Z [an 31%‘]

Jatkuvuusyhtilostia saadaan silloin

dp
0 = —+V-(V
5 TV (Vp)
7]
= a—p+pv V+V-Vp
dp
= V. Vp.
N +
Kun otetaan kiyttoon konvektitvinen aikaderivaatta
d 0
— = —+4+V.V
@ = oot

0 . 0 . 0
&"‘; <q18_qi +p13_pi>’

voidaan jatkuvuusyhtilo kirjoittaa Liouwillen lauseena
tunnettuun muotoon

= p(P(),1) =0,

Faasiavaruuden pisteet liikkkuvat kuten
kokoonpuristumaton neste, joka kuljettaa mukanaan
vakiona pysyvii ensemblea kuvaavaa todenniksisyytti.

Virtaus faasiavaruudessa
Energiapinta , g on monisto, jonka miirad yhtilo

H(q,p) = E.

Koska energia on liikevakio, liikkkuu kukin faasipiste P(t)
tietylld energiapinnalla , g;.
Systeemin energian odotusarvo

=/d,Hp

on myos liikevakio.
Energiapinnan tilavuus on

Sp= /d, = /d, §(H(P) = E).

Faasiavaruuden tilavuus on

[a = [ ase,

Tarkastellaan energiapinnan elementtii A, g.

Epergodinen virtaus: Ajan kuluessa elementti A, g
kidy ldpi vain osan energiapinnasta , g.

Ergodinen virtaus: Melkein jokainen pinnan , g piste
on joskus mielivaltaisen ldhelld mitd tahansa A, g:n
pistetti.

=

Virtaus on ergodinen, jos Vf(P), f(P) "riittavin
tasainen”, on voimassa,

.f:<f>Ea

missi f on aikakeskiarvo

=T1—r>noof/ dtf

ja (f)r odotusarvo energiapinnalla

1

Miaritellaan mikrokanoninen ensemble siten, ettd sen
tiheysjakautuma on

pp(P) = — §(H(P) ©E).

Jokainen energiapinnan piste kuuluu samalla
todennikoisyydelld mikrokanoniseen joukkoon.
Mikrokanoninen ensemble on stationiirinen, ts. aé’,’—f =0
ja siiné lasketut odotusarvot ajallisesti vakioita.
Sekoittuva virtaus on sellainen ergodinen virtaus, jossa
energiapinnan elementin d, g pisteet hajaantuvat ajan
myo6té lihes tasaiseksi jakautumaksi yli koko
energiapinnan.

Jos pp(P,t) on mielivaltainen epéstationéirinen
tiheysjakautuma energiapinnalla hetkelld t = ¢g, niin

Jim e (P.t) = 5= 8(H(P) < E) = pe(P)

EE
ja
Gm(f) = Jim [d pe(POFP)

/ d, f(P)pr(P)
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eli mielivaltaista (ep#tasapaino)tilaa kuvaava jakautuma
kehittyy kohti mikrokanonista ensemblea.

Mikrokanoninen ensemble ja entropia
Jos makroskooppisen systeemin kokonaisenergia
tunnetaan tarkasti, sen tasapainotilaa voidaan kuvata
mikrokanonisella ensemblella. Vastaava
todenn#koisyystiheys on
L

pE(P) o

(H(P)<E).

Annetaan mukavuussyisti energialle ”liikkumavaraa”ja
médritelliin

ppan(P) = —— 6(E + AE < H(P)8(H(P) < F).

ZEAE

T#ssd normitusvakio
ZpAE = /d, 0(E+ AE <H(P))§(H(P)<E)

on mikrokanoninen tilasumma eli partitiofunktio. Zg Ar
on energiaviipaleen £ < H < E + AFE sisiltdmien tilojen
lukuméira (ks. faasiavaruuden tilavuusmitta).
Mikrokanonisessa ensemblessa on todennikoisyys
jakautunut tasan sallittuun faasiavaruuden osaan.

Entropia
Maaritelladn Gibbsin entropia

S = (i)kB/d, p(P)1n p(P).

Olkoon A, ; faasiavaruuden elementin ¢ tilavuus ja p;
keskim#driainen todennikoisyystiheys ¢:ssé. Systeemin
tila on todennikoisyydellid

Pi=pi A,

elementissi ¢ ja

Valitaan kaikki elementit kooltaan pienimmiksi
mahdollisiksi, ts. A, ; = 1. Silloin

S

<kp Z A, ipilnp; = ©kp Zpiﬁ, iInp A,

<kp Zpi In p;,
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silla In A, ; = 0.
Jos p on tasainen alueessa A, = W, on

0= 1
W ’
jolloin

1 1
S:{:}kalnw/d,

Saamme Boltzmannin entropian
S=kglnW.

Tassd W on termodynaaminen todennikdisyys: kaikkien
niiden tilojen lukuméiiri, jotka vastaavat systeemin
makroskooppisia ominaisuuksia.
Voidaan osoittaa, ettid entropia on additiivinen, ts. jos
systeemi koostuu kahdesta osasysteemisti 1 ja 2, niin sen
entropia on

51+2 = Sl + 52.

Jos vaaditaan, etti entropialla on maksimi ehdolla

[ o =1,

tulee p olemaan muotoa
p(P)=po VP €, E.

Entropian maksimiperiaate johtaa siis mikrokanoniseen
jakautumaan.

Entropia ja epajarjestys

Entropian maksimi

=4

Mikrokanoninen ensemble

=4

Jokainen mikroskooppinen tila, jolle on voimassa

E<H<E+AE,

esiintyy samalla todennikoisyydelli, ts. vallitsee
tdydellinen informaation puute.

=4

Ep#jirjestys on suurimmillaan.



Kvanttimekaaninen ensembleteoria

Monihiukkassysteemit
Olkoon H' yhden hiukkasen Hilbertin avaruus. Silloin N
hiukkasen Hilbertin avaruus on

HN=H'oH' @--- o H.
N kpl

Jos esim. |x;) € H' on paikan ominaistila, voidaan
N-hiukkastila kirjoittaa

o) =
//.~./da:1~~-d:cNle,---,$N>7/’(f'31»---»wN)v

missi

|Z1,...,2N) = |21) @ |22) @ -+ - @ |2N)

Hiukkasia on kahta tyyppii:

Bosonit Aaltofunktio on symmetrinen hiukkasten
vaihdon suhteen.

Fermaonit Aaltofunktio on antisymmetrinen hiukkasten
vaihdon suhteen.

Huom. Jos systeemin translatooristen vapausasteiden
lukum#érd on pienempi kuin 3, esim. systeemi on
rajoitettu kaksiulotteiseen tasoon, on mahdollista, etti
monihiukkasaaltofunktion hiukkasten vaihdossa saama,
vaihe on muutakin kuin #1. Silloin sanotaan hiukkasten
olevan anyoneja.

Monihiukkassysteemin Hilbertin avaruus ei ole koko H™
vaan sen aliavaruus

|

Avaruuden dimensio ja statistiikka
Tarkastellaan kahta identtistid hiukkasta tasaisessa
n-ulotteisessa Euklidisessa avaruudessa &,,.
Erotetaan massakeskus- ja suhteelliset koordinaatit:

SHY =
AHN =

SH'®---@H") symm.
AH'® - @H') antisymm.

X

1
5(:1:1 +:B2) €&,

z = (z1&m)€El,.

Koska hiukkaset ovat identtisié, identifioidaan pisteet

r = 3 &x

ST = Iy T

suhteellisen liikkeen avaruudessa £,,. Olkoon niin saatu
avaruus nimeltdén r(n, 2). Piste o € r(n,2) on timin
avaruuden singulaarinen piste.

Kaksiulotteinen avaruus

Avaruus r(2,2) on ympyrikartio, jonka kirkikulma on
60°.

Suljettu kiyri, joka ei kierré kartion kirjen ympéri

e vastaa alkuperiisessi avaruudessa £, sellaista
suljettua kiyriai, joka yhdistdé pisteen = samaan
pisteeseen x.

e saadaan kutistettua jatkuvalla muunnoksella
pisteeksi ylittam#tta singulaarista pistetté.

Suljettu kiyri, joka kiertdd kartion kirjen

e vastaa alkuperiisessi avaruudessa £, sellaista
kayrad, joka yhdistad pisteet @ ja <z, ts. vastaa
hiukkasten vaihtoa.

e ei ole kutistettavissa jatkuvalla muunnoksella
pisteeksi ylittaméittd singulaarista pistetté
riippumatta siitd, kuinka monta kertaa kiyri kiertds
kartion kirjen.

Sanotaan, ettd avaruus r(2,2) <{o} on ddrettomisti
yhtendinen (infinitely connected).

Kolmiulotteinen avaruus
Avaruuden r(3,2) vektorit méiridytyvit spesifioimalla
niiden

e pituus ja
e suunta, mutta identifioimalla vastakkaiset suunnat.

Suhteellisen liikkeen avaruus on esitettivissi tulona
r(3,2) {0} = (0,00) X Pa,

missd Po on kolmiulotteisen pohjoisen puolipallon pinta,
jonka ekvaattorilla olevat vastakkaiset pisteet on
identifioitu.

Suljettu kiyri, joka ei kierrd singulaarisen pisteen ympéri
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e on suljettu kiyra puolipallon pinnalla. e Asetetaan jokaiseen pisteeseen @ yksiulotteinen

. ) Hilbertin avaruus hg.
e vastaa suljettua kiyridi pisteesti « samaan

pisteeseen a alkuperiisessi avaruudessa E3. e Systeemin fysikaalista tilaa kuvaavat vektorit

\/ € he.
e voidaan kutistaa jatkuvalla muunnoksella pisteeksi ¥(=)) *

ylittamatta singulaarista pistetta. e Spesifioidaan jokaisessa avaruudessa hg normitettu
kantavektori ‘X:c> Joukkoa {‘X:c>} sanotaan

mitaksi (gauge).

Suljettu kiyri, joka kiertdd singulaarisen pisteen yhdesti

e on puolipallon pinnalla ekvaattorin vastakkaisia

pisteitd yhdistiavi kiyri. e Aaltofunktio % on tilavektorin koordinaatti kannan
s . . suhteen:
e vastaa 1;‘)‘1.ste1t"c'i x ja & yhdistavad kiyrad . 1T(z)) = () ‘X:c> .
alkuperiisessi avaruudessa &£, ts. vastaa hiukkasten
vaihtoa.

e Muutos {‘X:c>} — {|x%)} kannasta toiseen saa
e ei ole kutistettavissa jatkuvalla muunnoksella

pisteeksi ylittimittia singulaarista pistetti.

aikaan mittamuunnoksen

’ _ ip()
Suljettu kiyri, joka kiertad singulaarisen pisteen kahdesti b(@) = (@) =e v(@).
e vastaa kahdesti tehtys hiukkasten vaihtoa. Fysiikka on riippumaton mitasta.
e voidaa kutistaa jatkuvalla muunnoksella pisteeksi e Otetaan kiiyttoon lineaarinen unitaarinen
ylittiméatta singulaarista pistetté. operaattori P(x’, ), joka siirtis vektorit

Sanotaan, etté avaruus r(3,2) <{o} on kahdesti avaruudesta hg yhdensuuntaisina avaruuteen hg:.
) )

yhtendinen (doubly connected). o Mitta voidaan valita siten, ettd
Kvantisointi P(x +dx,x) ‘X:c> = (1 + iby(x)dz") ‘Xw+d:c> .
e Kahden identtisen hiukkasen konfiguraatioavaruus
on tasainen lukuunottamatta singulaarista pistetta o Koska derivaattaoperaattorit
x =o.
Dy, = 9 Siby(x)
e Yleisesti N identtisen hiukkasen k= oy, KT

konfiguraatioavaruus on tasainen lukuunottamatta

adrellistid madrad singulaarisia pisteiti. ovat invariantteja mittamuunnoksessa, systeemin
Hamilton on kirjoitettava niitd kiyttien.

e Klassisen systeemin dynamiikkaa hallitsevat

paikalliset liikeyhtilot; satunnaisilla singulaarisilla » Kommutaattori

pisteilld ei ole merkitysti. fu1 = i{Ds. Di] = b <:>%
o Kvanttimekaaninen kuvaus on globaalinen; c T By T 9y

E?;i%&f;ﬁ?jgjwuden topologia on on riippumaton mitasta.

Mittainvarianssista johtuen Hamiltoniin ilmestyy

e Identtisten hiukkasten kvanttimekaniikassa on . ..
vektoripotentiaali b(x).

konfiguraationavaruutta késiteltéivi (jonkin verran)
kiyristyneeni. e b(x) on seurausta avaruuden topologiasta.

Formaalisti edeten e Potentiaaliin liittyvd voimakenttd on f;
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o Asetetaan fi; = 0 kaikkialla missi A" = dim H ja |n) € H ovat H:n kantavektorit.
konfiguraatioavaruudessa lukuunottamatta Operaattorin A odotusarvo on
singulaarisia pisteiti.
(4) = TrpA,
e Siirrettiessi mielivaltaista vektoria |¥(x)) € hg
pitkin suljettua kiyrii se jota myos tilastolliseksi odotusarvoksi sanotaan. THssé

Tr B on operaattorin B jilki
— siilyy muuttumattomana, ellei siirtotie

ympiroi singulaarista pistetta. N
— kuvautuu vektoriksi |¥') = Py |¥) € hg, jos TrB = ;<H|B|n>
siirto ymp#rsi singulaarisen pisteen. "

Nyt
e Koska hg on yksiulotteinen, tityy olla

N
Py = e, Trp = Z n|pln) = Zz<n|n')<n'|n>

o Koska
= E 1=1,
P = P(m',a:)PmP(a:',m)_l = Pg,

joten esim.
parametri £ on riippumaton pisteesti x; £ on (IY=Trpl =1
kaksihiukkassysteemin karakteristinen ominaisuus. .
ja

e Singulaarisen pisteen yhdesti kiertéva tie vastaa (P,) = kun P, = |n) (n|.
alkuperiisessi kahden hiukkasen N ’
konfiguraatioavaruudessa kiyraé, joka yhdistda Olkoon |¢) € H mielivaltainen normitettu tila. Tilan |4}
pisteet (@1, x3) ja (xa,x1): Py vaihtaa hiukkaset esiintymistodennikoisyys on
kesken#in.

(Pp) = Trplv) (W] = ) (nlpld}in)

o Kaksiulotteisessa avaruudessa ei ole mitéin syyti v ;

rajoittaa parametrin £ arvoja 0:aan (bosonit) tai Z(
b L = ¥ [n)(n| plv) = (¥lpl)

m:hin (fermionit). ~ \I,_/

e Kolmiulotteisessa avaruudessa ylim#iriinen ehto

_ 2
PZ = 1 pakottaa ehdon & = 0 tai 7. - N Z (@) (nlv) = N Z (¥l
1
Tiheysoperaattori ja entropia N
Olkoon H monihiukkassysteemin Hilbertin avaruus. Voidaan siis kirjoittaa

Todenndikdisyysmitta ilmoittaa, mill painolla kukin tila
[t)) € H edustaa systeemii, jolla on annetut o=
makroskooppiset ominaisuudet. N
Apriorinen todennikdisyys: kun systeemin aktuaalisesta

tilasta ei ole mité#n tietoa, otetaan H:n jokainen tila

yhtisuurella painolla. Ensemble

Madritellaéin tiheysoperaattori p siten, etté

1 N
= I (al.

Makrotila on makroskooppisten parametrien maiardiméi
tila.

Mikrotila on Hilbertin avaruuden tietty tila.
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Valitaan joukko identtisii makrotiloja. Tehdiin Tiheysoperaattori liittds jokaiseen normitettuun |¢) € H

tiaydelliset mittaukset, joiden tuloksina on tilat esiintymistodennikoisyyden
W' i=1,..., M. Maritellisin timin joukon, ensemblen _ _
tiheysoperaattori Py = TrpPy = (Ylpl¥).

Koska p on hermiittinen, on olemassa H:n ortonormaali

M
_ 1 i i kanta {|a)}, jossa p on diagonaalinen:
M= g W
- pP=> pala)(a
jolloin o
Trpprg =1 missi
Observaabelien ensembleodotusarvot ovat 0<p.<1
ja
(4) = TrppmA=— Z¢|A|¢ > opa=1
i=1 Tissd kannassa
1AL Ay =TrpA=>" A
= MZ(A)Z, (4) =TrpA = apa<a| ).
i=1
missi Tiheysoperaattorin liikkeyhtild
(AY = (W' AlpY) Kiinnitet&én tiloihin |a) liittyvit todenniksisyydet p, .
- Nyt
on A:n odotusarvo kvanttitilassa |W>. Tdeaalitapauksessa Y ;
on olemassa raja-arvo Zpa | ()]

Koska tilavektorit toteuttavat Schrodingerin yhtialot

p= hm ZW

d
ih— la(t)) = Hla(?))
joka mi#rittelee systeemin makrotilan. d _
Huom. Menetelmi on kiytinnossi epirealistinen, silli ik dt (a@®)] = {a(®)H,

se riippuu kiytettivisti mittausmenetelmisti.

. e saadaan tiheysoperaattorin liikeyht#loksi
Puhdas tila: Kun systeemin tila tunnetaan

"kvanttimekaanisen” tarkasti, asetetaan zh% p(t) = [H, p(t)].

p=19) Wl Stationddrisessi ensemblessa odotusarvot ovat ajasta
Vastaavassa ensemblessa jokainen tila |1/Ji> = |1). riippumattomia, jolloin 4 = 0 eli
Puhtaan tilan statistinen mekaniikka redusoituu [H,p] =0

tavalliseksi kvanttimekaniikaksi, esim.

Tam# on mahdollista mm. silloin kun p = p(H).
(4) = TrpA = (Y|Al). .
Entropia

Muunlaiset tilat ovat sekatiloja. Maaritellddn entropia

Tiheysoperaattorin ominaisuuksia S =<hkpTrplnp.

Operaattorin p diagonalisoivassa kannassa

o= S =k palnpa.
(Wlpl) = 0V[Y) e o
Trp = 1. Entropialla on mm. ominaisuudet
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1. §>0,sillda 0 < p, <1.

2. § = 0 vastaa puhdasta tilaa, ts. da: p, =1 ja
Por = 0 Va' # a.

3. Jos Hilbertin avaruuden H dimensio A on
sérellinen, on entropialla maksimi, kun

1
=7
P=N

eli p, = ﬁ Vo) € H. Tallsin
S=kplnN.
4. Entropia on additiivinen.
Olkoon koko Hilbertin avaruus
Hito = Hi @ Ho

ja vastaavasti
P12 = p1 @ p2.

Jos p; [alV) = % |a(?), niin

Loz ‘a(l),ﬁ(2>> = 0y ‘a(l),ﬁ(2)> _

Nyt
Tris0A4 = Z<a(1)v5(2)|A|a(1)75(2)>’
a,B
joten
Site = ©kpTrijepiralnpise
= ahp Y VP (nplh) +1npf)
a,B
= whkp > pPnp wks > pS npf)
a g
= S;+ 5.
Tilatiheys
Merkitaan
H|n) = E, |n),
jolloin

H=> Ey,n)(n|.

Jos systeemi on #irellisessi tilavuudessa V', on spektri
diskreetti ja tilat voidaan normittaa kuten

(n|m) = 6p,m.
Termodynaaminen raja:
V-ooxjaN— o

siten, ettd N/V pysyy vakiona.
Tilakertymdfunktio mairitelliin

I(E) =Y 0(E < E,),

ts. J:n arvo pisteessi F on niiden tilojen lukuméiri,
joiden energia on pienempi kuin E.
Tilatiheysfunktio madritellaan

w@3=§§§2=§:ﬂE¢EH,

silld df(x)/dx = 6(x).
Nyt
J(E + AE) &J(E) ~ w(E)AE
on niiden tilojen lukum#iri, joiden energia on vililla
(E,E + AFE). Voidaan myos kirjoittaa
J(E) =
w(E) =

Tr6(FE < H)
Tr6(H ©E).

w(E) vastaa klassisen faasiavaruuden energiapinnan
tilavuutta , . Kun systeemi on suuri, on energiaspektri
ldhes jatkuva, jolloin w(E) ja J(E) voidaan pehment#i
tasaisiksi funktioiksi.

Esim. 1. Vapaa hiukkanen

Hamilton on )
p

~om’

Ominaisfunktiot ovat tasoaaltoja
L ik

=—ce€
1/Jk \/‘7 y

missi aaltovektori voi saada arvot
2T

k= f(nzany,nz), n; € I7 V = L3.

Vastaavat energiat ovat

WE2  p?
ek: = p

2m 2m’
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Suuren tilavuuden rajalla summaus yli kvanttitilojen
voidaan muuntaa integroinniksi yli aaltovektorin kuten

_ _ Vv s, V[ 3

missi g = 25 + 1 ja S on hiukkasen spin. Tilloin

p2 1% p
0
_ Vir 4
g 73 3 p-
Saamme siis
2
J(E) = gc*11/153/2
wi(E) = CGVEY/?
om \ 3/2
Cl = 27Tg <T) .

Esim. 2. Maxwell-Boltzmannin kaasu
Tarkastellaan N vapaata hiukkasta. Kokonaisenergia on

P2
E = -J
Z 2m
J
ja tilakertymé#funktio

In(E)

2
=/de1 m/deNe <E¢%

:/dE1~~~/dENw1(E1)-~-w1(EN)
x0(E ©F; & &Ey).

2
... @p_N>
2m

Vastaava tilatiheys on siis

dJy(E)
dE

/dE1 ~+dEnwi(E1) - wi(EN)
x0(E ©FE; &---<Ey).

wN(E)

Maaritellidn Laplace-muunnokset

Q4 (s) /000 dEe™*Fw(F)

Qn(s) /000 dE e *Fwn(E).

29

Nyt

QN(S)

/ dE1~~~dENw1(E1)~~~w1(EN)

0

X / dEe*FP§(E ©F, &--- &Ey)
0

= / dE1 te dENw1 (El)e_SEl W (EN)Q_SEN
0
= [ (s)]Y.
Koska

o 1
Q4 (s) / dEe~"FCVE'? = 1V 5 Vs 32,
0

saadaan
Qn(s) = (CLV)N 3N/,

missi
2mm

) 3/2
0225\/7701=9<?> .

Ottamalla kiinteis-Laplace-muunnos saadaan

—_

(CQV)NE3/2N71.
, (5NV)

Huom. Permutaatiosymmetriaa ei ole huomioitu!
Aproksimatiivinen korjaus saadaan, kun jaetaan
tilatiheys N!:la:

ol

1

~ N (EN)

wn(E) (CoV)VESPNL

Huom. Bosonien moninkertaista tilojen miehitysti tai
fermionien Paulin kieltosdintdi ei ole huomioitu.

Energia, entropia ja lampotila

Mikrokanoninen ensemble
Vaaditaan, etté

1. systeemin energia on tdydelld varmuudella vililla
(E,E + AE).

2. entropia on maksimissaan.

Tiheysoperaattori on silloin

1
pE = —— A(E+ AE <H))(H <E),
E



missé (olettaen, ettd AE > 0)

Zp = Til(E+ AE&H)(H <E)
= Tr[A(E+ AE eH)<(E<H)
= J(E+AE)&J(E)
on tilojen lukum#&ra vililla (E, E + AE). Kun AFE on

pieni, on
Zp ~w(E)AE.

Entropia on
SE = kB In ZE

Koska Zg on positiivinen kokonaisluku, on Sg > 0.
Edelleen saadaan

SE kB ln[w(E) AE]

= kplhw(E)+ Sy,
joten voidaan kirjoittaa
Sp=kplnw(E).
Huom. Itseasiassa
w=w(E,V,N).

Tiheysoperaattorin méiiritelmissia olemme soveltaneet
kvanttimekaanista ”ergodisuushypoteesia”: kaikki
Hilbertin avaruuden sallitut tilat ovat yhti
todennikoisii.

Lampotila
Termodynamiikan mukaan on

1 [0S

T \OFE VN
Maaritellidin mikrokanonisessa joukossa lampdotila T
siten, etti

1 15]
? = kB 8_E IHW(E,V,N)
Merkitaan 1
ﬁ = kB—T’
jolloin
Olnw
= oF

Esim. Maxwell-Boltzmannin kaasu

Nyt
WN X ES/QN_l,
joten
3
Inwy = §N1nE—|—---
ja
3N
P=5E
eli saamme 1-atomisen ideaalikaasun tilanyhtilon
E= g kgTN.

Kvanttimekaanisen systeemin termodynamiikka voidaan
johtaa tilatiheydestd w(E,V, N). Kiytannossi
mikrokanonisen joukon (E ja N vakioita) tilatiheys on
vaikea laskea.
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Tasapainojakautumat

Kanoninen joukko
Maksimoidaan entropia ehdoilla

(H) =
(I) =

Vaadimme siis, etti

Tr pH = E = vakio
Trp=1.

(S X {H) N (1) =0,
missi A ja A" ovat Lagrangen kertoimia. Saamme

8Tr (Skpplnp ©ApH <)Np) =
Tr(hplnp ok SAH SN)dp = 0.

Koska 6p on mielivaltainen variaatio, saamme kanonisen
eli Gibbsin jakautuman

1
— —BH
p=_e ,

misséd Z on kanoninen tilasumma

Z =Tre PH = ZeiﬁE" = /dEw(E)eiﬁE.

Huom.Kanonisessa jakautumassa hiukkasméiri on
vakio, ts.
Z=2Z({p,V,N,...).

Tilan v esiintymistodenn#ksisyys on
po = TepPy = 7 (Wle™ M),
Jos erikoisesti on kyse Hamiltonin ominaistilasta,
Hln) = Ey|n),
niin 1

pn:Ee

Yksihiukkassysteemille saamme Boltzmannin jakautuman

P, = %e‘ﬁf"; 7 = Ze‘ﬁe".

BEn

Tassé €, on yksihiukkasenergia.
Koska kanonisessa jakautumassa on

Inp =<FH <ln Z,

saamme entropiaksi

S = <kgTrplnp=<kp (lnp)
= kpBE+kplnZ.

Tiassd E on energian odotusarvo
1
E=(H)=TcHe "

Tilasumman variaatio on

6Z = Tré ¢ PM) =w6pTrHe PH
= SBEZ.

Talloin entropian variaatio on

oS

kg <E66+[5’6E+ %)
= kpfoE.

Termodynamiikan mukaan saamme lampotilaksi

OF 1
T = —_— = -,
<5S>V,N ks

eli

Vapaa energia

eli

0 2,0InZ
B =gz nZ =kaT*r,

voimme kirjoittaa

0
S =kp+=

5T (TnZ).

Helmholtzin vapaalle energialle F = E <TS saamme
lausekkeen

F=<kgTInZ.
Tamin avulla tiheysoperaattori tulee muotoon
p=elF=H),

Fluktuaatiot



Kirjoitetaan tilasumma muotoon
7 = /dEw(E)e*ﬁE — /dEe*ﬁEJrlnw(E)_

Oletetaan, etté funktiolla w(E)e™F on tertivi maksimi
kohdassa E = F ja etti w(E) ~ mikrokanoninen
tilatiheys. T#lloin

hhw(E) =— S(E)
kp
ja
Ihw(E)<pE =
Inw(E) <BE
=0, maksimi
1 908
— — EsFE
" <kB O |p_p B>( <E)
1 928 _
= — E<E)? +
2]‘83 8E2 E—E'( )
Maksimipisteessi E = E on
oS 1
k = —_— = —
20 9E|p_p T(E)
_ 1
" keskilampotila’

T on siis keskilampotila. Taylorin sarjassa on

&S _ 9 l _ter 1
oE? ~ OF =T oE T 70y,

joten

Z ~w(E)e ﬁE/dE e “mprrey (BT By’ .

normaaluakautuma

Integrandin normaalijakutuman hajonnaksi on
luettavissa
(AE)? = kgT*Cy

= VksT2Cy = O(VN

sillda Cy, samoin kuin E, on ekstensiivinen (O(N)).
Energian fluktuaatioksi saadaan siis

AE 1
E VN

eli

Huom.Fluktuaatiot saadaa suoraviivaisemmin vapaasta
energiasta:

<(H @(H>)2> - c%gf).

Suurkanoninen joukko

Tarkastellaan systeemi#, jossa seké energia etté
hiukkasluku voivat fluktuoida. Systeemin Hilbertin
avaruus on silloin suora summa

H=HYsHV g ... HM g ...
ja Hamiltonin operaattori summa
H=HO g 4. .. g4 ...
Miaritelliin hiukkaslukuoperaattori N siten, etti
N ¢y = N[w) V]w) € H™.

Makismoidaan entropia S ehdoilla

(H) = FE = annettu energia
<N > = N = annettu hiukkasluku
(ry = 1.

Lagrangen kertoimien avulla saamme
5(S SN (H) <N <N> SN (1)) =0,
josta paddymme suurkanoniseen jakautumaan

1 e B(H—uN)

pZZG

Tissi R
Za = Tr e BH—uN))

on suurkanoninen partitiofunktio. Hamiltonin
diagonalisoivassa kannassa timéi on

Za = ZZ (E(N)fuN

missi

H|N;n) = HY) |N;n) = ESY [Nsn),
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kun |N;n) € H™) on N hiukkasen tila, ts.

N|N;n) = N|N;n).

Hiukkasluku ja energia

Nyt
81112(} 1 N ~
= —— Tre BH-uN)gN
8/1 ZG € B
= B(N)y=pN
ja
8anG 1 \ ~
= o Tre AN &N
5 7 e (H &uN)
= ©<H>+N<N>=©E+/UV,
joten
N _ kBTé)anG
ou
_ 81nZG aanG
E = kgT? T
ks T + kg 9
Entropia

Méagritelmén mukaan on
S=<skpTrplnp =<k (lnp).

Nyt .
lnp=<&pH + puN <ln Zg,

joten

sl

N
S =7 euz +kelnZe.

N

Suuri potentiaali
Termodynamiikassa méiriteltiin

Q=FE&TS <uN,
joten suurkanonisessa joukossa suuri potentiaali on
Q=<kgTnZg.
Tamin avulla tiheysoperaattori voidaan kirjoittaa

muotoon

p= B(Q=H+uN)

Huom.Suurkanoninen tilasumma riippuu muuttujista 7,
V ja u, ts.
Za = Za(T,V, ).

Fluktuaatiot
Nyt
0? g g N
O Tpe BH-pN) TrefB(HfuN)ﬁ?]W
ou’
= ZGﬁQ <N2> B
joten
(AN)? = <(N @N)2> = <N2> &N?
32 In ZC 3N =
= (kpT)>———= = kT — = O(N).
(ksT) o 5T 5, (V)
Hiukkasluku fluktuoi siis kuten
AN
AN o <L> .
N VN

Vastaava lauseke on voimassa myos energian
fluktuaatioille. Moolin ainem#irille fluktuaatiot ovat
o< 1072 eli tarkkuus ~ mikrokanonisen joukon tarkkuus.

Yhteys termodynamiikkaan
Oletetaan, ettd Hamilton H riippuu ulkoisista
parametreistd {z;}:

H(zi) |a(;)) = Eo(2;) |a(zi)) -

Adiabaattinen muutos
Tilassa |a(x;)) oleva systeemi pysyy siini, jos parametrit
x;(t) muuttuvat kyllin hitaasti.

Silloin tilojen todenniksdisyydet eivit muutu, joten
entropian

Sz(i)kBZpalnpa

muutos on nolla. Nyt

OF, 0 OH 0

on. = om. (o] H |a0) = <a B2, a> +Ea8_aci (o] @)
B N OH N
o 8331 ’
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silla (o] a) = 1.
Olkoon F; yleistetty voima

p—ofo| 2]\ _ L OE.
v aaxia B 8xi

ja bx; sitd vastaava yleistetty siirtymé. Silloin

Tilastollinen tarkastelu
Tarkastellaan tiheysoperaattoria tasapainotilassa
([H, p] = 0). Hamiltonin diagonalisoivassa kannassa

{led},

H |a> = E, |a> )
on

p=3 paPa,
missi

Jaetaan tiheysoperaattorin variaatio kahteen osaan

adiabaattinen epiadiabaattinen

— —
ZpaéPa + Z Opa Po

op

= 6p™M +5p?.

Talloin
6(HY = TrépH+TrpéH
OH
— 1 2 .
= Trép™MH + Trépl )H—l—;&xf[‘rpa—xi
= Y paTrH6P, + Tr6p> H <Y Fiow;.
Nyt

TeHoP, = Y (BlH (|a) (6a] + [6a) (a])|5)
B
= E.6{ala)=0,

joten
5 (H) =Trép H &Y Fidw;.

Koska

/dEw(E)f(E) Z/dE&(E &E,)f(E)

> f(Ea),

saamme kirjoitettua epdadiabaattisen termin muotoon

Trop®H = Y 6paEa

/ dEw(E)E ép(E).
Tilastollinen entropia on méiéritelméin mukaan

S = kg Y paln pa.

Sen variaatio on

=0
—

88 = ©kp Y Opa Inp. ks > Opa
= ©kp Y 6pa Inps
= @kB/dEw(E)ép(E) Inp(E).

Mikrokanonisessa joukossa on

1 1

6 ——
ZEAE
joten A
ekplnp(E) = kplnw(E) = SY(E),

missi SY!(E) on mikrokanoninen entropia. Entropian
variaatio saadaan muotoon

68t = / dE w(E)SYY(E)ép(E).

Kehitetdan SU(E) Taylorin sarjaksi pisteen E = E
ympéaristossi:

8Sti1(E)
OF
EsE

_ til 7 =
=SB+ gyt

Stil(E) — Stil(E) +

(E&E)+--
E=F
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Koska ja mikrotilojen (E, Xy,...,X,,) suhteellinen

/dEw(E) Sp(E) = Z 5pa = 0, todennikoisyys
“ 7(E7X17"'7Xn)
saamme fE, Xy oy Xn) = , (E) '
sShil = TﬂlE) /dEw(E)E5P(E) Tilan |E, X1, ..., X,) entropia on
_ .1_ Teop® H S(E,X1,...,Xp)=kpgln, (B, X1,...,X,)
T'til E) )
eli 1
1

eli f(B Xy Xo) =~ €75 S X,

8 (H) =TS &Y~ Fiow;. ’

p Termodynaamisessa tasapainossa S on maksimissaan
’I";ii}n.é?l“on .?fhtapit'av'a termodynamiikan ensimméisen SO = S(B, X1(0)7 o 7X7(10))~
paisdinnon
OU = TrermsSterm o1y Kéytetidan merkintiai

kanssa, jos samaistetaan ;= X; <:>Xi(0)

(H) = E=1U = sisiinen energia poikkeamille tasapainoarvoista.

Tt —  pterm Entropian Taylorin sarjaksi saamme

Stil — Sterm 1

— q0 - oy
ZE‘&% = OW =tyo. §=95 <5 ks Zguxzx] +
; i,j
missi
1 9%S

Einsteinin fluktuaatioteoria 99" %5 \0Xi0X; ) |y,

Jaetaan suuri systeemi makroskooppisiin

osasysteemeihin, joiden viliset vuorovaikutukset ovat Merkitédn -
heikkoja. )
= 7 osasysteemin ekstensiivisid ominaisuuksia vastaavia r = ja g = (gij)-
operaattoreita {X;} siten, ettd Ty,
PSS Silloin
At~ fla) = CemdeTom,
[Xiv H] ~ -
missi
_ —n/2
= 3 yhteinen ominaistila |E, X1, ..., X,), joka on ¢ = (27) Vdetg.
systeemin erds makrotila, ts. parametrijoukkoa Korrelaatiofunktioksi saadaan
(E, X4,...,X,) vastaa makroskooppinen m#iri
systeemin mikrotiloja. Qlkoor} , (E7 ).(1’ e ,Xn“)“tl}aa (@ -z) = /dx fl@)zy -
|E, X1,...,X,) vastaavien mikrotilojen lukumé&éra
(faasiavaruuden tilavuus). _ 9 9 (b
Tilojen kokonaislukuméérs on ~ |on, T (h) o
7(E)= Zv(Elea"'aXn) missd
{X;} dxzdxldxn
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ja Toisaalta oli

F(h) = ez 97k, 1
S = SO @5 kBZgijxixj

5,J
pVT-systeemi = 99 @l kpgx?,
Aineen stabilisuusehtoja tutkiessamme totesimme, etti 2

1 joten
- NS AV ) . S
AS =& > (ATAS; & ApAVi + A AN;). 98 _ par
i oX
Olettaen, etté systeemissi on vain yksi tilavuuselementti, ja F = ekpTqr.

saamme

Kun muuttujaan X ei vaikuteta ulkoapiin, fluktuoi
poikkeama x spontaanisti. Aiheutetaan vastaava
poikkeama x reversiibelilli ulkoisella tyo6lla:

= o~ g (AT AS—ApAVHALAN)

Oletetaan, ettd hiukkasten vaihto ei ole sallittu, ts.
AN = 0. Kayttamailla lampokapasiteetin ja dU = ©F dx = kT gz dx.
kompressibiliteetin m#iritelmis voimme kirjoittaa

Tastd integroimalla saadaan

¢ 2
iz (AT) +W(AV)]

-3 . 1
f(AT, AV) X e I:k (AU)rev = AR = 5 ]gBTgx2’

Tastd voimme lukea matriisiksi g missd AR on fluktuaation AX aikaansaamiseksi

tarvittava reversiibeli minimity®. Voidaan kirjoittaa

T \%
c
_T (5 0 f(AX)ocef’éf_l}.
9=vy 0o —1
VkBTKT
ja hajonnoiksi
kpT?
AT)?) =
(ar2) = =&
<(AV)2> = VkBTKT.

Reversiibeli minimityo
Olkoon z = X <X muuttujan X fluktuaatio. Yhdelle
muuttujalle on

f(z) x e 297
Nyt on S =S(U, X,...) ja
AU =TdS &F dX <dWau.

Saamme osittaisderivaatan

as _F

X T
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Ideaalisia systeemejia

Vapaa spinsysteemi
Tarkastellaan NV kappaletta spin—% hiukkasta:

S; =

S, = 1=1,...,N.

|-|-t\)|>—l
= S

h

Kokonaisspinin z-komponentti on
1
S, = Si.=-h(NT &N7),
e

missi

N+

1
-|-§ h spinien lukum#ira

N

1
<:>§ h spinien lukum#ara.

S, miirid systeemin makrotilan.
Merkitiain S, = Av, jolloin

1
Nt = —N+v
2
N~ IN(:
= = 14
2
ja
1 1 1
= N N+1,...,—N.
v @5 ,<:>§ + 1, 35

Olkoon W (v) niiden mikrotilojen lukumiiri, joille

S, = hv, ts. W(v) kertoo, kuinka monella tavalla N
alkiota voidaan jakaa N7T ja N~ alkiota sisiltiviin
ryhmiin siten, ettda Nt + N~ =N ja Nt &N~ = 2v.
Kombinatoriikka kertoo, etté

N NI
W) = < N+ ) = NNV
N1
CN+ (LN a0’

W(v) on tilan S, = hv degeneraatio.
Boltzmannin entropia on

S =kplnW(v).
Kayttaen Stirlingin kaavaa

InN!'~NInN &N

Saamme

In W (v)

Q

NInN &N
@[(%N+u)ln(%N+v) @(%N-l-u)]
@[(% N@l/)ln(% N &v) @(%N@y)]

2

1
= zNhn +——
2 1 N2 <fp>l/2
Etsitain W (v):n diriarvo:

dlnW(v)
ov

LN2 &2 N2

N2 1N2(:>z/2)2
%N—l—l/

%N@y
%N@y %N@V—F%N—l—y
%N"'V 1N¢>1/)2

N 2u

DN =

Sln

%N—l—l/
%N@y

= &ln

Téstd ndemme, ettd v = 0.
Nyt

N

92 InW(v)
1 N2 &2

o>

v=0

@i<0
N )

joten v = 0 on maksimi.
Kehitetddn In W (v) Taylorin sarjaksi maksiminsa
ympéaristossi:

In W(v) =1lnW(0) @% v+ 0(?),

eli W(v) noudattaa normaalijakautumaa

jonka hajonta on

Tassi jakautumassa on

InW(0) ~ NIn2
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eli

W(0) ~ 2V
Tilojen kokonaism&ira
Tarkasti on
N
Wit = Z( N+ ) =1+
N+
= 2N,

Edellisen perusteella on aproksimatiivisesti

appr
Wtot

Q

ZW(O)e_% v W(O)/ dve "

~ 2N,/1N.
2

Toisaalta on

epéekstensiivinen
ekstensiivinen

—N— 1 Vs

Nln2 + -l (—N)
2 2

= In Wi + epéekstensiivinen

appr  _
In Wi, =

Energia
Asetetaan systeemi ulkoiseen magneettikenttiin

B= /J/OHv

missi

H=H:z

on magnetoiva kentti.
Potentiaalienergia on

EZ@HOZM'H:CWOHZMm

missd p; on hiukkasen ¢ magneettinen momentti.
Nyt

w=7S5,
missi v on gyromagneettinen suhde. Elektronille on

(&
’72270=©_7
m

missé o on klassinen arvo 5.
Elektronille voidaan kirjoittaa edelleen

1. = SpUBpo. = FUB.

Tissd o, on Paulin spinmatriisi ja

h \
pp = =579.10 52
2m

Bohrin magnetoni.
Energia on siis

E=&uH Z“iz = SupvHS, = ev,
jossa
€= ShypoH

on energia/hiukkanen. Elektronille on
€ =2uoupH.

Nyt
AFE = €Av,
joten ehdosta
w(E)AE =W(v)Av

saadaan tilatiheydeksi

1) Mikrokanoninen joukko
Merkitain

jolloin kokonaisenergia on vililla ©F, < E < Fj.
Kirjoitetaan degeneraatio energian avulla muotoon
1 4E? E Ey+FE
“Nln - &—1

2 "EBer T "E ok
Inw(E) + 1n |¢|.

InW() =

Entropiaksi saadaan

S(E) = kplhhw(E)
1 A2 E
= Nkg|=In —2— —1
P2 Eer? T2 ¢

+epiekstensiivinen termi.

Ey+E
Ey & F

Lampotila madriteltiin

38



joten Merkitiian
1 N Eg+ E
8(B) ot

1
Wiz = hoywi, v =Eo.

= = n .
kT (E) 2Ey Ey&FE
Ratkaistaan tistd energia: Nyt
E — BroH ) pi-
E = oFtanh 220 z = PR
N kaikki mikrotilat
1 wolivH 1 1
= <&— NuohvH tanh . 2 2
g M HOMY ( 2kpT S D DI L
v :—.l v :—%
Magnetoituma eli magneettinen polarisaatio tarkoittaa T VTR N
magneettista momenttia tilavuusyksikkod kohti, ts. %
) = Z eBroHhiv ZIN,
M=) w v=-%
i

missd Z; on yhden hiukkasen tilasumma
Magnetoituman z-komponentti on

7. = e~ 3BuoHY 1 BuoHY
M @l ev 1 hypoHv ! € i H—i’-ye2
: V ioH V  juoH = 2cosh 210€BT'
1
= —=~vhv.
v n Sama tulos saadaan degeneraatiotekijin avulla:
Nyt _ ~BE(v)
B = euoHV M., 7 = ZW(V)Q
joten saamme systeemin tilanyhtiloksi — Z W (v)e P
1 wohyH Y
M = — phytanh N _ _1
5 Py tan <2kBT : _ Z<N+>65<N+;N)
N+
missd p = N/V on hiukkastiheys. — kBN ,ﬁE)N
Huom.Edells johdetut relaatiot - € / € )
E = E(T,H,N) Vapaa energia F' on
M = M(T,H,N) F = F(T,H)=<kgTInZ
madridvit systeemin termodynamiikan. = <kgTN {111 2 + In cosh % .
B
2) Kanoninen joukko
Kanoninen partitiofunktio on Entropia on
Z:ZeiﬁE"‘. S = & 8_F
n o) g
. . H
Tassi N = Nkp|In2+Incosh HoHyh
2kgT
En = @LOH Z iz
i=1
. . . @uowa tanh poly H .
on yhden mikrotilan energia. 2kgT 2kgT
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Derivoidaan vapaa energia kentéin H suhteen, jolloin

oF 1 9
_ —Bev
@(a Z>T = kBT—Z EYi EU W(v)e

1
—Bev
IJO’Yhi E vW(v)e

v

= povh(v) = poV>»M..

Vapaan energian differentiaali on siis
dF = &SdT VM- dH,
joten magnetoituma on
1 oF
M o | =—=
oV <8H ) T
pohyH
2kgT )’

1
<:>§ phry tanh (

Tami on identtinen mikrokanonisessa joukossa lasketun
tuloksen kanssa.

Myoskin mikrokanoninen entropia = kanoninen entropia
+ epéekstensiivinen termi.

Energia

@)

E = (E(y»:ep:@%%z

1 1
<:>§ Netanh <§ Be)
= mikrokanonisen joukon energia.
b) Termodynamiikan mukaan
F=E&TS

eli

E = F+TS=F©T8—F

oT
oF 0
8_[3:%(5}7)

0
= @a—ﬂan

= kohdan a) energia.

= F4p8

Suskeptiivisyys

40

Miidritelmin mukaan suskeptiivisyys on

(5_M> HPNE. (32_F>
OH ) oV \oH?
Lop Yiy)®

b cosf (et

Kun H — 0, saadaan Curien laki

X

X:Ta

pop (1 2
C=——1|=h .
k5T <2 7)
Termodynaamiset identifikaatiot
Aikaisemmin samaistettiin

missi

F'l = F = (H) = U™ = sisiiinen energia,

jolloin
F = E&TS= Fterm

= Helmholtzin vapaa energia

= U&TS.
Nyt

dFF = &SdT VM- -dH
AF'™ = &8 dT <dW,

joten

dW = oV M - dH.

Toinen mahdollisuus

Samaistetaan
E = entalpia = H*™ = H.
T4llsin
F = E&TS=H""&TS =G

= Gibbsin vapaa energia = G
ja

dG = &SdT <pyVM. -dH

dH = TdS &pgVM-dH,



joten Kun T' — o0, niin  — 0, jolloin

G = G(T,H In 2.
( ) ) NkB — In
H = H(S,H).
Termodynamiikassa pVT-systeemille oli voimassa
dH =TdS + V dp,
josta saamme analogiat
p «— <upH (intensiivinen)
V —— VM (ckstensiivinen). gle:ngn(r}{e‘;z;m)r,l jl;iré‘;taa adiabaattisesti vililli a — b. Nyt
Toisaalta oli H Hb>
_ S,=S|=")=8=5(—
U=H <:>pV < Ta ) b < Tb
ja eli
dU = T dS <pdV =T dS <dW, T, _H
. T. H.
joten nyt
U=H+pVM-H Negatiivinen lampétila
ja Spinsysteemin entropia on
dU =TdS + uoVH-dM, S(E) N 1 | 4E§ - E Ey+ E
josta Pl2 " E?eFE? T2E, E,<E|’
AW = suVH -dM. miss,
Esim. Adiabaattinen demagnetointi Nyt Eo = joppHN ja <|Ey| < E < |Ey|.
Nig =In2+Incoshx <z tanhx,
missi
_ ohHy
- 2kgT
Kun T — 0, niin z — o0, jolloin
1
Incoshz = In =e*(1+e %) Nyt 1 98 N E+E
2 B(E) = o2 =t In 2L,
= zrz&ln2+ 6721 4+ .- kB oF 2E0 E C}Eg
ja
T —2z
tanhz = e
e*(1+ e 27)
= 1e2e 4.,
joten Alunperin jakauma w(E)e ?¥/Z maksimi on
o negatiivisilla energian E arvoilla. Kainnettiessa dkkia
Nkg = 2wem T 4 magneettikentén suunta £ — <F ja vastaavasti 8 — <83.
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Lampotila voi olla negatiivinen, jos energia on rajoitettu
ylh#ilta ja alhaalta.

Klassinen ideaalikaasu
(Maxwell-Boltzmannin kaasu)

Miaritelladn r; siten, etté
Yhden molekyylin ottama tilavuus =
4 . V1

”Uizgﬂ"l’i:N:;

R
! dmp

e atomin tai molekyylin lipimitta d ~ 2A.

eli
Tyypillisesti

e vuorovaikutuksen kantama 2-4A.
e vapaa matka (tormiysvili) [ ~ 600A.
e r; STP:ssi (T = 273K, p = latm) r; ~ 20A.

eli
d € rn < l
2 20 600 A

Torméysten tirkein merkitys on, etti systeemi
termalisoituu eli saavuttaa tasapainotilan, jota vastaa
tilastollinen ensemble. Muutoin torméykset voidaan
(STP:ssé) unohtaa.

Tarkastellaan yhden molekyylin systeemi, joka voi
vaihtaa energiaa (1ampo4) ympéristonsi kanssa. Sopiva
ensemble on silloin kanoninen joukko ja jakautuma on
Boltzmannin jakautuma

1
pr={(llp|l) = 26766’,

missé kanoninen partitiofunktio on

Z = Zeiﬁe’.
1
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Koska k-avaruudessa 1-hiukkastilojen tiheys on vakio, on

nopeusavaruudessae, missi
1 h\?
By = — d3p = (—) a3k,
m m

tilatiheys myoskin vakio.
Systeemin ollessa translaatioinvariantti on

21,2
o= (K H k) = D = D

1

2
jolloin nopeusjakautuma on

7111!2

f(v) o< (k|plk) = e a7

eli

mau 2

f(v) = Ce 8T,

C miiriytyy ehdosta

oo mo2 13
1 = /f(v)d%zC’{ dvze“‘BT]

o <27rkBT>3/2.

m

Nopeus noudattaa siis Mazwellin jokautumaa

m 3/2 ?
— —%aT .
/() (27rkBT> cr

/d3v =/ v’ do
0

vauhdin eli nopeuden itseisarvon v = |v| jakautumaksi
F(v) saadaan

Relaatiosta

F(v) = 410 f(v).

e Todennikoisin vauhti

[2kgT
VU = .
m




e Vauhdin keskiarvo

/ dvvF(v

e Nopeuden nelion keskiarvo

/8kBT

ja

1 1 3
<—mv2> =3 <—mvz> = - kpT,
2 2 2

ts. energia on jakautunut tasan 3:n

(translaatio)vapausasteen kesken: energian ekvipartitio.

Partitiofunktio ja termodynamiikka
Yhden hiukkasen kanoninen partitiofunktio on

/dEw(E)e*ﬁE
= gZe“”* —g%/d?’pfﬁ

V
= g ﬁ (27kaBT)3/2

Z1(P)

T#ssd g on spin-degeneraatio.
Kun merkitidin termisti de Broglien aallonpituutta
h2
Ar = ———
27I'kaT

voidaan 1-hiukkaspartitiofunktio kirjoittaa muotoon

v
Z =g—.
1(6) g /\%
N-hiukkassysteemin kanoniseksi partitiofunktioksi
saadaan
1 —Bleg, +tep )
Iy = ﬁgNZ'”Ze k, k,
k1 kN
N
— —Pe
B Nv g Ze k
_ N
= m Zi.

43

Tissd N! huomioi sen, etté kukin tila

|k1,...,kN)

tulee mukaan vain kerran. Tilojen moninkertaista
miehitysti tai Paulin kieltosdintod ei kuitenkaan ole
otettu oikein huomioon.

Stirlingin kaavan In N! &~ NIn N <N avulla vapaa
energia voidaan kirjoittaa muotoon

Fy =
ZQkBTanN
N 3
= NkpT lnvélblng—i—h)\ip
NkgT N@ InT &1 <l +31 72
e} Il— n n n
B v I M Sk
Koska

dF = &5 dT <pdV + ndN,
saadaan paineeksi

OF
S Nper L
P=<5v BL Y

eli paddytiain ideaalikaasun tilanyhtiloon

pV = NkpT.
Entropian
oF F 3
S = <:>8—T = <:>f + 5 Nkp

avulla saadaan sisiiseksi energiaksi
3
U=F+TS= §Nk:BT

eli ideaalikaasun sisiinen energia.
Lampokapasiteetti on

oU 3
Cy=(%) =2=Nks.
v <8T>V7N 2 B

Vertaamalla titd lausekkeeseen
1
Cy = 5 fkN

nihdiin, ettd vapausasteiden miird on f = 3.

Suurkanoninen partitiofunktio

] |



Maaritelmian mukaan on
_ (N)_
o= ZZ@ BE —uN) ZZNZN,
N n N

missi

z=ePH

on ns. fugasiteetti ja Zy N hiukkasen partitiofunktio.

Saamme siis

1
Za = ZﬁZNZ{V=6ZZ1
N
v
= exp [eﬁ" X%}
Suuri potentiaali on
v
(T, V,p) = <kpTln Zg = (:)kBTeﬁ“‘i
T
Koska
dQ = &S dT <pdV <N dy,
saadaan
o0 g
= = — k T Bup I
P=gy =Ty TR
ja
N on oIV gV pV
on A, " kgT

eli paddymme ideaalikaasun tilanyhtildon

pV=NkBT.
Tassd
_ NNz
§ o= (vy= 2w NE 2y
YonNZn
_ 1 8ZG _ aanG
B ZGZ 92  dlnz

Toinen tapa

Jaetaan N hiukkasta 1-hiukkastilojen kesken siten, etti

tilassa [ on n; hiukkasta.

€1,

Nyt

® n =1
® ® ® ® n =4
® ® n; =2
N = an ja E = Zeml.
1 1
Mahdollisia jakoja on
W =W(ni,na,...,np,...) = ﬁ

kappaletta.

Koska jokaisessa jaossa (ni,na, ..

.) jokainen N!

hiukkasten permutaatioista antaa identtisen hiukkastilan,

on tilasumma

Za = Tre*ﬁ'(H*MN)
— Z Z —W —B(E—uN)
n1=0n2=0
= Z Z n1|n2 —52 ny(er—p)

ny= 0n2 0

- 1I li %e—ﬁn(fz—u)]

- explze - ]

= exp [eﬁ"Zl]

eli sama kuin edella.



Nyt

M _ <:>B Ezozo n % e_ﬁn(fz—u)
de; B I, [220:0 % e*ﬁn(ehu)]
<3 ()

eli tilan I miehitysluku n; on

_ _ _ 1 81nZG
n, = (nl>—<:>B e,

1 9
e} N _6(€Z_H)
@B e, e

= e Bla—n)

Boltzmannin jakautuma antaa viirin tuloksen, jos
1-hiukkastilojen miehitys on moninkertainen. Kyseinen
aproksimaation on siis voimassa vain jos

<Kl Vi

eli
ePr < P vl

Nyt min ¢; = 0, joten

PP <.
Toisaalta. B
ePr = %/\%, kun g =1
ja _
N _ 1 3

Vv 4rrd

joten tdytyy olla voimassa

A L 1j.

h2
Ar = 2rmkgT

on tyypillisen termisen energian (¢, = kpT') omaavan
hiukkasen aaltopaketin minimildpimitta, joten yo. ehto
kuuluu:

Maxwell-Boltzmannin aproksimaatio on hyv# alueella,
jossa hiukkasten aaltopaketit eiviit mene paillekkiin.

Nyt

Miehityslukuesitys
Tarkastellaan N hiukkasen vuorovaikuttamatonta
systeemii.

Merkitaan

kvanttitilaa, jossa n; hiukkasta on 1-hiukkastilassa 7.
Olkoon tilan 7 energia €;. TAlloin

Hny,ng,...) = (Z niei> |ny,ma,...)
i
Miaritelliin luomisoperaattori a} siten, ettd
a;r |n1,n2,...,ni,...> = C’|n1,n2,...,ni + 1,...)
ts. a;r luo tilaan ¢ yhden hiukkasen.
Vastaavasti tuhoamisoperaattorille a,:
a, |n1,n2,...,ni,...> =’ |n1,n2,...,ni @1,...),

eli @, havittas hiukkasen tilasta ¢.
Kanta {|ni,n2,...)} on tiydellinen, ts.

Z |n1,n2,...> (’I’Ll,ng,...| =1
{ni}

ja ortonormaalinen eli

<n117nl27"' | ni,na,...) = 6n1n'16n2n’2

Bosonit
Bosonien luomis- ja hivittimisoperaattoreille on
voimassa kommutaatiorelaatiot

[a,al] = 6
[aivaj] = [a:‘rva';]zo'

Voidaan osoittaa, etti

a;|n, .. i, .. = ymilng,.ong el
a“nl,...,ni,...) = Vn;+1|ng,...,n;+1,...).
Lukumddrioperaattorille
ﬁi:ajai
on voimassa
i lnt, ..., ni,...) = a,ja,i|n17 STy e
= nilny, ... 0.0
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jan; =0,1,2,....
Mielivaltainen yksihiukkasoperaattori, ts. operaattori
O™ joka konfiguraatioavaruudessa operoi yhden
hiukkasen koordinaatteihin, voidaan kirjoittaa
miehityslukuesityksessi

> (i Ji}ale,

i,
Kaksihiukkasoperaattorille O(?) saadaan esitys

0 = <m‘ o ‘kl>a a;a,ay.
ijkl

o —

Esim. Hamiltonin operaattori
H= Z @— V2

on hiukkaslukuesityksessi

ZV(TZ-,TJ-)
> (i

1£]
j> a;r a;
2,7

1 ..
S Gl V Ik afalaa,,
ikl

7,-L2
&5—V?
2m

H =

missi

ja

(ig| V [kl) =

/ G1(r) 65 (r2)V (11, 72) 0, (12)y (1) dPry dPr.

Fermionit

Fermionien luomis- ja hévittimisoperaattorit toteuttavat

antikommutaatiorelaatiot
{azv a; } =
{a;,a ir =

Voidaan osoittaa, etti

a,-a,T- + a,T-w = 0;;

{a'w ]}_0

a;|ni, ... i) =
(D)% /g ng,...,nie1,...), josn; =1
0, muulloin
a“nl,...,ni,...):
(bl)siy/ni+1|n1,...,ni—|—1,...>, josni=0
0, muulloin
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Tassa
Si=ni+nz+--+ni1.

Lukum#irioperaattorille on voimassa

i |ny, ... g, ...y =n|ng, ... g, ...

jan; =0,1.

Yksi- ja kaksihiukkasoperaattoreille on voimassa samat
esitykset kuin bosonien tapauksessa.

Huom. Koska a; ja a; antikommutoivat, on oltava
tarkkana luomis- ja hivittdmisoperaattoreiden
jarjestyksen kanssa O(?):ssa.

Vuorovaikuttamattomien hiukkasten tapauksessa
Hamiltonin operaattori on konfiguraatioavaruudessa

H = ZHl('I"i),

missi 1-hiukkas-Hamilton H; on

2

h oo

Olkoot ¢; Hi:n ominaisfunktioita, ts.

H1¢j(7‘) = €j¢(1°).

Miehityslukuavaruudessa on silloin

T — ala. = e
= E €ja;a; = €;M;
J J

H1 (1‘1)

ja
_ T s
B S
J J
Suurkanoninen partitiofunktio on t&lloin

G = TI'e_ﬁ(I:I_“N) = Z Z . e_ﬁzz nl(fl—u).

Bose-Einsteinin ideaalikaasu
Bosonisysteemille yksihiukkastilojen miehitys on
n; = 0,1,2,.... Suurkanoninen tilasumma on

By e B mla—n)
nlzZOnQZZO
|5

l n=0

1
- H 1 oeAla—n)

ZaBE =

—5n(€z—u)]



Suuri potentiaali on ja hiukkaslukuoperaattori

Opg = kBTZln [1 @e‘ﬁ(“_")] . N = Za}al.
1 1
Tilan [ miehitysluku on Nyt
{(Ll, (L;[,} = 5”1
_ —5 E N, (€m — 1)
n = n m
IR 3 .
ny ns
1 9 o0N {alaal’}:{agva;[’}:()'
= In Z . - .
<:>B Oe; 126 = 5, €’ Tilan [ miehityslukuoperaattorin
joten saamme Bose-Einsteinin miehitysluouksi fy = a;al
_ 1 -
n=———. ominaisarvot ovat
eﬁ(ﬂ*ﬂ) <1
n; = 0, 1.
Entropia Tilasumma suurkanonisessa joukossa on

Koska dQ} = &S dT <pdV <N du, saadaan
ZG,FD

o0N L
S = (8_T>H — Tre AH—1N)

1 1 R -
= &kp Z]n |:1 oo Bla—p) Z Z - <n1n2 ces ‘ e~ B(H—uN) ‘n1n2 .. >

n1:0 n2:0

n1=0n2=0
1
—Bn(er—p)
oy 1 {3 |
i l n=0

. - —Ble—n)|
Ja 1:[[1+e ”‘]

Ble; <u) =1In(1 +7;) ©lnny,

1 sl
E : —B(e1—w)
kT l 1 oe—Ala—n) (El Sn)e ! ieT?

Nyt

joten Suuri potentiaali on

S = @kBZlII(l@nl_'_l) QFD:@]gBTZ]n[l_Fe—ﬁ(EI—M) )
l

+kp Y [In(iy + 1) <ln 7]
l

Tilan [ keskim##ridinen miehitysluku on

Trﬁle—ﬁ(ﬁ—uN)

eli o= ()= Z
S = ]{:BZ[(T_U +1)ln(ﬁl +1)eny lnT_Ll]. G,FD

: = Z Z —5 Zz’ nyr (e —p)

ZG’FD n1=0ny=0
1 9lnZ

et 9InZarn _ 00rp
B 36[ 36[

7 = Zeza;al _ e—Bla—n)
!

1 + e*ﬁ(ﬂ*ﬂ) ’

Fermi-Diracin ideaalikaasu
Hamiltonin operaattori on =
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Saamme siis Fermi-Diracin miehitysluvuksi

1

™= eﬁ(fl—ﬂ) -+ 1

Miehitysluvun nelion odotusarvoksi saadaan

(n2) !

ZG,FD
1 1 1
e cvemre
Zom 2 D
! n1=0ny=0
1 1 9°Zgrp
B% Zayp  Oe?

Tr ﬁ?e—ﬁ(ﬁ—uﬁ)

1
= E— H 1 + e_ﬁ(gll_u)
B Za,Fp i
0
Y —Bla—p)
X
86[ €
e—Bla—n) _
- 1+ e Bla—w) -

Tulos on luonnollinen, silld n? = n,.
Hajonnan nelicksi saadaan

(Anl)2 = <nl2> ©<n1>2 =y @ﬁ%
= (1l o).

Entropia on

o0
oT

ks 3 14 e~2(1-0)]
l

S =

—Ber—p)
e
T Zl-l—e B (L H)-

Nyt B(e &p) =In =2 ja 14 e~ A=) = L joten

S = &kp Z [(1 @ﬁl) ln(l @ﬁl) + 7 In T_Ll] .
1

5211 nyr (e —p)

Fluktuaatioita esiintyy vain kemiallisen potentiaalin j

lihistolld.
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Talloin

Bosonisysteemeja
Bosekondensaatio
Hiukkasluku
Keskimaarainen hiukkasluku on
_ oN
N = (N)= @(—)
o) r

1

- ; eBle—n) &1

eli
N = il
z = eP* = fugasiteetti,

Merkitiaan
jolloin
_ 1
M=ol
Tarkastellaan vapaata vuorovaikuttamatonta kaasua,

_ n’k; _ p}

jolloin
T om T om
Tallsin
1< e < .
Koska 71; > 0, on fugasiteetti rajoitettu vilille
0<z<1

eli < 0.
Kasitelldsn tilaa p = 0 erikseen, koska sitd vastaava
miehitysluku 7y voi tulla makroskooppisen suureksi:
_ z
g = —,_,1 0O.
0 1az z—1

n2k2

2m

Kirjoitetaan suuri potentiaali muotoon

Ope = kpTln [1 e

+kgT Z In [1 elreP
k+o

Mééritelldsin funktiot g, (2) siten, etté
o0 Zn
9a(z) = Z e’

n=1

Vk
Qpg = kpTIn(l &%) @A—f gs2(2).
T
Hiukkasluvuksi saadaan

N =g + )\—393/2( )-
T

mitiaton verrattuna termiin

ng.
rajoitettu funktio ja

N
_)\3>
<V T 2=0

T

g3/2(
A7

Kun lampotila on korkea tai tiheys pieni, on termi %
z)
, ts.

N
Ag—v = 93/2(2).

%

Nyt g3/2(2) on positiivinen monotonisesti kasvava,

93/2(0) =
g3/2(1) = £(3/2) = 2.612.

N
_)\3>
<V T z=1

Valitaan tiheys p = g ja T siten, etti
N

— )\ =2612,
%

jolloin z = 1. Jos nyt tiheyttd kasvatetaan tai limpotilaa
£ A3, kasvun tulla termista

pienennetiin, tiytyy termin
N
kun 3 A3 <2612

2o, silla 2 < 1, ts.
LA > 2.612.

%A% = 93/2(2)7
NN = M4 gg0(1), kun
Kun v
A >2612 =,
N
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miehittyy tila p = 0 makroskooppisesti muodostaen
Bose-Einsteinin kondensaatin. Sen muodostuminen alkaa
lampotilan ollessa pienempi kuinkriittinen limpatila

() 6k

tai tiheyden ylittdessd kriittisen tiheyden

>3/2

Kun T < T., on kondensoituneen faasin suhteellinen

osuus

271h>

ka

_P
2.612

kaT
pe = 2.612 ( >

2wh

T

T.

2612V _
NN

No
N

Paine
Suuren potentiaalin avulla paine on
o0

“(a),.

kT
)\—395/2(2)7
T

OBE
o
Vv

joten

( kriittisen
% 95/2(2) pisteen
ylapuolella

kriittisen
pisteen
alapuolella.

kpT
A%

Bt gs/a(1) = 1.342

Kyseessi on 1. kertaluvun faasitransitio.

‘He-neste

Toisen kertaluvun faasitransitio supranestetilaan

limpotilassa T, = 2.17K. Edelld johdettu lauseke
p \2/3

( 2.612 )

_ 2rh?

ka

antaa 7, = 3.13K.

Kyseessid on A-transitio.

Kaksinestemalli
Kun T < T,, oletetaan, etti *He koostuu kahdesta
komponentista: supra- ja normaalikomponentista. T#lloin

pS + pn
Js +In

Ps

Kun T' — 0, niin £ — 1, mutta % —~ 0.1.

Tamé johtuu siiti, ettd *He ei ole ideaalinen neste: *He
atomien vililld on

e lyhyilla etiisyyksilld voimakas repulsio.

e pitemmilld etidisyyksilla atraktio.

Mustan kappaleen siteily (fotonikaasu)
Fotoni on relativistinen massaton bosoni, jonka spin on
S =1, joten g =25 + 1 = 3. Tyhjiossi esiintyy vain
transversaalinen polarisaatio, joten g = 2.

Fotonin energia on

(moc®)? + (pc)?
pc = hke.

e(p)

Frekvenssin f tai kulmanopeuden w avulla energia on

e=hw="n2rf=hf
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Koska aallonpituus A on

2T
A= —
k )
saadaan
c
=5
= ck.
Tilatiheys
Periodisilla reunaechdoilla aaltovektori on
2T
k= f (nl‘anyanz)a

joten tilojen lukumiiri pisteen k ympiristossi on

I\?
v

= g——4nk?dk.

g @) rk*dk

ANy,

Kulmanopeuden avulla tim# on

V w? dw

dN;, = dN,=g-—=4r— —
k g (27)3 T2
_ Vwldw

~ Iops
Merkitéin nyt

dN, = f(w) dw,
jolloin

w? dw

Summaus yli kvanttitilojen korvautuu integroinnilla

kuten -
Z...Zz...:/ dw f(w)---.
! kA 0
Tassd k on aaltovektori ja

\ = L, vasen
| R, oikea

on polarisaatio.

Fotonit noudattavat Bose-Finsteinin statistiikkaa.
Tarkastellaan n fotonia, joiden kulmanopeus on w.
Tamén systeemin kokonaisenergia on

en(w) = nhw,

eli systeemi on ekvivalentti yhden harmonisen
oskillaattorin,

1
E,=(n+ §)hw = nhw + 0-pisteliike,

kanssa.

Voidaan siis tarkastella yhden harmonisen oskillaattorin
systeemi#, joka voi vaihtaa energiaa ympéristénsi kanssa.
Voimme siis asettaa p = 0.

Systeemin Hamilton on

H= kZ(hck)a}makk.
A

Bose-Einsteinin jakautuman mukainen energiatilan e(w)

miehitys on
1

"W = e et

Kokonaisenergia on

hw
ePhv =17

E :/ dw f(w)
0
Energiatiheys tulee olemaan
E h o0 w?
= - T = — dow —
1% e(T) 7r203/0 Y P o1

/ dwe(w,T),
0

missd energiatiheys tietylld kulmanopeudella toteuttaa
Planckin siteilylain

hw?

e(w,T) = 1263 (e 1)

Nihd#in, ettid intensiteetin maksimi toteuttaa Wienin
siirtymdlain
Wmax = vakio x T.



Suuren aallonpituuden rajalla, A > T eli w K %,

hc

energiatiheys noudattaa Rayleigh-Jeansin lakia

e(w,T) = vakio x w’T.

Energiatiheydeksi tietyssa lampotilassa saadaan

e(T)

Energiatiheys toteuttaa siis Stefan-Boltzmannin lain

/°° J hw?
= w—-——-——-———-
0 m2c3(ePhv &1)

I3 1 /°° x®
= ——= = de ——
w2c3 (Bh)* e? &1

4
e(T) = E O'T4,

missé o on Stefan-Boltzmannin vakio

kg W

=567-10"8

7= 60732 m2K*

Nyt

Q=F&uN =F,

silla 1 = 0. Vapaa energia on siten

F =

eli

THssé

kBT/ dw f(w)In [1 e P
0
v
m2e3
VkgT o0 5 e
W /0 dacx ln [1 =e ]
kyTt 7t
72c3h3 90°

kBT/ dw w?In [1 @e*ﬁh“’]
0

on kokonaisenergia.

Entropia on

eli

Paine on
_ OF
D=5y
eli
40 4
P=3

N#hdain, ettd fotonikaasu toteuttaa relaation

pV =-FE.

Mustan pinnan siteily

Ajatellaan, ettid emittoiva pinta on aukko sellaisen onton
sdilion pinnalla, jonka sisillid on isotrooppista mustan
kappaleen siteilyi. Siteilyteho saadaan laskemalla
kullakin energialla aukosta karkaavien fotonien
lukuma#ésr.

Aikayksikossid 7 suuntaan 6 lihtevit fotonit ovat periisin
alueesta, jonka syvyys on

£(0) = cT cosb.

Suuntaan € avaruuskulmaelementtiin dQ) lihtevien
fotonien kokonaisenergia on

ao
e(T)Act cosb yme
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Sateilyn kokonaisenergia on siis

w/2 A0

Egst e(T)Acr/ cosf) —
47

0=0

1 71'/2
e(T)Acri/ df sin 6 cos 6
0
; Ae(T)
7 Ae(T)er.

Siteilyteho pinta-alayksikko# kohti on

Es'a't
AT
oT?.

P

= —ce(T)

Siateilyn absorptio ja intensiteetti

Siateilyn tullessa midritystd suunnasta on intensiteetti
E  Acre(T)

Ar Ar

ce(T)

1

eli
I =40T*

Absorptioteho kohtisuoralle pinnalle on T A.

Fononit

Klassinen harmoninen kide
Annetaan kiteen ionien virihdelld tasapainoasemiensa
lahistolld olettaen, etti

1. Keskimiiriisessi tasapainoasemassa kide
muodostaa Bravais’n hilan. Voimme siis liittai
jokaiseen hilapisteeseen R kiteen atomin, mutta nyt
R esittids ainoastaan ionin keskim##riistid paikkaa.

2. Tonien tyypilliset poikkeamat tasapainoasemistaan
ovat pienié verrattuna atomien vilisiin matkoihin.
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Oletuksen 1 mukaan kiteen atomit voidaan yksiloidi
Bravais’n hilan pisteiden R perusteella; esim. r(R)
tarkoittaa hilapisteeseen R liittyviin ionin kulloistakin
sijaintia. Jos u(R) on ionin R poikkeama
tasapainoasemasta, niin

r(R) =R+ u(R).

Olkoon ¢(7) kahden toisistaan etéisyydelld » olevan ionin
potentiaalienergia. Koko kiteen potentiaalienergia on
silloin

U

5 olr(R) sr(R)
RR

% > ¢(R<R +u(R) su(R)).
RR

Kun kiytetdéin ionin R impulssista merkintéds P(R), on
ionien kokonais-Hamilton

%

P?(R) +U.
2m

Harmoninen aproksimaatio

Koska kokonaispotentiaalin U laskeminen konkreettisista
parivuorovaikutuksista lihtien on toivoton tehtivi,
aproksimoidaan sitid kiyttien hyviksi oletusta 2 (u(R)
on pieni). Potentiaalin U Taylorin sarjan ensimméiset
termit ovat

U

oS e(R)
R

2 Y ulR) SulR) - Vo(R < R)
RR'

1
+7 2 [(u(R) su(R)) - VP6(R R
RR
+0(u?).
Tasapainotilassa ioniin R vaikuttaa muiden ionien
aiheuttama kokonaisvoima
F=s) V¢(R<R).
RI
Koska kyseessi on tasapaino, tdytyy timin voiman olla

tdsmilleen nolla. Lineaarinen termi potentiaalin U
sarjakehitelmissi siis havidi.



Toiseen kertalukuun saakka jiljelle jai
U = e + Uharm’

misséd U°? on tasapainoaseman potentiaalienergia ja

[rharm i Z [UH(R) C}Uu(R’)](ﬁuu(R <:>R’)
V=T, Y,
x[u, (R) Su,(R')]
9*¢(r)
¢MU (T) a’f‘uaru .

Mikili emme ole kiinnostuneita kiteen tasapainotilaan
liittyvistd suureista (kokonaisenergia, kokonaistilavuus,
kokonaiskompressibiliteetti,. . .), voidaan vakio U®9 jattaa
pois. Tapana on kirjoittaa harmoninen potentiaali
yleisempiin muotoon

1
Uharm — 5 Z uu(R)DHV(R @R/)UV(R’).
RR'

Qv
Aikaisempi lauseke saadaan, kun asetetaan

DHV(R éR’) = 6RR’ Z (ﬁ,“,(R bR”) ©¢MV(R éR’)
R//

Klassisen kiteen laimpokapasiteetti
Kiteen N ionin muodostaman 3N-ulotteisen klassisen
faasiavaruuden tilavuuselementti on

i, =] % du(R) dP(R) = [ %,duH(R)dPM(R)
R R,

ja kanoninen tilasumma

Z = /d, e PH,

Kokonaisenergia E on silloin

1 0
E—Z/d,e H @—aﬂan.

Kun tehddidn muuttujan vaihdokset

u(R) =
PR) =

57%u(R)
57 (R)

voidaan tilasumma kirjoittaa muotoon

oo (£
_ et Lo
_ 53N/11;[hd (R)dP(R) x

Z

+ red + Uharm>:|

exp {@Z Pg\? @% > i, (R)D, (R @R’)UV(R')]

Koska kaikki lampotilariippuvuus on integraalin
ulkopuolella, voidaan energia laskea helposti

15] e
E = % In(e PY 983N vakio)
= U®+3NkgT.
Lampokapasiteetti on
oF
C,=— =3Nkg.
oT B

Tami kidevirihtelyistid aiheutuva limpokapasiteetin
lauseke tunnetaan Dulong-Petit'n lakina. Kokeellisesti

e matalissa limpotiloissa kiintein aineen
lampokapasiteetti on pienempi kuin Dulong-Petit’'n
lain antama limpokapasiteetti. Lihestyttiessi
limpotilaa T = 0 limpokapasiteetti lihestyy nollaa.

e suuremmillakaan lampdotiloilla mitatut
lampokapasiteetit eiviit 1ahesty tarkasti
Dulong-Petit’'n rajaa.

Harmonisen kiteen normaalimoodit
Yksiulotteinen yksiatominen Bravais'n hila
Jos yksiulotteisen Bravais’n hilan pisteiden vilimatka on
a, niin hilapisteet ovat na, n kokonaisluku. Kuhunkin
hilapisteeseen na liittyy yksi atomi.
Oletetaan, etti tissd yksiulotteisessa ketjussa vain
lihimmé#t naapurit vuorovaikuttavat keskenéiin. Jos
merkitdadn

K =¢"(z),

niin kiteen harmoninen potentiaali on silloin

pharm — %K Z[u(na) su((n + 1)a))?.

Klassiset liikeyhtilot ovat
aUharm
du(na)
= &K [2u(na) Su((n <1)a) Su((n + 1)a)].

Mii(na) =
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Oletetaan, ettd hilan N pistetti muodostavat renkaan,
t.s. siirtymiit toteuttavat reunaehdot

w((N 4+ 1)a) = u(a); u(0) =u(Na).

Etsitdin muotoa

U(TLH;, t) x ei(kna—wt)
olevia ratkaisuja. Jotta reunaehdot olisivat voimassa,
taytyy olla

esza - 1.

Tasta nihdadn, ettd sallitut suureen k arvot ovat

_27rn

=— 5" kokonaisluku.

Sijoittamalla eksponenttiyrite liikeyhtiloihin nihd#in,
ettd kulmanopeuden w on toteutettava relaatio

[2K(1 k | K 1
w(k) = W:Q M|sin§ka|.

Ratkaisut esittéviit renkaassa vaihenopeudella ¢ = w/k ja
ryhménopeudella v = Ow/0k etenevii aaltoa. Jos
aallonpituus on suuri eli aaltovektori k pieni, niin

dispersiorelaatio
w = (a ) k

on lineaarinen. T#lloin vaihe- ja ryhminopeus ovat yhti
suuria.

Yksiulotteinen kannallinen hila

Oletetaan etti alkeiskopissa on kaksi atomia. Olkoot
ionien tasapainoasemat na ja na + d, missi d < a/2.
Merkitdin ionien poikkeamia niisti tasapainoasemista
vastaavasti symboleilla u1(na) ja us(na).
Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd atomien massat
ovat samat. Lihinaapurien aiheuttama harmoninen
vuorovaikutus on

K

M

K

2

n

+ 8 S una) un((n -+ Da)l,

Uharm 2

[u1(na) Sus(na)

missi K kuvaa ionien na ja na + d seki G ionien na + d
ja (n + 1)a vilistd vuorovaikutusta.
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Klassiset liikeyhtilot ovat

gyrharm
duy(na)
<K [ui(na) Suz(na)]
SGui (na) Suz((n <1)a)]
gyrharm
duz(na)
K [uz(na) Sug(na)]
<Guz(na) ur((n + 1)a)].

Mii1(na)

Miis(na)

Etsitidin jilleen muotoa

ui(na)

uz(na)

olevia ratkaisuja. Sijoittamalla nim liikeyhtiloihin
saadaan lineaarinen homogeeninen yhtiloryhmé

Mw? &(K 4+ G)er + (K +Ge ey = 0
(K + Ge™ ey + [Mw? &(K +G)]ea = 0.

Ryhmailld on ei-triviaali ratkaisu vain, jos sen
kerroindeterminatti on nolla. Tastd ehdosta saadaan
kulmanopeudeksi

2 _K+G
T M

1
+ M\/K2 + G2 + 2KG coska.

Talloin amplitudien suhde on

o _ K+ Geita
P |K + Getke|

Jokaista sallittua aaltovektorin k arvoa (N kpl) kohti
saadaan siis kaksi ratkaisua. Kaiken kaikkiaan
normaalimoodeja on nyt 2N kappaletta.
Tarkastellaan erilaisia rajatapauksia.

Tapaus 1. k € 7/a

Moodien kulmanopeudet ovat nyt

2(K + @)

w = i =0((ka)?)
KG
w = m(ka).

Koska jilkimmaéinen dispersiorelaatio on lineaarinen,
sanotaan vastaavaa moodia akustiseksi. Edellisessi



moodissa w = \/2(K + G)/M, kun k = 0. Koska tam&

moodi voi pitkin aallonpituuden rajalla kytkeytya
sihkomagneettiseen siteilyyn, sanotaan sitid optiseksi
haaraksi.

Pitkin aallonpituuden rajalla, kun k& ~ 0, amplitudit
toteuttavat relaation

€1 = Fe€2

ylemmin merkin vastatessa optista moodia ja alemman
akustista moodia.

Tapaus 2. k =w/a

Brillouinin vyShykkeen rajalla moodit ovat

2K . b

w = —, optinen haara
Wi P
[2G

w = —, akustinen haara.
M

Amplitudeille on vastaavasti voimassa
€1 = Fe€q.

Tapaus 3. K > G
Dispersiorelaatiot ovat nyt

(F-o(2)
[Gutilio(S)]

ja amplitudit toteuttavat relaatiot

€
Il

w =

€1 X Fe€q.

Optisen haaran frekvenssi on nyt riippumaton
aaltovektorista. Suuruudeltaan se vastaa jousivakiolla, K
toisiinsa kytketyn kahden samamassaisen atomin
muodostaman molekyylin vibraatiofrekvenssi.
Akustinen haara puolestaan on sama kuin lineaarisen
ketjun tapauksessakin.

Tapaus 4. K =G

Nyt kyseessid on yksiatominen Bravais’n hila, jonka
alkeiskopin pituus on a/2.

Kolmiulotteinen yksiatominen Bravais’n hila
Matriisimerkintii kiyttien voidaan harmoninen
potentiaali kirjoittaa kompaktimpaan muotoon
1
=3 > u(R)D(R <R )u(R).
RR

Uharm

Riippumatta ionien vilisistd voimista matriisi

D(R < R') noudattaa tiettyji symmetrioita:

1. D, (R&R)=D,,(R <R)

Tam# ominaisuus nihddin vaihtamalla
derivointijirjestystd matriisin D alkioiden mi#ritelméssi

02U

Dy (ReR)= — S~
SR = R ) |,

0

2. D(R) = D(<R)

Tarkastellaan hilaa, jossa ionien poikkeamat
tasapainoasemasta ovat u(R). Vastaavassa invertoidussa
hilassa poikkeamat ovat <u(<R). Koska jokainen
Bravais’n hila on inversiosymmetrinen, tiytyy molempien
hilojen energioiden olla samoja olivatpa poikkeamat
u(R) mitéd tahansa, t.s.

Uharm % Z ’U,(R)D(R @R’)’U,(R/)

RR’

1
=3 > (¢u(eR))D(R &R')(<u(<R))
RR
1
=3 > u(R)D(R' < R)u(R),
RR
missé u(R) on mielivaltainen. TAm# on voimassa vain,
jos
D(R&R')=D(R <R).
Symmetrian 1 perusteella on lisiksi voimassa
D,(R&R) =D, (R&R),

eli matriisi D on symmetrinen.

3. ER D(R) =0

Siirretiin jokainen ioni R paikkaan R + d. Tam# on
tismilleen sama kuin koko hilaa siirrettiisiin vektorin d
verran. Siirretyn hilan ja alkuperiisen tasapainoasemassa
olevan hilan potentiaalienergiat ovat samoja (0), eli

0 = > dD,(R<R)d,

RR'

nv

> Ndud, | Y Duu(R)
124 R
Koska vektori d on mielivaltainen, tdytyy olla voimassa

> D(R)=o.
R
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Klassiset liikeyhtilot

aUharm
= =%

Mii, (R) WO

> Dy (R&R)u,(R),
R
tal matriisimuodossa

Mi(R) = <> D(R <R )u(R)
R/
muodostavat 3V yhtdlon ryhmin. Etsitddn jalleen

muotoa .
u(R,t) = eeitk-R-wt)

olevia ratkaisuja. Tdssi polarisaatiovektor: € ilmoittaa
ionien liikkeen suunnan. Vaaditaan edelleen, etti
ratkaisut toteuttavat jokaista primitiivivektoria a; kohti
Born-von Karmanin reunaehdot

u(R + N;a;) = u(R),

alkeiskoppien kokonaisméirin ollessa N = Ny NoN3.
Niam# ehdot toteutuvat vain jos aaltovektori k£ on muotoa

na

ni
k= _—
Ny

ng
= b —bs.
N, 2+ 3

b
1+ N

Tassi vektorit b; ovat kiinteishilan primitiivivektoreita
ja suureet n; kokonaislukuja.

Niahd#in, etti erillisid ratkaisuja saadaan vain, jos k on
rajoitettu 1. Brillouinin vyohykkeeseen, t.s. sallittuja
aaltovektorin arvoja on tismilleen N kappaletta.
Sijoitetaan yrite liikeyhtilsihin, jolloin saadaan

Mw?e = D(k)e,

missi
D(k) =Y D(R)e *E
R

on n.s. dynaaminen matriisi. Jokaista sallittua arvoa k
kohti saadaan yht#élon (x) ratkaisuna kolme ominaiarvoa
ja ominaisvektoria. Normaalimoodeja on siis kaikkiaan
3N kappaletta.

Matriisin D(R) symmetriaominaisuuksia
hyviksikiyttien voidaan dynaaminen matriisi kirjoittaa
muotoon

D(k) % S D(R)e kB 1 R R o)
R

> D(R)[cos(k - R) «1].
R

Dynaaminen matriisi on siis

D(k) =<2} D(R) sinQ(%k 'R).
R

Niahd#sn, ettd D(k) on reaalinen ja parillinen
aaltovektorin k funktio. Koska D(R) on symmetrinen,
on myds D(k) symmetrinen. Kirjoitetaan yhtilo (x)
muotoon

D(k)e (k) = A, (k)e. (k).

Reaalisen symmetrisen matriisin ominaisarvoina suureet
As(k) ovat reaalisia ja ominaisvektorit €;(k) voidaan
ortonormittaa, t.s.

€(k)-es(k)=dss, 5,8 =1,2,3.

Kolmen normaalimoodin polarisaatiot ovat €s(k) ja
kulmanopeudet vastaavasti

Oletetaan nyt, etté ionien viilinen vuorovaikutus
pienenee nopeasti etiisyyden kasvaessa. Tarkasti ottaen
oletetaan, etti

lim D(R) = O(R™®).

— 00

Talloin pitkilld aallonpituuksilla, t.s. kun k =~ o, on
voimassa

1 1
in>(Zk-R)~ (=k- R)?
Sm(2 ) (2 )
ja

(k- R)’D(R).

Olkoot ¢(k)? matriisin
1 - 9
337 DI B DR

ominaisarvot. Nihd#in, ettd pienilld aaltovektorin
arvoilla frekvenssi on

ws(k) = co(k)k.

Kaikkien kolmen moodin dispersio on siis lineaarinen
aaltovektorin k funktio eli kaikki kolme moodia ovat
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akustisia. Yleens# cs(I;) ja siten myos w(k) riippuvat Operaattoria a}c sanotaan fononin luomisoperaattoriksi

8
moodin s lisiksi myos aallon etenemissuunnasta k. ja operaattoria ag,  fononin havittdmisoperaattoriksi.
Kiytetidin paikan ja impulssin kanonisia

Kolmiulotteinen kannallinen hila . .
kommutaatiorelaatioita

Menetelldsin tismilleen samoin kuin yksiulotteisen

kannallisen hilan tapauksessa. Oletetaan, etti ' .
alkeiskopissa olevien ionien miiri on p. Jokainen [ (R) P”(R/)] = ihduiRR ’
alkeiskopin ioni lisii yhden vapausasteen, joten tietylla [up(R),u,(R)] = [Pu(R),P,(R)] =0,

aaltovektorin k arvolla moodien kokonaislukum#iri on ) )
3p. Vastaavat frekvenssit ovat w’(k), missd nyt s =1,2,3 identiteettejd
jai=1,2,...,p. Vastaavat poikkeamat ovat

Z &R __ | 0, Eeiole ki#nteishilavektori
€ 1 N, k on kidnteishilavektori

(R t) = (k) i(k-R—w (k)t).

Polarisaatiot eivit en#di ole ortogoaalisia vaan

ja
toteuttavat relaation -
v S eFB -0 R#0
P
D€l (k) €l(k) = s, . | )
i=1 seki tiaydellisen ortogonaalisen vektorijoukon
inai tt
Analogisesti yksiulotteisen hilan kanssa nyt kolme omunatsiuia
moodeista on akustista ja loput 3(p <1) moodia optista. 3
Kvanttimekaaninen késittely Zl[es(k)]u[es(k)]y = Ouv-
Tarkastellaan kidehilaa kuvaavaa harmonista Hamiltonin =
operaattoria On suoraviivainen tehtéivi osoittaa, ettid luomis- ja
1 hivittamisoperaattorit noudattavat
Hham o — Z WP (R)? kommutaatiorelaatiota
T —
N = Op1.0ss
+ 3" w(R)D(R < R)u(R)). e ] ktk .
’ RE lgoag ] = lag, ap 1=0

Olkoot ws(k) ja €s(k) vastaavan klassisen hilan
normaalimoodien taajuudet ja polarisaatiot.
Maaritelladn operaattori ag,  siten, etta

1 ; _ [
ap, = ﬁ % e_lk'Res(k) . u(R) = \/— Z 2Mws aks + a

sz

Operaattorit u(R) ja P(R) voidaan kirjoittaa luomis- ja
hivittamisoperaattoreiden avulla muotoon

Mw(k) . 1
——u(R ——P(R)| .
[ on B+ o T )l ths
P(R) = TN Z aks <:>a
Operaattorin ag, . Hermiten konjugaatti a}cS on
: e. (k) zk R
[ kR, .
ks VN % ¢ (k) Hamiltonin operaattoriksi saadaan nyt
Muws(k) . 1 1
s\ (R - PRI. H = hiws(k Ok )
[ o YR S s T )l Z k
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Tami on yksinkertaisesti 3V riippumattoman

harmonisen oskillaattorin Hamiltonin operaattori, joten

energiat ovat vastaavasti
E = Z ng, + hws( )-

Téssé suureet ng, ovat miehityslukuoperaattorin

Mg, = a,;csak.s ominaisarvot, t.s. ng. = 0,1,2,....

Einsteinin malli

Oletetaan, etti kiteen jokainen ioni liikkuu samanlaisessa

harmonisessa potentiaalikuopassa. Tlloin

1
H = ZFLWE(G;{:SG/’CS + 5),
ks
missid parametri
_ kpTg
WE = 7

on kaikille 3V oskillaattorille yhteinen Finsteinin taajuus

ja Ty sitid vastaava Einsteinin limpdtila
Yhden harmonisen oskillaattorin tilasumma on

Zharm(w) = He_ﬁhw “ a+

2sinh(2 Bhw) 1 Bhw)

Koska moodien lukuméird on 3N, on kanoninen
tilasumma

7 =
n1:0n2:0 ngN:1
3N oo
_ § ’ —Bhwg(n+3)
- H € Blnts) Zh'mrm( E)
7=1n=0

N

Lampokapasiteetti on

OF o 0 0 ,0InZ

& = ar @—%lz—ﬁ@ﬂ T
2 2

= ka7 L Tz = 3Nks (Tfi
oT? sinh*(Tg /2T)

Z o—Bhw(n+d)

e~ Bhw

—_ 3 ﬁhw ﬁFL“’-’ —
= Zf T {1 oo fhw

T S e e D)

Debyen malli
Eksaktissa ratkaisussa jouduttaisiin laskemaan
tilasumma

—_ w LLT a 5
7 = Tre "Xk SesRep ap 43

I ) ]
{ng, =0}

joka puolestaan edellyttiisi dispersioiden wg(k)
tuntemusta. Kiytinnossi tyydytidin useimmiten,

normaalitilanteissa melko realistiseen, Debyen malliin:

o Alhaisessa limpotilassa vain matalaenergisten
fononien kontribuutio on merkittivé, joten

— huomioidaan vain akustiset moodit: 2
tranversaalista ja 1 longitudinaalinen.

— otetaan akustisista moodeista mukaan vain
pieniin k:n arvoihin liittyvit fononit, jolloin

voidaan kiyttii lineaarisia dispersioita
u)l(k) = Clk
wt(k) = Ctk'.
o Katkaistaan spektrit Debyen taajuudelta

ksTp
h b

wp =
missd Tp on vastaava Debyen limpdtila.
Kussakin moodissa j on tilojen tiheys

v

2

™

L 3
dN; = (2—> dnk*dk =

Kokonaistiheys on siten

2 1
dN = L <— + —) widw.

2 \ 3 3
2r? \¢; ¢

Koska moodien kokonaism#ird on

3N = / dN——

saadaan Debyen limpotilaksi

oo N a2 1\
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ja vastaavasti tilatiheydeksi on

Cv — 3N]€B,
AN() = 23 @ (@ <wp)
W)= w waw W= wp). eli paiadytiain Dulong-Petit’n limpokapasiteettiin.
T—0
Kanoninen partitiofunktio on Koska,
_ e > ,gz hwo(R)(ng, +1) 3 e y4ey _ vakio
R0 0 2 SR LT ol 25 |, e R
n1=0n2=0 nan=0
e=3 Bnws (k) saadaan

—Bhw.(k)’
Los 1&e (k)

127t T\*
Cy(T) — vakio x T? = ——— Nkg <T—) .
josta vapaaksi energiaksi saadaan 5 D

F = Z % hiws (k) +kBT21n [1 @e—ﬁhwﬂ(k)
kS

ks
—_————

0-piste-energia

eli

IN [
F=Fy+ kT — / dww?In Yfee ).
wD 0

Koska S = @% jaCy = T%, on Cy = <T %, jolloin

- Diatominen ideaalikaasu
Cv =3Nkgfp (%) :

Tssi

T 4.y
fo(z) = ’ /0 dy(L

T 28 e¥ <1)2

on ns. Debyen funktio.
Tyypillisid Debye-lampotiloja

Tp
Au 170 Luokitellaan kaksiatomiset molekyylit
Cu 315
Fe 420 e homopolaarisiin (sama-atomiset), esim. Hy, No, O,
Cr 460 o Ja
B 1250 - . . .
C (timantti) 1860 e heteropolaarisiin (eriatomiset), esim. CO, NO, HCI,

Huom. Mit suurempi Tp sitd jiykempi, kovempi, kide.

Cyn kiyttiytyminen: Kaasun ollessa harvaa ovat molekyylien viiliset

T = o0 vuorovaikutukset vihiisid, joten ideaalikaasun
Koska tilanyht#lo on voimassa. Molekyylien sisiiset
3 r 5 vapausasteet aiheuttavat kuitenkin muutoksia termisiin
fD(x)z:)OF /0 dyy” =1, ominaisuuksiin (esim. Cy/).
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Olettaen, etti sisiisiin vapausasteisiin liittyviit moodit
ovat toisistaan riippumattomia, voidaan molekyylin

e clektronien siirtyminen
kokonais-Hamilton kirjoittaa summaksi Y

orbitaalilta toiselle
e ionisoituminen
H ~ Htr + Hrot + Hvibr + Hel + Hydin.
e energiat <leV = kgl0*K

e normaaliolosuhteisa ndmé

Tassd vapausasteet ovat jidtyneet
ja voidaan unohtaa.
2
HY = P _ ineettinen energia
2m N e e .
m = molekyylin massa pydin ytimien vapausasteisiin liittyvit
) energiat
H™' = = =rotaatioenergia normaaliolosuhteissa vain
21 ) ) ) ydinspin-vapausasteet ovat
L = impulssimomentti kiinnostavia. Spin-degeneraatio on
I = hitausmomentti gy = (2L +1)(22 + 1),
missi I; ja I, ovat ytimien spinit
mim
= m;x; = ————— nergiatermit eiviit kytkeenny mainittavasti, ts. tilan 4
I 2 1+2d2 Energiatermit eiviit kytk inittavasti, ts. tilan i
i ML energia F; on
Esim. Hy-molekyyli
d=0 75A Ez ~ Etr + Erot + Evibr7
L=nJ/I(l+1), 1=0,1,2,... jolloin yhden molekyylin tilasumma on
h2 [S SIS
= 85.41K -
2Ikp Zy = ZZZgy(21+1)x
ominaisarvot P 1=0n=0
Ty o0 B =0 B Ul+1)~Bhe, (n+§)
21 — Ztr Zrot Zvibrzydin
ovat (20 + 1)-kertaisesti degeneroituneet '
eli tilasumma faktoroituu.
Yl
2 Vv
tr BE =
A = ; e = /\%
. 1
HYP = hw,(n + 5) = vibraatioenergia \ h2
T=\ o7
Ytimien vilimatkan d 2rmkpT
viaridhtelyvapausasteet vastaavat oo .
pienilli amplitudeilla lineaarista zet = ) (204 1)e T D
harmonista oskillaattoria. 1=0
n=ala=0,1,2,... 72
Kukin energiataso on = 2’kp
degeneroitumaton 00
Zvibr — Ze—ﬁhwﬂ(n-l—%)
H = elektroniset energiat e
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7,1
2 sinh =%
[ sin 2T]

hw,
T, =
kg

gy = (2[1 + 1)(2]2 + 1).

Zydin —

Approksimatiivisesti (unohtaen tilojen moninkertaisen
miehityksen) N molekyylin tilasumma on

1

N =

N
zZy,

missi 1/N! johtuu molekyylien identtisyydesti. Liitetdin

tamé tekiji translaatiosummaan.
Vapaa energia
F=«<kgTInZy

voidaan jakaa termeihin

r ]' r
F" = kT [ﬁ (7" )N]
3N
1 2emkpgT \ 2

Vv 3 3 2mrm
F'™ = &NkgTln {2(21 +1)e * l(l“)}

=0
Fibr NkgT ln 2sinh5

2T

Fydin SNkEkgT In Jy-

Sisdinen energia on

F
F+TS=F@T8—

oT
0 (F
= &7 — (=},
or \T
joten translaatiovapausasteisiin liittyvi sisdinen energia
on

U

0 Ftr 3
tr __ 2_ - — el
U _@T8T<T> N2 kst
ja
3
oY = Z Nk
9 B

eli saadaan ideaalikaasutulos.

Koska ainoastaan F* riippuu tilavuudesta V', on paine

_OF __9F" _ NkgT
P=Sy =Sy T Ty

ts. saadaan ideaalikaasun tilanyhtilo

pV = NkpT.
Rotaatio
Tyypillisid rotaatiolimpotiloja:
Kaasu | T,

H, 85.4

N, 2.9

NO 2.4

HCl | 15.2

Cly 0.36
N#ihd#in, ettd T, < huoneen limpotila.
T T,
Nyt

oo
7ot =3 (2 + 1)e F 0D x 143072 F,
1=0
joten vastaava vapaa energia on

T

F™' ~ @3NkpTe 27

ja sisdinen energia

Urot — @TQ—
T

a Frot
oT

) ~ 6NkpToe 2 7.

Rotaatioiden kontribuutio lampokapasiteettiin on

rot TT‘ 2 —2Ir
CV ~ 12NkB T e T TjOO
T>T,
Nyt
VAN / dl (20 + 1)e~ T 1D
0

T - —Ze(141) T
= — [ —
T,./ ¢ T,

jolloin vapaa energia on

T
F™' ~ &NkpTIn T
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ja sisdinen energia
U™ ~ NkgT.
Kontribuutio lampokapasiteettiin on

1
Of' m Nkg = "5 Nk,

eli rajalla T > T, rotaatiovapausasteita on f™* = 2.
Tarkasti:

Vibraatio
Tyypillisid vibraatiolimpdotiloja:
Kaasu T,
H, 6100
Ny 3340
NO 2690
0, 2230
HCl | 4140

Niahd#in, ettd T, > huoneen lampdtila.
T<T,
Vapaa energia on

ib Tw _ Ty
FYib = NkgTln [e‘ZT(l{i}e T)]

Ty

1
5 NksT, &NkpTe T,

Q

joten
: T,\°> _=
CYP" ~ Nkg (T) e~
T>T,

T4lloin vapaa energia on

. T,
FY™' ~ NkgTln a

ja sisdinen energia vastaavasti

UVP' ~ NkgpT,

joten lampdokapasiteetti on
CVP* ~ Nkjp.

Nihd#dn, ettd rajalla T > T, vibraatioihin liittyy kaksi
vapausastetta, kuten aina harmonisella oskillaattorilla
(E=(T)+(V) =2(T)).

Homopolaarisen molekyylin rotaatio
Ytimien identtisyyteen liittyvit symmetriat on
huomioitava.
Esim. H>-kaasu:
Ytimien spinit ovat

1

11212257

joten molekyylin kokonais-spin on
I1=0,1.

Tarkastellaan niité kahta tapausta:

[l Tl
I=1 I=0
I, =41,0,1 I.,=0
tripletti singletti
ortovety paravety
spinaaltofunktiot spinaaltofunktio
symmetrisii: symmetrinen:
1) = 11
10) = H(Th+1U1D)  [00) = J5(IT1) &|11))
et) = (L)
Avaruusaaltofunktio Avaruusaaltofunktio
antisymmetrinen: symmetrinen:
(el) =&l (el) =1

Vastaavat tilasummat ovat

Zorto = Z (20 + 1)e~ 7 1+D)
1=1,3,5,...

Zowa = Y (204 1)e” F 1D
1=0,2,4,...
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ja rotaatioihin liittyvi tasapainotilasumma
ZYOt = 3Zorto + Zpara~

Alueella T > T, torméykset aiheuttavat konversioita
orto- ja paratilojen vililli, joten systeemi on
tasapainossa. Lisdksi Zorio & Zpara, €li kaikki 4 spintilaa
ovat yhti todennikoisii.

Alueella TXT, saattaa kaasu jadada metastabiiliksi orto-
ja paravetyjen seokseksi, jossa spin-populaatiot ovat
suhteessa 3 : 1. Tilloin on kiytettivi tilasummaa

3N N
— 4 4
=7 toZpara

rot
ZN orto

Sisdinen energia on tilloin
3 1
Urot _ = Uorto Z [ypara
4 + 4
ja lampokapasiteetti vastaavasti

3 1
Crot — = Corto - Cpara.
4 + 4
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Fermionisysteemeja

Elektronikaasu
Ideaalinen fermikaasu on hyv# aproksimaatio mm.
metallien johtavuuselektroneille.

Yksihiukkastilatiheys energian ollessa €, =

(

2,2
EE on

"

2m
a2

gs
472

w1 (6)

Tiheydeksi saadaan

2m
=

N _ g

_N Ve
p_V_47r2

€ 66(57:“) +1 '

) [

Energia hiukkasta kohti tulee olemaan

oo 372
B et
— N T roo e1/2
N fo de ePBle—n) 41

Degeneroitunut fermikaasu
Oletetaan, ettd kpT < p.

Kirjoitetaan
1
B 11 O(p <€) + hie &p),
missé 1
h(zx) = sign(z) AR T

Funktio h(z) poikkeaa nollasta vain kapealla alueella
|x|§szT < .

Lasketaan integraalia

[ et
0

€ 66(57:“) +1



- /Ooo de p(€) [B(p <€) + h(e &p)]

"

= de ¢(¢€)

/ de h(e

Viimeinen termi on

h(p) =

/ de h(e) [6( + €) (1 )]
P(n <e).

kertalukua

; —H/kBT
en/ksT 1~

ja voidaan niin ollen jattidd pois.
Jos ¢(e) on kyllin sédéinnollinen alueella € ~ u, voidaan

kehittis

Ui+ ¢) Sd(u o)~ 20 (W)e +2 = ¢ (W) + -

Talloin

3!

¢(€)

/ de eﬁ(f H)—}—l

“f

+%WM@TFAWW

20" (0) 5 (o T)* [ s

de ¢(¢€)

e +1
3

e +1

ja saamme Sommerfeldin kehitelmin

- 9(e)
/0 de eﬁ(ffﬂ) + 1

Lampdtila T'=0
Nyt

ja h(z) =0

Fermienergia on

Fermi-impulssi on

| desto+ T wntr o)

77‘- "
o (T) A" () + -

Tiheys on

s 2mer 3/2
T 672 B2

eli

— 95 43
P=6r Fp-
Elektroneille spindegeneraatiotekiji on gs = 2 -
joten
i
3n2’

Energiaksi hiukkasta kohti saadaan

_ foldxx3/2 2/5
€ = €F—3 =
Jy dzxt/? 2/3
3
= —ep.
5 F

Kokonaisenergia on

3 3 _m2 [6r2p\*/?
E:—eFN:—N—<“’) .

5 5 2m Js

Koska
E = vakio x N®/3y—2/3

_ (9B _2E
S \ov )y T3V

pV =—-F.

niin

Metallin elektronikaasu
Kun kirjoitetaan tiheys muotoon

missi ap on Bohrin radan side

47r60h
me2

=0.529A,

ag =
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nihdidn, etti
_1.613- 1030 1
B r3 m3’
Metalleille on
1.95r,55.6.

Fermi-aaltovektoriksi saadaan

1 L/or  1.92

krp = — .
aoTs 4 aoTs

Ferminopeus on

PF hkr 1.927%
VR = - = =

m m magrs
4.2 106
o T S
Esim. alumiinissa on
_ o9 XM _ €
vr= s 148

Fermilimpdtila eli degeneraatiolampdotila Tr
médritelldsin siten, etti

k‘BTF = €f.
Nyt
h? 1.92 3. 69
€r=  — < > 13.6eV.
2mag Ts 2
——
vetyatomin
sidosenergia
Koska
1leV = 11604k pK,
on

2
1.92
Tr = ( > 13.6 - 11604K.

T's

Alumiinille Fermilimpotila on T = 136 000K.
Yleensikin metalleille on

T<Tp,

joten metallien elektronikaasu on aina vahvasti

Sommerfeldin kehitelméin avulla saamme

2
3/2 _ 47
3 €F o Js ( > / de 511 65(5 ®)

2 82
z T
3 1 2(/63 ) \/ﬁ+

ja voimme kirjoittaa

3/2

Q

2 1 2
/1,3/2 |:1+7r—(]€BT)2T+:| =—6:;—|/2.
8 €

Tastd saamme kemialliselle potentiaalille lausekkeen

w(T) = ep [1 @g (kfFT)2+...] .

Kéyttéden jilleen Sommerfeldin kehitelm#i saamme

[5S) 63/2
/0 de (f—u)+1

5/2+—(kBT) Vit
5 kpT

1 N
+ ].2 ( €r >

Nyt energia/hiukkanen on

ZZ

2

5

2 Bk
5 +

€r

) 3/2
f de ——
_ _ 0 eBle—p) 41
6(T) - foo de el/2
0 eBle—n) 41
e} —€fr

2
14 D2 (R
5 12 o
3 72 k3 T?

5ty

4 (S
Ominaislampd, joka voidaan kirjoittaa muotoon

ONEe w2 k2
v oT 2 e
= T
2 TR’

= Nkp

on pieni verrattuna esim. Maxwell-Boltzmannin kaasun

ominaislimpoon (Cy = Nkpg %) Tam4 on

degeneroitunut.
Ominaislimpd Olkoon nyt T > 0, mutta T' < Tr.
Tarvitaan g = u(7T), kun £ = p tunnetaan.

ymmérrettivii, silld niiden hiukkasten lukuméiiri, jotka
voidaan eksitoida termisesti energialla ~ kpT on Paulin
kieltosidinnosti johtuen < MB- tai BE-kaasulla.
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Paulin paramagnetismi
Elektronin magneettinen momentti on

e
H=<<—Ss
m
tai
W, = SUBOz,
missi
h \%
ip = 2 —566-10 55"
2m
ja

= =58, = £1.
o hs

Ulkoisessa magneettikentiissi on elektronin energia

2
b
Py, = €pt = — <Su., B =€p + upBo,
po. = €pt = 5 U p+ B
kun elektronin kineettinen energia on

p2

Ep = 2m
Kisitellidin elektroneja edelleen
vuorovaikuttamattomina, jolloin suurkanoninen
tilasumma on kuten edells, kunhan korvataan
ép — €p + upBo..
Tilojen miehitysluvut ovat nyt

1
efleptupBo.—u) 4 1°

’ﬁpgz =Npt =

Koska metallin elektronikaasu on voimakkaasti
degeneroitunut (7' < Tr), tarkastellaan lampotilaa
T =0.

Fermi-aaltovektorit miiriytyvit ehdoista

h2k?
™ yupB =
2m
h2k2
SupB = p.
2m
Koska tiheys on
Js
P= 5 k%‘a

T 672

ovat spin-populaatioiden tiheydet

ki
P+ = W
k3
b= = op2-

Jos magneettikentin voimakkuus on

BO = 6_Fa
tB
on magneettinen energia samaa kertalukua kuin
fermienergia. Metalleilla e ~ 5eV, joten By ~ 10°T.

Realistiset magneettikentiit ovat siten <« By ja voimme

laskea pienen B:n rajalla. Merkitiin
kp+ = kp +6kp,

jolloin

2

hk%, L upB - h2k% N W2kp
m 2m m

_ h%g

2m

Okr £ upB

= u

THstd saamme mu
Skp = &2 B
hWkp
ja

k3 k2

2F 4 YE 6k
672 2m2 F
k’%—- k:pm,uB

672 212k

pr =

Suhteellinen polarisaatio on
P+ Sp— _  SMmusB
Pt + P h’k%
3
@ﬁ B
2€F
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Magnetoituma tilavuusyksikko# kohti on
N
M= v (1-) = eppp(0.) = Spupr
eli

3 2
M=2, R
2 Sy

Suskeptiivisuus on miiritelminsd mukaan
_OM oM
~om "B

Paulin paramagneettinen suskeptitvisuus on siten

X

3 w2
X = §NOP_B
€Fr

edellyttien, ettd T < Tr ja upB < €p.
Alumiinille elektronitiheys on

p=182-10"m=3
ja fermienergia

1.92\2

Suskeptiivisuus

3
5 S4r-1077-1.82-10% -

Vs 1 (V)
Am m3 T?eV
VVs /m2)°
— 94.1088 m
Am* (VS>
= 94-101%-1.6-1071°
= 15.107°

X 117

on silloin pieni, sill4 vain fermipinnan vilittoméssi
liheisyydessi olevat elektronit voivat polarisoitua
magneettisesti.

Kaksiulotteinen elektronikaasu
Tarkastellaan elektronia, jonka liike on rajoitettu
kaksiulotteiseen zy-tasoon. Magneettikentissi

B=VXxA,

liikuvan vuorovaikuttamattoman elektronin Hamilton on

-1

H
0 2m

(I2 +1IT2),

(5.66 - 10 7)2

missi

II = &ihV +eA

ja A on vektoripotentiaali.
Otetaan kiyttoon magneettinen pituus

1/2
w= ()"
eB
ja syklotronifrekvenssi

eB
o

We =

Oletetaan, etti B on z-akselin suuntainen.
Vektoripotentiaalille voidaan valita Landau-mitta

A = (0, Bz, 0).

Tassd mitassa Hamiltonin operaattori on

1 2
H():% pi+(py+eBx)].

Vastaavassa Schrodingerin yhti#lossd muuttujat voidaan

erottaa yritteelld .
¢ = ey (x).

Funktion y(z) on toteutettava yht#lo

12 1
R mwf(x &X)%*y = Ey,
2m 2

missd X = <k, (3. Tama yhtalo kuvaa ilmeisestikin
tasapainopisteen X suhteen jousivakiolla

viaridhtelevid yksiulotteista harmonista oskillaattoria.
Ominaisarvot ovat niin ollen

1
E,=(n+ §)hwc, n=20,1,2,...
ja vastaavat (normittamattomat) ominaisfunktiot
dux = rve TR, (2 & X)/bo],

missi H,, on Hermiten polynomi.
Asetetaan periodiset reunaehdot:

e elektroni liikkuu suorakaiteessa, jonka sivut ovat L,

ja Ly.
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e y-suunnassa aaltofunktio on tasoaalto e**v¥, joten
sallitut aaltovektorin arvot ovat

_ 2Tny

ky 7
v

ny =0,4+1,42,. ...

e p-suunnassa harmonisen litkkeen keskus

27Ny

X = 2 _
Syl I,

£

on rajoitettu vilille 0 < X < L, eli

XL,
-2 g<x <L,
"ty 271'6% -

Energiatilaan F, liittyvid ominaistiloja ¢, x on niin ollen

kaikkiaan
_L.L,

L

kappaletta, ts. energiatilan F, eli Landau-tason n
degeneraatio on N;.
Maaritelladn vuokvantti ®g siten, etti

By = .
(&

N#hddin, ettd pituusyksikon ¢y avulla on
@0 = BQ?T@%
Degeneraatio voidaan siis ilmaista myds muodossa

_BL,L, _®

Ns — X
b, b,

missd ® on L, x L,-suorakaiteen lavistavd magneettivuo.
Olkoon pq elektronien tiheys tasolla eli

Po = LzLya
misséd NV on elektronien lukumé#iri
L, x L,-suorakaiteessa. Maaritellaén tdyttosuhde v siten,
ettd

v =2mlipy.

Se voidaan kirjoittaa myss muotoon

N N
= 2nl3 =—.
YA, TN,

Kokonaislukuinen v vastaa siis tidytti Landau-tasoa.

Kokonaislukuisesti kvantittunut Hall-ilmi6
Asetetaan xy-tasossa oleva elektronikaasu z-akselin
suuntaiseen magneettikenttiin B. Ajetaan x-suunnassa
virta I, systeemin lipi. Kun tarvittava sihkskentts on
FE., on vastaava vastus

R B

xT

Kuten tunnettua, generoituu (Lorentz-voimien
vaikutuksesta) myos kohtisuoraan suuntaan sihkskentts
E,. Suuretta

E
R,, ==
Y Ia:‘
sanotaan Hall-vastukseksi.
Tayttosuhdetta
27k po

v=2nlipy = 5
voidaan varioida joko muuttamalla elektronitiheyttd pg
tai magneettikentin voimakkuutta B.

Osoittautuu, ettéd tiyttosuhteen v ollessa likimain jonkin
pienen kokonaisluvun n suuruinen

e Hall-vastus saa arvon
h

ja pysyy tissd arvossa vaikka tayttosuhdetta hieman
muutettaisiinkin. Hall-vastus Ry on siis likimain

kvantittunut.
e ajavan kentdn suuntainen vastus R, hiviii.

Taméi ilmio tunnetaan kokonaislukuisesti kvantittuneena
Hall-ilmioni (Integer Quantum Hall Effect, IQHE).
Koska kvantisointiehdon Ry = h/ne? on havaittu
toteutuvan erittiin tarkasti (suhteellinen virhe < 107%),
on sovittu, ettd IQHE:t4 kiiytetdin vastuksen
standardina. ISO-standardin mukaan Ry = Ry /n, missi

Ry = 25812.807%2

on von Klitzingin vakio.
Kvalitatiivisesti IQHE voidaan ymmirtii seuraavasti:

e reaalisessa materiaalissa on epdpuhtauksia, joiden
vaikutuksesta Landau-tasoilla on energian funktiona
tietty leveys.
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Landau-tasoilla olevien elektronien tilat ovat
laajennettuja (extended), kuten esim. tasoaallot
e ¥ Nami elektronit voivat osallistua virran
kuljetukseen.

elektronit, joiden energia sattuu Landau-tasojen
ulkopuolelle, ovat sitoutuneet epédpuhtauksiin. Nam#
lokalisoituneet elektronit eivit voi kuljettaa virtaa.

Fermipinnan osuessa Landau-tasolle laajennetut
tilat voivat esteetti kuljettaa virtaa. Elektronien
lisidiminen Landau-tasolle lisié virrankuljettajien
lukumairias. Tamé vastaa Ry-kiyrian tasanteiden
vilistd aluetta.

Landau-tason tiytyttyi lisityt elektronit joutuvat
lokalisoituihin tiloihin, jotka eivit kuljeta virtaa.
Télloin virran kuljettajien méirs ei lisiéinny, joten
Ry pysyy vakiona. Ollaan siis Ry-kiyrian
tasanteella.

Kvantitatiivinen ymmértaminen (Ry = h/ne?)
edellyttaa kuljetusteorian tuntemusta.

Relativistinen elektronikaasu
Elektronien lepoenergia on

me? = 0.511keV

ja relativistinen kokonaisenergia

(me?)? + (cp)?

»

2m

€p

me® +

e,

Olkoon
mc

ke = == =259 10Mm !
elektronin Compton-aaltovektori ja

_271'

P 2.43-10"2m

Ac
sen Compton-aallonpituus.
Koska p = ik, on

€r = ch/k? + k2.

Periodiset reunaehdot ovat samat kuin epérelativistisessa
tapauksessa, eli

2T
k=—
L

(nr,ny,nz),

70

joten on voimassa
]{:3
p=5.
32
Kun kp = (372p)'/? on kertalukua k., on relativistiset
korjaukset otettava huomioon. Vastaava tiheys on
k2

3T
10° x metallin elektronikaasun tiheys.

1
=5.87-10%—

Pe =
2 m3

Q

Ultrarelativistinen elektronikaasu on kyseessd silloin, kun
kr > k. tai vastaavasti p > p..

Tarkastellaan kylmidd relativistista ainetta, ts. oletetaan
ettd T < Tp.

Kokonaisenergia on

B Ne— N J5F dk K2ch/RZ £ K2
= € = N

k
fo T dk k2
missi,

~ 5 fokp/k“ dr 221 + 22
€ = mc /CF/kc d 5

IN T

) ) Okp/kc dz z> [\/1-}——562 &1
= mc” +mc

fOkF/k“ dz 22

on keskim#iridinen elektronin energia.
Epirelativistisella rajalla on voimassa

kr/ke 211 .2
. 2 fo dv a5 2™ + -]
€ = mc” |1+ kF/de 5
I rT
3 (kr\’
2
= 14— [ 2£
mc +10<kc> + ],

josta edelleen saadaan aikaisemmat tulokset kunhan
otetaan mukaan myos elektronin lepoenergia.
Ultrarelativistisella rajalla kr > k. saadaan

kr/ke

dz z° 3
€~ mc20kF/k7 = Z Chk}?‘.
Jo 7 do a?
Energiatiheys on siis
E 3
V — Z (371'2)1/36hp4/3



ja paine
©<8E)
p=e 5
oV )y
ultrarelativistisella rajalla
1 FE 1
P=3v =7 (3m2) 3 enipt/3.

Valkoinen kadpiotahti

Toimivassa tihdessi ydinreaktioissa (piiasiassa vedyn
fuusioituessa heliumiksi) vapautuva energia ja tdhted
kokoonpuristava gravitaatio ovat tasapainossa.
Ydinpolttoaineen loppuessa tihti romahtaa kasaan. Jos
tihden massa on riittivi pakkautuu aine niin tiukkaan,
ettd kaikki materia on t#ysin ionisoitunutta. Edelleen

tihden massasta riippuen stabiili lopputila voi olla mm.

e valkoinen kidpid, jos degeneroituneen elektronisen

plasman paine estii tihted romahtamasta edelleen.

e neutronitihti, jos elektronikaasun paine ei riiti
kumoamaan gravitaatiovoimia, vaan materia
tiivistyy edelleen neutroneiksi ja niiden
degeneraatiopaine estdd enemméin luhistumisen.

Valkoisen ki#pion tyypillisii ominaisuuksia:
o tihden lipimitta 2R ~ 10*km.
e nukleonien kokonaisméiri Ny = 10°7.

e massa M ~ 103%kg ~ M, missi
Mg = 1.989 - 103°kg on auringon massa.

3

e massatiheys p,, ~ 10'°%kgm™ on noin 10°x maan

tai auringon tiheys.

o clektronien lukumiiritiheys p ~ 1036m=3. Tilloin
kr = k., joten elektronikaasu on vain kohtuullisen
relativistinen. Sisdosien kaasu voi kuitenkin olla
paljon tiheimpid ja niin ollen ultrarelativistista.

e paine p ~ 10??Pa ~ 10'7atm.

e sisiosien limpotila T ~ 107K ~ T,. Koska
fermilampétila on Tr =~ 10'°K > T on kyseessi
kuitenkin kylm# elektronikaasu.

Olkoon p(r) paine etiisyydelld r tihden keskipisteesti,

g(r) vastaava gravitaatiokiihtyvyys ja pm,(r) tiheys.

Hydrostaattinen mekaanisten voimien tasapainoehto on
dp

L= eg(r)pm(r).
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Nyt

missd M (r) on siteen r sisipuolella olevan materian
massa ja

N 2
G =6.673-10 ==
kg
on gravitaatiovakio. Saamme yhtdloparin
W) _ o M) (r)
dr r2
dM
dy) = 4w (r).

Koska ytimissd on neutroneja suunnilleen yhti paljon
kuin protoneja, joita puolestaan on yhti paljon kuin
elektroneja, on

pm(r) = 2mpp(r).

Tassé
m, = 1.673- 10" *"kg

on protonin massa ja p(r) elektronien lukumé#iritiheys.
Hyvini aproksimaationa voidaan tihden
elektronitiheytti pitid vakiona p. Silloin

M(r) = 3 mm,pr®

ja kokonaismassa siten
8
M = 3 mm,pR,

kun R on tihden side. Paineen on nyt toteutettava
differentiaaliyht#ls

dp

16
o @? ﬂ'm?,pQGT

reunaehdolla, etti paine hividd tihden pinnalla, ts.
p(R) =0.

Integroimalla differentiaaliyhtiilé saadaan keskustan
paineeksi
8
p= 3 Gmf,pQRQ.
Koska kyseessi ei ole aivan ultrarelativistinen
elektronikaasu, lasketaan paine hieman tarkemmin kuin



edelld. Elektronin keskim##riinen energia on

ke /e g 2222 + 1

£ = m Y
Jo 7 de a?

2f0kp/kcdxx3 1+3i5+--

= mec
fOkF/k“dxe

3kr 3k
— 2|2 e 4.
_mc[4kc+4k1r+ ]

Tastd saadaan edelleen paineeksi

he
P o= e (kb ek )

= Logaviysg as m?c?
4(371') hep le

E— _I_
R (372p)2/3

Tami on relativistisen elektronikaasun tilanyhtils.
Vaaditaan, ettéd tilanyhtilon ja hydrodynaamisen
tasapainehdon antama paine ovat tihden keskustassa
yvhtisuuret, ts.

8
?ﬂ- Gmyp°R? =

m2c?

1
Z(3 2 1/3h 4/3 1
4( ) hep @7#(371_2!))2/3 +

Sijoittamalla tihén elektronitiheys massan ja siteen

funktiona, ts.
3M

r= 8mm,R3

paddytidan ehtoon

M 2/3_1¢ R\? /M. 2/3
M. N R, M ’

missi
9 1/2 he 3/2 .
P
A 9 1/3 M. 1/3
R. = — (-”) ( ) ~ 4700km.
mec \ 8 my

Tahden siteeksi saadaan

e () ()]

Nihd#dn, ettid valkoisella kiapiolld on maksimimassa

M = M.. Tarkempi lasku osoittaa, etti valkoisen kidpion
massa ei voi ylittdd Chandrasekharin rajaa, noin 1.4Mg,
luhistumatta neutronitihdeksi tai mustaksi aukoksi.

Muita fermionisysteemeji

Ydinmateria
Raskaiden ytimien massatiheys on

pm ~2.8-10kgm 3.

Kun oletetaan protoni- ja neutronitiheydet samoiksi,
ovat kummankin fermikaasun aaltovektorit

krp ~1.36-10®m™!

ja fermienergiat
er ~ 38MeV.

Koska m,c? = 938MeV, on ydinmateria epirelativistista.
Nukleonien viliset atraktiiviset vuorovaikutukset
kumoavat kineettisestd energiasta aiheutuvan paineen.

Neutronitdhti

Tdhden massan ylittiessi Chandrasekharin rajan
elektronien fermikaasun paine ei riiti kumoamaan
gravitaatiovoimia vaan tiahti jatkaa luhistumistaan.
Talloin tihdestd muodostuu jittidisydin, jossa useimmat
elektronit ja protonit ovat ydinreaktion

pt+te —n+ruv,
kautta muuttuneet neutroneiksi. Téhden side on
R ~ 10km,

nukleoniluku
Ny a~ 10°7

ja massatiheys
pm ~ 108kgm 2.

Gravitaatiovoimaa vastusta paine aiheutuu enimmikseen
neutronien fermikaasun paineesta ja vahvoista, lyhyilld
etidisyyksilld erittdin repulsiivisista ydinvoimista.

Kvarkkimateria

Kun ydinainetta puristetaan 2-10 kertaa tiheimmiiksi
kuin atomiytimissi, alkavat nukleonit menn#
?padllekkiin”, jolloin niiden sisdltamiit kvarkit
muodostavat kvarkkiplasman.
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Nestemiiinen *He
Ydin on p+p+n ja ydinspin %

Matalissa lampotiloissa ydinspin méirai statistiikan, ts.

3He atomit ovat fermioneja.
Normaalitiheyttd vastaava fermilimpotila on

Koska ®He-atomien viliset vuorovaikutukset ovat
huomattavia, >He-materia muodostaa vuorovaikuttavan
ferminesteen. 3He-nesteells on kaksi suprafaasia (A ja
B). Nam# ovat tasapainossa normaalin faasin kanssa
kriittisessi pisteessi

Tr

T. ~2.7TmK .
mK < 1500

Vuorovaikuttava aine

Klassinen reaalikaasu
Huomioidaan atomien (molekyylien) viliset
vuorovaikutukset.

Hamiltonin operaattori

N 9
p;
HWN) — E ™ + E v(riz), Tij = |ri ©rjl.
=1

1<

Esim. jalokaasuille erinomainen vuorovaikutuspotentiaali
on Lennard-Jonesin 6-12-potentiaali

o =1e[(2)" =(2)]

Lasketaan tilasummat klassisessa faasiavaruudessa.
Kanoninen partitiofunktio on

Zn(T, V) = Z(T,V,N) = Tt ye 4"

1
PR —BH
klassinen V| /d’ € ’

raja,
Maxwell-
Boltzman

Koska impulssimuuttujat esiintyvit ainoastaan
kvadraattisena kineettisen energian termeissi, ne voidaan
integroida, jolloin saadaan

1 1
In = wimw /--./dpl-.-dedrl.--drNx
2
i
e (#0524 57 u(ry)
i i<
1 1
= WWQN(Tav)a
missi

2 1/2
A\p = hi
2emkgT
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on terminen aallonpituus ja
QnN(T, V)= /dT1 codrye®? Dies V(i)

Suurkanoninen tilasumma on

> PN ZN(T, V)
N

> % (é) : Qn(T,V),

N

Z(T,V,p)

kun z = e”* on fugasiteetti.
Maaritellasin intensiivinen funktio

1
w(z,T) = v InZ(T,V, u).
Suuri potentiaali on tilloin

O =<kgTVw(z,T)

ja
r_ _
T w(z,T)
_ N ow(xT)
rF=vs 0z

Eliminoimalla n#istd z saadaan tilanyht#lo muodossa
p=kgTo(p,T).

Kirjoittamalla ¢ tiheyden p potenssisarjaksi paddytdin
viriaalikehitelm#in.

Ursell-Mayerin graafit

Kirjoitetaan
Qv = /dr1 oy L)
1<
= /dm erw [T+ £)
1<
missi

fig = flry) = e 7 o1

on Mayerin funktio.
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Funktio f on rajoitettu kaikkialla ja sen kantama on
sama kuin potentiaalilla v. Yleensd f on pieni korjaus
termiin 1 verrattuna. Jos v(r) =0, niin f =0 ja

Qn = Q% =V eli paidytiin Maxwell-Boltzmannin
ideaalikaasuun.

Kirjoitetaan )y Mayerin funktioiden f;;
potenssisarjaksi:

QN = /drln.-rN

Z fij frl

(7)<(kl)

L+) fij+
(i)

>

(i7)<(kl)<(mn)

fij Frtfon + -+

THssé

(i7)
(17) < (k)

1
< paril<i<j<N, §N(N<:>1)kpl

< (i) # (k) ja vain toinen
termeisté (i5)(kl), (kl)(ij) otetaan,
1.1

3 [5 N(N @1)][% N(N &1) 1] kpl

Graafit rakennetaan elementeisti

.i < / dTi

i_J i== fzj

Hiukkasten permutaatio ei muuta graafien arvoja, esim.

///drldr2d7’3f12f23Z///drldmdrgfwf%’

kuten nidhd#dn vaihtamalla integrointimuuttujat ro ja 3
kesken#in.
Jaotellaan graafit luokkiin:

o kytkettyjen graafien eli rypileiden (clusters)
jokaisesta mustasta pisteestil (o) padistiin jokaiseen
mustaan pisteeseen seuraamalla viivojen (—) ketjua.

o kytkemdttomissi graafeissa on osia, joita ei yhdisti
toisiinsa viiva (—).

Helposti ndhdiin, ettid kytkemiton graafi faktoroituu
kytkettyjen osiensa tuloksi.



Sanotaan, etti [ kytketystd pisteestd muodostuvien
graafien summa on [-rypile (I-cluster).
Madritellasin ¢; siten, ettd se on kaikkien [-ryp#leiden

summa, esim.
o = / dr_V
o = [ [
s ///drldhd?‘3(3f12f13+f12f23f13)-

Voidaan osoittaa, etti

Qv=>6

{n}

vy

@
e

o 1L

o)

e y; kertoo [l-rypileiden lukum#irin.

P

Tssi

oo o0

2=

{Vl} V1= 01/2 0

0 (N,Zlm) rajoittaa integroimismuuttujien
l
médrin (mustien pisteiden o) N:ksi.

N!

I,

valita N pisteen joukosta.

kertoo, monellako tavalla rypileet voidaan

jokainen [-rypileiden mahdollisesta v;!

permutaatiosta antaa identtisen kontribuution ja on

otettava mukaan vain kerran. Siksi jakaja 1!

v
o 4
tekijassi L.

vy

Merkitdsn -
£=15
AT
Suurkanoninen tilasumma on nyt
1
S
foy 0 Lk

Z % ENN1S (N, Z lz/l>
N : 1
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{w} 1
1 v
T
v
> 1 4 a ¢l
= X o el =10

Piasddymme suurkanonisen tilasumman
kumulanttikehitelmddin

Z(T,V, ) = exp [Z%flflll :

=0

Viriaalikehitelmi

Kumulanttikehitelmissi jokainen ¢; on verrannollinen
tilavuuteen V. Madritelldin pelkistiin lampotilasta
riippuva rypileintegraali b siten, etti

11
b = nv ai
= /d?’l /d’l‘l +fij)
i<j kytketyt graafit
Nyt
w(z,T) = V In Z(T,V, ) = Zg b(T

Tiheydeksi saamme

ow s
p=z5-= ; 16'0,(T).

Ratkaistaan tistid £ tiheyden p potenssisarjana,
sijoitetaan se funktion w lausekkeeseen ja keritidn
samanasteiset p:n potenssit yhteen, jolloin saadaan
viriaalikehitelma

p=kgTw(z,T)=kgT[p+ Bo(T)p? + B3(T)p* + - - -].

Viriaalikertoimet B,,(T') ovat nyt rypileintegraalien

{bi(T)|l < n} funktioita, esim.
1 _
ByT) = eh(T)=3 / ar [1 e 0]
B3(T) = 4b3 <2bs
By(T) = <<20b3 4 18bybs <3bs.



Toinen viriaalikerroin
Oletetaan, etti

e vuorovaikutuksella on kova sydén (hard core), ts.

vuorovaikutus on voimakkaasti repulsiivinen kun

rSo.

e vuorovaikutus on keskim#irin atraktiivinen kun

r&0, mutta limpotila on niin korkea, ett#

Bu(r) < 1 talld alueella.

Talloin
<
o Bu(r) o 0, kun r:a
1< pv(r), kunrlo,
ja
By, = 27r/ dr r? [1 @eiﬁv(’”)]
0
~ 27r/ drr2—|—2ﬂ'/ drr*Bu(r)
0 o
a
= b&.
T
Tassa
2
b = ?71—03
a = <:>27r/ dr r?v(r) > 0.

Niin aproksimoiden paidymme van der Waalsin
tilanyhtiloon.

Koville palloille voidaan viriaalikertoimet laskea tarkasti.
Merkitsemilla

ng—O'

saadaan

cncn»lkww‘s
|ot
>
[V

Harva kaasu

Kirjoitetaan

N-—-1
Qy = /dr1~~~/drN,1eiﬁZf<f Y
/drNefﬁzivilv(”N).

Mayerin funktioiden avulla on

N-1 N-1
exp [ﬁﬁ Z UiN] = H [1+ fin]
Z " vl
= 1+ Z f(TiN)
N1
+ 3 frin) (i) + -
i<y

Valitaan satunnaisesti kaksi hiukkasta, ¢ ja j. Nyt

e funktio f(r;n) poikkeaa nollasta vain
vuorovaikutuspotentiaalin kantaman alueella.

e termi f(r;n)f(rjn) voi olla nollasta poikkeava vain
jos hiukkanen j on hiukkasen ¢ kantaman alueella
(minka lisdksi myos hiukkasen N on oltava talld
alueella).

e todennikoisyys sille, ettd hiukkanen j on hiukkasen

i kantaman alueella on o 7.

e jos hiukkanen j on hiukkasen ¢ kantaman alueella,
niin integraali yli muuttujan rx on o 1, silld funktio
f on lyhytkantamainen.

Nihd#din, etti
N-—1 N-—1 1 N2
/dTN ; f(rin)f(rjn) o ; 7=9 <7) .
1<j i<j

Harvan kaasun rajalla saamme

/drNefﬁE?’ilviN = V+ (N <:>1)/d1'f(r)

o)

V+ (N @1)/d1‘f(r).
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Tteroiden saadaan
Qv =~ /drl---/drN_Qe‘ﬁzfifw y
{V+ (N <:>2)/drf(r)] X
{V + (N &1) /drf(r)]

N-1

AV [1+%p/d7‘f(7’)]»

n=0

Q

missd p = N/V. Nyt

) J N &g N x\2
lﬁ%(HN )(H N x)~(1+2)

joten
N-1
x N
2

. nx 1N
i JT [+ )~ 1 5] ~ e

eli pienen tiheyden rajalla
QN ~ VN No [drf(r) _ QS\?)Q% Np [ dr f(r)

Tissd Qg\?) = V" on ideaalikaasun Qx.
Koska kanoninen tilasumma oli

1

ZN = W%NQN’

voidaan vapaa energia kirjoittaa muotoon

F(T,V,N) = <kpTlnZy

2
FO(Ta VaN) <:>N2]§/?T /d’l’f(?"),

missd Fy(T,V, N) on ideaalikaasun vapaa energia.
Tilanyhtiloksi saadaan

_ OF _ OFy N%gT

T Ty T Ty T o /drf(r)
_ NksT [, 1
= v {1 S5 /drf(r)] .

Vertaamalla viriaalikehitelméin nihddin ettd toinen
viriaalikerroin on

By = @% /drf(r) = % /dr [1 @e‘ﬁ”(r)] .

Korrelaatiofunktiot

Staattinen lineaarinen vaste
Olkoon Hj tasapainosysteemin Hamilton ja
1

Pozze

BHo
vastaava tiheysoperaattori. Hiiritidin systeemis ulkoisilla

ajasta riippumattomilla kentilld aq, jotka kytkeytyvit
systeemin observaabeleihin A, :

AN o

Vastaava stationéirinen tiheysoperaattori on

1 N
ﬁ = E 875H7
missi
7 — TreBH — Tre—ﬁ(Ho—Z Anan)
Nyt
Qg
- oz (d)
ja
I e dge e X A
o oag

= 822 (AuAg),

kun oletetaan, ettd Hy, A, ja fiﬁ kommutoivat
kesken#in.

Maaritelladin staattinen lineaarinen vastefunktio
(responssifunktio) xqp siten, ettéd

3<Aa> 19 1092
YT Toay T B 9ay Z da,

1 92z - 1 0z oz
BZ dandag  BZ? da Oag

= 5(Ads) = () (4s).
Voidaan siis kirjoittaa

) <Aa> = Zxaﬁéag,
B
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missi

Xop = 5<(Aa @<A“>) (Aﬁ ©<Aﬁ>

Huomioita:

® Y.p ilmoittaa, miten paljon observaabelin A,
odotusarvo muuttuu, kun observaabeliin Ag
kohdistetaan yksikon suuruinen hirio.

e Responssifunktiot ovat yhteydessi observaabelien
fluktuaatioiden korrelaatioihin. Observaabelien A ja
B korrelaatio C' 4 g on méairitelméin mukaan

Cap = <5A 5B>,

missi 6A = A <:><A> on observaabelin A fluktuoiva
osa.

e Korrelaatiofunktiot <6fla6fiﬁ> voidaan laskea
rajalla {a, = 0}. Responsit xog midriytyvit
infinitesimaalisten hiirididen rajalla
hiiriintyméttoméisti tiheysmatriisista gg-

e Lineaarisen vasteen teoria on yleistettivissi
dynaamisille hiirioille.

e Operaattoreiden fla, Ag ja H, mahdollisesta
kommutoimattomuudesta huolimatta tulokset ovat
eksakteja klassisessa mekaniikassa.
Kvanttimekaniikassa kommutoimattomuus on
huomioitava. Voidaan osoittaa, ettd responssifunktio
on kirjoitettavissa muotoon

Ves = (8451704, )

missi operaattori AB) on

AP = At [AB] + 5 [[4.8].B] +--

Hiukkastiheys

Olkoot 71,72, ...,7n paikkaoperaattoreita, ts.

1A°i¢(7‘1,...,1‘N) =1‘i¢(’r1,...,7‘]\7)~

Lukumdidritiheysoperaattor: on
= b(r ).

i
Esim. puhtaassa tilassa ¥ (ry,ra, ...

(5(r) / dry - / dri_s / drisy - / drx

|w(’l°1, .

Hiukkasten ollessa identtisiéi bosoneja tai fermioneja on
|¥|* symmetrinen permutaatioden r; < r;, joten

>=N/dTQ.../drN|¢(1°,1‘27...,7‘N)|2.

Oletetaan systeemi suljetuksi tilavuuteen V ja 1

normitetuksi. Silloin
[ = N [ [arioer, P
v
N
Yleisesti on voimassa

[ o) =

,rn) saadaan

yTi1,T, 7‘z+1a-»-a7'N

joten voidaan kirjoittaa
N = /dr p(r)

Tiheys-tiheys-vastefunktio
Jaetaan tilavuus V' alkioihin AV, .

Olkoon
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tilavuusalkiossa AV, olevien hiukkasten lukuméiiri.

Olkoon a, observaabeliin N, kytkeytyvi kentti.
Systeemin Hamilton on

H = ﬁo @ZN [

= Ho(i)Z/ dr p(r

Jatkumorajalla saadaan
H = H, @/ dr p(r)a(r)
1%

= H, @Z / dr 6(r =#;)a(r)

Kenttd <a(r) on siis I-hiukkaspotentiaali.

Tilasumma Z voidaan ajatella funktioksi muuttujista

{a,} tai funktionaaliksi funktiosta a(r):

Z =Z7Z({an}) &= Zla(r)].

jatkumo
Edellisen kohdan perusteella on
< Na> _ 1 dlnZ
8 Oag
ja jatkumorajalla

1 é6lnZ
B ba(r)’

Madgritellaéin tiheys-tiheys-vastefunktio y siten, ettd

_ (%)

Xap = 8@/3

p(r) = (p(r)) =

~ 3 <6Namﬁ>
ja jatkumorajalla

x(r,r

) - 9l
da(r")

B(op(r)op(r')) -

Q

THssé
6p(r) = p(r) <(p(r)) = p(r) <p(r)

on tiheyden fluktuaatio.

Viimeisten muotojen likim#iriisyys johtuu siiti, etti
Hamiltonin operaattori ei kommutoi operaattorin ¢4(r)
eikd 6p(r") kanssa.

Parikorrelaatiofunktio
Rajoitutaan homogeeniseen materiaan. Tall6in

{p(r)) = p(r) = p.

Tarkastellaan funktiota
(p(r)p(r')y = Z(&(r@?‘i)é(r'@f'i))

-I-Z (r&r)o(r &7;))
i#£]

d(r <r') (p(r))

+Z (r&r)6(r &7))).
1#£]

Madritellasin parikorrelaatiofunktio g(r <r') siten, ettd

(p(r)p(r")) = po(r &r') + p*g(r &r')

eli
pPg(rer) =" (5(r &#)d(r ©i))).
i#j
Voidaan osoittaa, etti homogeeniselle N hiukkasen
puhtaalle tilalle ¥(7y,...,ry) on voimassa

N(N 1)
p
/dr3.../drN|¢(1‘,1°',1°3,...,1°N)|2.

e g(r &r') on verrannollinen todennikoisyyteen 16y tii
kaksi eri hiukkasta pisteissi r ja r'.

glr&r') =
N#hdidn, etti

e koska kaukana toisistaan tapahtuvat samanaikaiset
ilmiot eivit voi olla korreloituneita, on voimassa

p <A(1~)B(r')> PR <A(r)> <B(1~')>
joten

lim g(rer) =1
[P=7"|—0c0



Funktiota
GO (r1,m) = pPg(r &15)
sanotaan parijakeutumafunktioksi. Korkeamman asteen

jakautumafunktiot m#iritelldsin analogisesti. Erikoisesti
puhtaalle tilalle n asteen jakautumafunktio on

G(n)(’f’l,’l”g,..."’n)

N(N <1)(N<2)---(Nen+1)x
/drn_H---/drNW('rl,...,'rn,'rn+1,...,'rN)|2.

Parikorrelaatiofunktio (samoin kuin korkeamman asteen
jakautumafunktiot) voidaan yleistia myos
ei-homogeenisille systeemeille, esim. puhtaassa tilassa on

p(r)p(r')g(r,r') =
N(N@l)/drg---/drNW('r,r',rg,...,rN)|2.

Kokoonpuristuvuus
Klassisella rajalla tiheys-tiheys-vastefunktio on

x(r,7")

eli
X(rer') = Bps(r &r') + Bp’[g(r &7') &1].

Tamén Fourier-muunnos

x(q) = /dr e 4T (r)

x(q) = Bp + Bp /dr e T g(r) <1].

Rakennetekiji (struktuurifunktio) S(q) méiritelldsn
siten, etti

S(q)

 (6(@)8p(2a)

14+ p/dr e~ T g(r) &1].

Nyt

6p(q)’

[/ dr eiq'réﬁ(r)] T
[ re 75 = i),

joten S(q) on reaalinen ja ei-negatiivinen muuttujan ¢
funktio.
Vastefunktion mi#ritelméin mukaan on

5 (p(r)) = /dr'x(r sr)éa(r').
Tamin Fourier-muunnos on

6p(q) = x(q)da(q).

Oletetaan, ettid da(r') on vakio. Talloin voidaan tulkita,
ettd

ba(r') = bu
on kemiallisen potentiaalin muutos, joten

op(r) = oN

= 5,u/d7" x(r<r') =éulim x(q).
v q—0

L
V\ou/)ry .

Maxwellin relaatioista seuraa, etti

Niemme, etti

lim x(q) =

q—0

missi k7 on kompressibiliteetti
1 ( ov )
V\op/)rn ’

lim y(q) = p*kr
q—0

KT =

Saamme siis

eli
1+ p/dr [9(r) 1] = pkpTkr.

Fluktuaatio-dissipaatioteoreema

80



Oletetaan, ettd kentit a,(t) riippuvat ajasta, jolloin
Hamiltonin operaattori

H(t) = ﬁo @Z fiaaa(t)

myos riippuu ajasta.
Olkoon o o
A(t) = en Hot fo—7 Hot

operaattorin A Heisenbergin kuva ja kiytetiin merkintii
(- =Trpg---

tarkoittamaan odotusarvoa hiiritseméttomissi tilassa.
Voidaan osoittaa, etti lineaarisella rajalla saadaan

A4 (1)

Tr6p(t) A
S [t vaalt ot as(r),
ﬁ — o0

missi

>

Xas(t &t') = %0@ St <[
Koska
(54,08] = [A (4}, B (8)] = [4.5],
voimme itseasiassa kirjoittaa
i . R 0
Yap(t &) = 2 0t 1) ([04a(0),045(t)])
eli responssifunktio riippuu vain operaattorien

fluktuoivista osista.
Ajan suhteen tehtdvi Fourier-muunnos méiritelliin

kaavalla -
o) = [ dre o0
Ka#anteismuunnos on silloin
oolt) = 3= [ e ias(o)

Kirjoitetaan responssifunktio muotoon

Xas(t &t') = 2i0(t ot") x5t &t'),

Ik

missi

~

)7A/3'(t

!

Xialt ) = o {[Aas
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Voidaan osoittaa, ettd yo3(w) on analyyttinen
puolitasossa Imw > 0 ja etti

1

/ dw
™ —00

Xag(@')
Xop(w) = — e

W w0’

missé 10 tarkoittaa infinitesimaalista imagind#ristd lukua.
Staattinen responssifunktio eli suskeptiivisyys on

1> xagw)
aB = Xa = 0 = — d _
Xaf =X g(w ) T /,oo v w

Tami on termodynaamisten vastefunktioiden
mikroskooppinen muoto.

Ajasta riippuva korrelaatiofunktio Cop(t <)
méadritellasn

N . 0
Coplt &t') = <6Aa(t)6Ag(t’)> .
Responssifunktio voidaan siis kirjoittaa muotoon
Xas(t &t') = % B(t &t') [Cap(t &t') SCha(t’ <t)].

Voidaan osoittaa, etté frekvenssiavaruudessa on voimassa,

2h
Caﬁ(w) = 1 <> e—Bhw X’oiﬁ(w)'

Tiata relaatiota sanotaan
fluktuaatio-dissipaatioteoreemaksi, silla

e vasen puoli, Cpp(w), kuvaa systeemin spontaaneja
fluktuaatioita.

e on osoitettavissa, ettid taajuudella w virdhtelevi
ulkoinen kenttd menettids systeemiin energiaa
teholla wx;, 5(w) eli oikeapuoli liittyy dissipaatioihin.

Parikorrelaatiofunktio ja tilanyhtdlo
Tarkastellaan homogeenista ainetta.
Parikorrelaatiofunktion m##ritelmén

Pyl &r) =3 (8(r o#)8(r' &)
i#]

mukaan klassisessa systeemissi on

1 _
Z—NZ/d, S(r &r)o(r' erj)e P
1]

p>g(r ')



QLZ/d’I’l"'/d’I’i,1X
N g

/d’l‘i+1~'~/d7‘j,1 X
/dr]+1 /drNe B e

N 1) vis
/drg cdrye P i<V,

Paine on
R
P=%v
missi
E = (H)

on energian odotusarvo.
Ajatellaan systeemi suljetuksi L-sdrméiiseen kuutioon.
Talloin

oF 1 0F
b=y T~ 732 oL
ja voimme kirjoittaa
_ OF Eratie ©EL
3pV = @Lﬁ_ﬁLELOT

1
o (Hp(i+0 < HL),

missé, Hyy, tarkoittaa A\L-sdrméisessid kuutiossa laskettua
Hamiltonin funktiota ja E\; vastaavaa odotusarvoa.
Pitdydyttiessd suureen e lineaarisiin termeihin on
ilmeisestikin voimassa,

EL(1+€) =Fr + <HL(1+5) @HL>HL + 0(62)~
Téssd (- -)p, tarkoittaa ettd odotusarvo lasketaan
L-sarmiisessi kuutiossa painofunktion ollessa e Pz,
Hamilton Hy(q4) eroaa Hamiltonista Hj, ainoastaan
siind, ettd koordinaatit x;, y; ja z; voivat saadat arvoja
vililta [0, L(1 + €)] sen sijaan ettd ne olisivat rajoitettu
vilille [0, L]. Kirjoitetaan Hamilton Hp ) skaalattujen
muuttujien

avulla muotoon

+ Zv((l + €)ry;)

1<j

pP;
HL(1+E) Z 2m(1 + 6)2

+Z

1<J

+e @22

kiyttden hyviksi relaatiota

Pz

+ Z’I‘Uv ”

1<J

p' = ©ihVe = (1 +¢)p.

Koska uudet, pilkulliset, koordinaatit kiyvit lipi saman
alueen kuin alkuperiiset koordinaatit, voidaan uudet
koordinaatit korvata alkuperiisilli.

)|

Talloin
+ <

missé (T') on kineettisen energian odotusarvo.
Tilanyhtiloksi saamme
@< )> .

Nyt kineettinen energia on sama kuin ideaalikaasullakin,
eli

(Hro <Hr)y

> v (rig)

1<

= €
L

3pV =2(T

> rijv'(ry

<]

(T) = gNkBT.

Jalkimmainen termi lasketaan seuraavasti:

<Zwv'(w)> = MY )
N( N@l

/d’l"ld’l‘g’l“lzv (T12) X

/d'r3 covdrye? Dics vris)

-
=P

B 2/Cl7’127’12U'(7’12)!](7"12)-

Tilanyhtilo on siis
2nV
pV = NkgT @WT p? / dr 3o (r)g(r).

Systeemin sisiinen energia

81nZN
9p3

1 0Qn

E= Oy 98

NkBT
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voidaan my6s lausua parikorrelaation avulla. Nyt

1 0Qn /
dry - -dryv(r
QN 8ﬁ kzd 1° NU(r) X
67’6’ Zi<.¢' v(‘r‘,:j)

d’l‘ld’l'gv(rlg) X

1 N(N &1) /

2 Qn
firs-

1
a5 p /drldrzv(ﬁz)g(rm),

drye” Dics Vrid)

eli sisdinen energia on
3
E= B NkgT + 27V p? / drr®v(r)g(r).

N#hddin, ettd systeemin termodynaamiset ominaisuudet
miadrdytyvit parikorrelaatiofunktiosta.

Aproksimaatioita parikorrelaatiolle

Tilasumman Zy laskeminen edellyttii 3/N-kertaista
integrointia. Vastaavasti parikorrelaatiofunktioon, tai
parijakautumafunktioon

G (r2) pg(ri2)

NIV <) /d’l‘g S d'l"Ne_ﬁZKj ”(T’-"),

tarvitaan 3N <6 integrointia. Makroskooppisissa
systeemeissi N on kertalukua 1023, joten molempien
laskeminen on periaatteessa yhti vaikeaa. Samoin kuin
tilasummalle voidaan parikorrelaatioille kehittés
aproksimatiivisia laskumenetelmii.

Kirjoitetaan G(2) muotoon

N 1)
had /d’l‘g d’l"N X

e—ﬁ Zi# (i) =B ey

G(Q)('I"l,’l‘g) =

Tij)

Tamén gradientti muuttujan r; suhteen on

N(N &1
VG (ry,r) = C%ﬁ (QN<:> ) /d"'B"'dTNX
Vlv T12 Zvlv T14 l
>2

e_ﬁzi<]-”(”f)_

Otetaan kiyttoon kolmihivkkasjakautumafunktio

N(N <1)(N <2) o

N
/dr4---drNe_ﬁZi<iv(r”).

G(B)(T17T2,7’3) =

Nyt voidaan kirjoittaa
VlG(2)(’I°1, 7‘2) =

@ﬁvl’l)(’r‘lg)G(Q) (1"1, 1"2)
@6 / drgvlv(rlg)G(?’) (7‘1, T2, 7’3).

Tata yhtialod sanotaan Born-Greenin yhtiloksi.
Toistamalla ylla kuvattu menettely
kolmihiukkasjakutumalle voidaan johtaa relaatio, joka
lausuu suureen VlG(3)(r1, 7o, r3) nelihiukkasjakutuman
G™ funktionaalina. Jatkamalla edelleen saamme
rekursiivisen ketjun relaatioita, jotka sitovat toisiinsa n-
ja n + 1-hiukkasjakautumat. Jotta titd relaatioiden
hierarkiaa voitaisiin hyddyntii, on ketju katkaistava
jossakin.

Kirkwoodin aproksimaatiossa oletetaan, etté

G (ry, 70, 73) @ G (1, 73)p,

pisteen r3 etiiintyessi kauas pisteistid r; ja ro. Koska
G®) on symmetrinen argumenttiensa suhteen, voidaan
kirjoittaa

G(B)("'l, T2, 7’3) =

% G(Q) (’I’l y ".2)G(2) (’I’Q, T3 )G(Q) (’I’g, 71 )
Tami tunnetaan Kirkwoodin aproksimaationa tai
superpositioaproksimaationa.
Parikorrelaatifunktiolle voidaan johtaa myos
diagrammikehitelmié. Koska g(r) on ei-negatiivinen
funktio, se voidaan kirjoittaa muotoon

g(r) = e~BUN+B().

Maidritelldsin graafielementit:

o" & vapaa muuttuja r

7 o /dr

r_r & h(r,7)

g(rer') 1.
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Tarkasteltavissa graafeissa

e on kaksi valkoista pistetti o” ja o, seki yksi tai
useampi musta piste, o"¢.

e ¢i ole linkki& (—) suoraan valkoisesta pisteesté
valkoiseen pisteeseen.

e on polku jokaisesta pisteestidl jokaiseen pisteeseen, ts.

ne ovat kytkettyji.

Voidaan osoittaa, etté B(r) on kaikkien tilliisten
graafien summa.

Tamé funktion B(r) graafikehitelm# riippuu siis
parikorrelaatifunktiosta g(r). Edellyttien, etti osaamme
summata graafikehitelmin, voimme ratkaista funktion g
iteratiivisesti:

1. arvataan g(r).
2. lasketaan B(r) graafikehitelmisti.

3. uusi g(r) on nyt

g(r) = e~ Bv(r)+B(r)

4. jos uusi ja vanha korrelaatiofunktio poikkeavat
mainittavasti toisistaan, jatketaan kohdasta 2.

Jaetaan funktion B(r) kehitelmissi esiintyviit graafit
kahteen luokkaan:

e solmu- eli nodaaligraafit ovat sellaisia diagrammeja,
jotka hajoavat kahteen tai useampaan
kytkemittomiin osaan leikkaamalla ne poikki
jostakin mustasta pisteesti.

e silta- eli alkeisdiagrammeja ei voi hajoittaa
kytkemittomiin osiin leikkaamalla mink#in mustan
pisteen kohdalta.

Kirjoitetaan parikorrelaatio nyt muotoon

g(r) = e BU NI+ E()

i

missd N(r) on solmudiagrammojen ja E(r)
alkeisdiagrammojen summa.
HNC- (HyperNetted Chain-) aproksimaatiossa oletetaan,
ettd E(r) on mitdton, eli

g(r) m e PP(I+N(),
Osoittautuu, ettd solmudiagrammat voidaan summata.
Ne toteuttavat Ornstein-Zerniken relaation

N(r) = p/dr'[g(lr er']) @1 eN(|r <r')]g(r') <1].

Fourier-muuntamalla paidytidn algebralliseen yhtidloon

missid S(k) on struktuurifunktio ja

N(k) = p/dr e_ik'TN(r).

Jastrowin teoria
Vaikka edelld esitetyt tilasumman kumulanttikehitelmi
ja aproksimatiiviset parikorrelaatiofunktion
laskumenetelmét ovatkin voimassa vain klassiselle
systeemille, osoittautuu, ettd nimi menetelmit ovat
eriissi tapauksissa kiyttokelpoisia myos
kvanttimekaanisessa systeemissi.
Tarkastellaan N identtisen hiukkasen perustilaa
(lampotila on T' = 0), jolloin systeemi on puhtaassa
kvanttitilassa U.
Oletetaan, ettd vuorovaikutuksista johtuen hiukkaset
ovat voimakkaasti korreloituneita, ts. riippumattomien
hiukkasten malli ei ole sovellettavissa. Hyvi arvaus
perustilan aaltofunktion muodoksi on talldin Jastrowin
yritteend tunnettu funktio

T(ry,... I rrier).

1<i<j<N

,rN)=®(r,...,7N)

Tassd parikorrelaatio

fij = f(|ri &rjl)
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kuvaa hiukkasten keskin#isii korrelaatioita. Koska tekiji

I £

1<i<j<N

F =

on symmetrinen hiukkasten vaihdon suhteen, otetaan
mahdollinen fermioniluonne huomioon funktiolla ®:

e bosoneille

@(’I’l,... 1.

7TN)

e fermioneille ® on esimerkiksi vastaavan
vuorovaikuttamattoman N hiukkasen Slaterin
determinantti ja niin ollen antisymmetrinen
hiukkasten vaihdon suhteen.

Funktion ® kuvatessa statistiikkaa voimme olettaa, etti
perustilassa funktio F' on reaalinen (itseasiassa voisimme
olettaa, ettd F' on positiivinen, silli bosonisen perustilan
aaltofunktiolla ei ole nollakohtia).

Systeemin Hamiltonin operaattori on

H= @Z — v2 Zv(m &rj).

w;éj
Lasketaan tdméin odotusarvo tilassa
U =Fo.

Helposti (integroimalla osittain) nihd#én, ettd
/drl e dr TV =
1 2\72 2
1 dry---dry|®|°Vi;In F
1
7 /dr1 cdr Ny F2V?| D)2
+/dr1 e dr Ny FRORVID

Taté relaatiota sanotaan Jackson-Feenbergin
energiamuodoksi.
Ottamalla kiyttoon parijakautumafunktio

N(N 1)

dra---d |2
72 (0] @) [ rs-drtu

g(|r1 &r2|) =

ja kirjoittamalla
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saadaan kineettisen energian odotusarvo muotoon

(T)

1 2
Z/drl»--dm\p*v?\p
=1

O] ) 2m

h2
eNp— [ d V2u(r) + Te,
b [ drg(r)VPu(r + T
missid Te koostuu fermionisista termeisti

[dry---dryF?V2|®)? ja [dry---dryF?®*V29.
Potentiaalienergian odotusarvo saa vastaavasti muodon

1
i#]’
le| ) Z/dﬁ drN|‘I/| Vi

i#£]
Np% /dr g(r)u(r).

{v)

Energia hiukkasta kohti on siis

1
+ 50

€= <:>2h—m /dr g(r)Vu(r) 5

/dr g(r)v(r) + Te.
Olettaen hiukkasten olevan bosoneja voidaan
parijakautumafunktio kirjoittaa muotoon

N(N <:>1) /d”.:’j N dTNeZi<_f i .

p g(ri2) = W

Tama on tédsmilleen saman muotoinen kuin klassisen
systeemin parijakautuma. Nyt vain potentiaalitermi
&Bv;; on korvattu korrelaatiotekijalld u;; = In ff] Niin
ollen voimme soveltaa klassisen systeemin
diagrammikehitelmi#. Erikoisesti voimme kirjoittaa

u(r)+N(r)+E(r

glry=e (MAN(r)+E(r)
missd N(r) on solmudiagrammojen summa ja E(r)
esittdd alkeisdiagrammojen kontribuutiota.
HNC-aproksimaatiossa kirjoitamme
g(r) ~ eI FN),

Vastaavankaltainen aproksimaatio on johdettavissa myos
fermionisysteemille, mutta tilloin nodaali- ja



alkeisdiagrammien muodostetamiseen tarvitaan muitakin
elementteji kuin mustat ja valkeat pisteet sekd niiti
yhdistivit linkit. Kyseistd aproksimaatiota sanotaan
FHNC- (Fermi HyperNetted Chain-) aproksimaatioksi.
Jatkossa tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi vain
bosonisia systeemeji.

Toisin kuin klassisessa systeemissi funktio u(r) on nyt
tuntematon. Kiytetdin HNC-yhtilod funktion u
eliminoimiseen energian lausekkeesta, jolloin saamme
yhden hiukkasen energiaksi

2

s—
8mp

~
~

€

/drg(r)v2 In g(r)
+8h—mp/d1°g(r)V2N(r)
+%p/d1‘g(1‘)v(1‘).

Koska funktioita N(r) ja g(r) sitoo toisiinsa
Ornstein-Zerniken relaatio

N@G) = p / dr' [g(r') &1 SN g(lr o)) 1],

voidaan energiaa € pitdi pelkéstiin parijakautuman g(r)
funktionaalina. Osoittautuu, etti itseasiassa kannattaa
ottaa y/¢(r) muuttujaksi, jolloin

€ =€[\/g].

Kuten tunnettua, systeemin perustilan aaltofunktio on se

¥, jolla odotusarvo

1

W) = )

) /dr1~~~drN\If*H‘I/

minimoituu. Etsitdin nyt Hamiltonin odotusarvon
minimi# kaikkien Jastrowin muotoa olevien
aaltofunktioiden joukosta. Ekvivalentisti, etsitdin
sellainen /g, ettd energia €[,/g] on minimisséin. Ehto
sdriarvon olemassa ololle on, etti variaatio

5e = c[y/G + 63 el /4]

hévidd muutoksen 0,/g ensimmdiisté kertalukua myoten.
Suoraviivainen lasku osoittaa, etti

Se = / dr LI/g(M)] 5/90),
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missi

LIV = 45— V*V/50) + o(r)V/30) + W (r)V/g0).

Jotta ée olisi nolla riippumatta variaatiosta 6,/g, taytyy
kertoimen L h#viti, eli

S92\ /g) + o)Vl + W ()30 = 0.

Funktio W(r) on ns. indusoitu potentiaali. Sen
Fourier-muunnos on

W(k) = p/dr e_ik'rW(r)
h2k? (S ©1)%(28 +1)

52

Vaikka ylldoleva funktion /g Fuler-Lagrangen yhtilo

formaalisti muituttaakin energian ominaisarvoon 0
liittyvasa Schrodingerin yhtilod, se on

2m

e voimakkaasti epilineaarinen, silli indusoitu
potentiaali W riippuu (epilineaarisesti)
struktuuritekijiasti S, joka puolestaan riippuu
(lineaarisen) Fourier-muunnoksen kautta funktiosta

(v9)*.

ratkaistavissa ainoastaan numeerisesti.
Ratkaisumenetelmi# on useitakin, mutta ne kaikki
ovat iteratiivisia.

ainoastaan perustilaa kuvaava yht#ls. Vaikka sille
olisikin l6ydettivissi useampia ratkaisuja, muilla
kuin pienimp#in energiaan liittyvilld ratkaisulla ei
ole fysikaalista merkitysti.

Jastrowin teoriassa systeemin viritystilat konstruoidaan
eksplisiittisesti. Esimerkiksi

e annetaan systeemin jokaiselle hiukkaselle impulssi

hi, eli
o viritetiin hiukkanen i operaattorilla ¢iF 7.

o jokaisen hiukkasen viritys tehddin samassa
vaiheessa, ts.

e perustilan ollessa ¥y on viritystila

ei T

(k

Uy Uy

>

1
)le07



missé p(k) on tiheysoperaattorin

N

plr) = 8(#; )

=1
Fourier-muunnos.

Voidaan osoittaa, etti bosonisysteemille tilldinen
kollektiivinen viritystila Wy, on pitkéin aallonpituuden
(pienen aaltovektorin k) rajalla energeettisesti edullisin.
Viritysenergia saadaan laskemalla odotusarvo

(Vg H [Ty)

E, = <H>\Il;‘ = (lelc| lek>

Suoraviivainen lasku osoittaa, etti

h2k2
Ep=FEy+ ——
e IOk

kun Ej on perustilan ¥ energia. Viritysenergia on siis

hk?
e =FEy &FE)y = ———.
bR T omS (k)
Tamén tyyppisid virityksié ja vastaavia viritysenergioita
sanotaan Bijl-Feynmanin eksitaatioiksi.

Tiheysfluktuaatiot ja korrelaatiopituus
Tarkastellaan kanonista tilasummaa

ZN = e PPN = TI“Nei’G’H

b

misséd Fy on vapaa energia. Jaetaan tilavuus alkioihin
V4, joiden hiukkasluvut ovat

N, =0,1,2,....
Olkoon 6(N,, N, ) operaattori, jolle on voimassa

. N), jos Ny|N)= N,|N)
§(Na, NNy = 4 VD N
(Na, Na) [N} { 0,  jos N,|N)#N,|N),

ts. §(Na, Na) on Kroneckkerin deltafunktio.
Tilavuuselementissi o operoiva identiteettioperaattori
voidaan kirjoittaa muotoon

I, = i;i §(Na, Ny).
N,=0

a

Koko systeemin identiteettioperaattori voidaan siten
kirjoittaa mm. muotoon

. =11 [ 3 6(Na,Na)l
o o Nao=0
> TI6(Na, Na).

{Na} @

I

Tassd )y tarkoittaa summausta yli kaikkien
mahdollisten konfiguraatioiden, ts.

THssé,

e PEN Tr Hé(Na,Na)e*ﬁﬁ

= TI'{Na } eiﬁﬁ,
missé Tryy, ) tarkoittaa, ettéd jalked laskettaessa
summataan yli kaikkien mikroskooppisten vapausasteiden
pitamilld kuitenkin alkioiden hiukkasluvut vakioina IV,
ja kiinnittamilla koko systeemin hiukkasluvuksi

N = j{:zvg.

Funktio ~ R
FN = FN(T7V7 {Na})

on konfiguraation {N,} vapaa energia eli redusoitu vapaa
energia.

Suure e #F¥ on verrannollinen konfiguraation {N,}
esiintymistodennikoisyyteen. Todennikoisin
konfiguraatio on siten sellainen, missi redusoitu vapaa
energia F(T,V,{N,}) on minimissiin.
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Tiheysfunktionaaliteoria
Jatkumorajalla konfiguraatiota { N, } esittid tiheys p(r)
ja redusoitu vapaa energia tulee olemaan tiheyden
funktionaali ~ ~

Fy =Fy[p].
Talloin systeemin mikroskooppiset vapausasteet on
redusoitu pelkiksi tiheysjakutumaksi. Talldistd mallia
sanotaan tiheysfunktionaaliteoriaksi.
Redusoitua vapaata energiaa ei yleensi voida laskea
tarkasti. Eris fenomenologinen menetelm# on lokaalisen

tiheyden aproksimaatio (Local Density Approzimation,
LDA):

e redusoitu vapaa energia on vapaan energian tiheyden

fn tilavuusintegraali.

e vapaan energian tiheys tietyssid avaruuden pisteessi
riippuu ainoastaan hiukkastiheydesti seki sen
alhaisista derivaatoista kyseisessi pisteessi.

Systeemin energiafunktionaali on siis
Plpl = [ dr fulor). To(r). V(). )

Jos systeemiin vaikuttaa ulkoinen potentiaali u(r),
energiafunktionaaliin tulee lisitermi [ dru(r)p(r).
Kuten edelld todettiin, systeemin todenn#ksisin
konfiguraatio vastaa redusoidun vapaan energian
minimisd. Rajoitutaan tarkastelemaan homogeenisia
systeemeji, jolloin siis vakiotiheys pg minimoi
funktionaalin Fi[p]. Olkoon

op(r) = p(r) <po

pieni poikkeama vakiotiheydesti. Yksinkertaisin malli
energiafunktionaalin muutokselle on

Fx[op] =
1 2 1 2
Jar [fa+ 5 7o) + 5 5 (Voo
missé fo, fi1 ja fo ovat paikasta » riippumattomia

vakioita (mutta voivat riippua lampotilasta ja
vakiotiheydesti pg). Kehitelmissi

e ¢i ole poikkeaman ¢p lineaarista termi#, silla
oletuksen mukaan pp minimoi energian.

e minimiehdosta johtuen kertoimien f; ja fo tiytyy
olla positiivisia.

e gradienttitermi (Vp)? suosii hitaasti vaihtelevia
tiheyden muutoksia, joten tiheyden fluktuaatiot
eiviit voi olla mielivaltaisen lyhytaaltoisia.
Liahekkéisissi pisteissi » ja r' poikkeamat dp(r) ja
bp(r") ovat suunnilleen samat.

o fysikaalisesti gradienttitermii voidaan motivoida
stokastisen lampoliikkeen pyrkimykselld tasoittaa
tiheyseroja lihekkiisissé tilavuusalkioissa. Kerroin
fo riippuu niin ollen lihekkiisissé alkiossa olevien
hiukkasten vilisistd korrelaatioista.

Koska hiukkasluku on vakio, on

ON = /dr bp(r) =b6p(qg=10) =0,

ja vapaa energia on kirjoitettavissa Fourier-muunnosten
avulla muotoon
- - 1
Fy =F} + v "(fr + foa®)op(@)8p(=a),
q
missi ZZ] tarkoittaa, ettd termi q¢ = 0 jitetdin
summaamatta.
Koska muutos dp(r) on reaalinen, toteuttaa sen
Fourier-muunnos relaation

6p(&q) = op(q)”,

joten

sp(a)dp(=q) = 18p(q)].
Tamén termin fysikaalinen merkitys on siini, etté
(6p(q)6p(<q)), kuten aikaisemmasta muistetaan, kuvaa
tiheyskorrelaatioita.
Fluktuaation 6p todenn#iksisyys on nyt

Plép] e PEN

x exp {% zq:’/fé +fzq2)|5p(q)l2)} :

Korrelaatiopituus
Koska edelld saatu jakautuma P[§p] on Gaussin muotoa,
voidaan siitd suoraan lukea korrelaatiofunktioksi
kgTV
fi + f2¢?
kgTV 1

f2 @+

(6p(@)op(&q)) =
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missi

2=1
=
f2
Tiheys-tiheysvastefunktio y(q) méériteltiin siten, etti
p

x(q) = BpS(q) = - (0p(@)ép(=q))

V
kun S(gq) on rakennetekiji. Saamme siis

()_1 1
e f2q2+q3‘

Taman Fourier-kidnteismuunnos on

1 1

= T/t
x(r) fa drr € ’
Parametri
_1_ [
qe fl

on korrelaatiopituus.
Koska oli voimassa limg_q x(g) = p*kr tiytyy olla

1
fl = pgKTa
joten
52
fa= .
P2 KT

Parikorrelaatiofunktio h(r) = g(r) <1 on
tiheys-tiheysvastefunktion avulla (lukuunottamatta
o-funktioon verrannolista autokorrelaatiota)
kirjoitettavissa muotoon

Niemme, etti

Huom.Tulokset ovat luonteeltaan kvalitatiivisia, silld
niiden johdossa on kiiytetty mallia, joka ei ole
mikroskooppinen.

Sironta viliaineessa
Tarkastellaan fotonien tai massallisten hiukkasten
sirontaa viliaineessa. Voidaan osoittaa, etté elastisen
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sironnan intensiteetti on verrannollinen rakennetekijiin,
ts.

I(k,q) o S(q) = - (57(a) $p()

Tassd k on tulevan hiukkasen aaltovektori ja g sironnan
sithen aiheuttama muutos, ts. sironneen hiukkasen
aaltovektori on

k' =koq.

Koska sironta on elastinen, on
k' = |K|.

Epielastisen sironnan intensiteetti on puolestaan
verrannollinen dynaamiseen rakennetekijiin:

I(k; q,w) o 5(q,w),

missi q on siroavan hiukkasen aaltovektorin ja hw sen
energian muutos.

Lampotilan ldhestyessi yliapuolelta kriittistd pistetti
isoterminen kompressibiliteetti k7 divergoi, ts.
infinitesimaalinen paineen muutos saa aikaan d#rellisen
tilavuuden muutoksen. T#lloin

1
fi= &
p2 K kriittinen

piste

0.

Toisaalta ei ole mitdin syytd olettaa, ettd esim.
korrelaatiot tulisivat kriittisessi pisteessi
riippumattomiksi aaltovektorista, kuten kivisi, jos

52
f2= PR kiittinen

piste

0.

Siksi voimme olettaa, ettd myos korrelaatiopituus &
divergoi kriittisessi pisteessi.

Tarkastellaan valon elastista sirontaa. Sirontakulman
ollessa 6 on aaltovektorin muutos

0
= 2k sin —
q Sin 2,
kun aallonpituus on
\ = 2w
=4
N#hdain, ettéd intensiteetti on
1 1
I1(0) x 5 5
fi+ faq sin2%+(ﬁ)



Kriittisessi pisteessi on silloin

eli sironnan intensiteetilld on voimakas piikki
etusuunnnassa ja kokonaisvaikutusala (oc [ dQI(6))
divergoi. Siteily ei siis pysty ldpdiseméin viliainetta:
kriittisen pisteen liheisyydessd muutoin lipinidkyvi aine
muuttuu ldpindkymittomiksi. Ilmiotd sanotaan
kriittiseksi opalenssiksi.

Diskreetteji vuorovaikutusmalleja
Tarkastellaan aluksi atomien spinien vilisié
vuorovaikutuksia kiinteissé aineessa. Olettaen, etté
atomit ovat sitoutuneet hilapisteisiinsi, ovat
spin-vapausasteet riippumattomia muista vapausasteista,
eli

Hx Hspin + Hmuu-

Talloin tilasumma faktoroituu:
Z=Tre " x Z in Zoun.

Siind tapauksessa, ettd faktoroituminen ei ole tiydellisti,
voidaan méiritelld spin-Hamilton

,sv) = H({s:})

H

Hspin H(Sl,SQ,...

1
S— In Tr{si}efﬁ
B
Téssd Tryg,) tarkoittaa, etté jilked laskettaessa pidetéaéin
spinkonfiguraatio kiinnitettyni. Koko tilasumma on

7 = rI\rspinef/j’H({S,:})’

jossa jilki lasketaan nyt spinien yli.
Spinmallissa

o tirkeimmit vuorovaikutukset ovat lihinaapureiden
vilisii.

e vuorovaikutukset liitetiin hilapisteitd yhdistéviin
linkkeihin.

e dynaamisia muuttujia ovat hilapisteisiin liittyvit
spinit.

Joissakin tapauksissa voidaan myos jatkuville
systeemeille konstruoida spinmalleja diskretisoimalla
jatkuvat kenttimuuttujat.

90

Merkit#adn hilapisteitd symboleilla z, j, . ... Jos mallin
hiukkasten spinkvanttiluku on s, on tilasumma

S emonis])
{o:}

Zs: Z —BH{S)

o1=—5 oN=—5

Z

Heisenbergin malli
Ulkoisessa magneettikentiissid By on Heisenbergin mallin
mukainen Hamilton

H:% Z]ijsi-sj <:>’)/B()~Zsi
1] 7

hiukkasten magneettisten momenttien ollessa

B = 7Si.

Kéytetddn merkintdd < 77 > tarkoittamaan sellaista
spineji ¢ ja 7, jotka ovat toistensa lihinaapureita, ja etté
tilldinen pari otetaan mukaan vain kerran. Oletetaan
edelleen, ettd vuorovaikutukset ovat hilapisteisti
riippumattomia, ts. J;; = J. Télloin

H=<J Z S;* 85,
<ij>
kun ulkoinen kenttd on By = 0.
Ferromagneettinen kytkentd J > 0

Vuorovaikutus suosii samansuuntaisia spineji. Helposti
nihdéin, etti tila

®|ai=s)=|s,s,...

)

,8) 5

jossa spinit kaikissa hilapisteissid ovat samansuuntaiset,
on systeemin perustila.

Olkoon z hilan koordinaatioluku eli kunkin hilapisteen
lihinaapurien lukuméiria. Esim. kuutiohilalla on z = 6 ja
kaksiulotteisella nelishilalla z = 4. On helppo nihdi, etté
perustilan energia on

B, = @N% Js2.

Koska skalaaritulo s; - s; on invariantti rotaatioissa on
myos systeemin Hamilton rotaatioinvariantti. Perustila

e ¢ei noudata Hamiltonin symmetriaa. Sanotaan, etti
on tapahtunut spontaani symmetriarikko.



e on hyvin degeneroitunut. Kiertamilld kaikkia
spineji samalla tavalla paidytdin samaenergiseen
perustilaan.

Antiferromagneettinen kytkenti J < 0

Vuorovaikutus suosii vastakkaisuuntaisia lihinaapureita.
Edellyttien, ettid vastakkaissuuntaiset konfiguraatiot ovat
mahdollisia kaikille lihinaapureille olisi perustilan
energia klassisesti

z
Ey=NZJs%.

2
Tilldinen vuorottelevien spinien tila

R loi = ) = |s,8,5,...)

3
ei kuitenkaan ole kvanttimekaanisesti operaattorin
< J Z S;-8;
<ij>

J
<:>§ Z [(si + sj)2 &s? <:>s?]
<17>

H

ominaistila, silld siiné ei spin-pareja ole kytketty
operaattorin

2
87

= (si + ;)
ominaistilaksi. Korrekti ominaistila osataan ratkaista
ekskatisti vain yksiulotteisessa systeemissi (ns. Bethen

Ansatzmenetelmill).

Isingin malli

Yksinkertaistetaan Heisenbergin mallia rajoittamalla
spinkvanttiluku tapaukseen s; % ja huomioimalla vain
spinin z-komponentit. T#ll6in

H=<] Z 0;0; @hzgi,

<ig> )

missd o; = =1 ja h on verrannollinen ulkoiseen
magneettikenttdain.

Isingin malli osataan ratkaista (eli laskea tilasumma)
eksaktisti yksi- ja kaksiulotteisille systeemeille.
Isingin mallin kanssa analogisia ovat mm.

e kahden tyyppisistid atomeista, A ja B, muodostuva
bindgdriseos, jossa kutakin hilapistettd miehittdd joko
A- tai B-tyyppinen atomi.
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e hilakaasu, jossa kussakin hilapisteessi joko on atomi
tai ei ole mitdsn.

Pottsin malli
Sallitaan spinille ¢ eri arvoa,
o =1,2,...,q,

mutta annetaan vain samassa tilassa olevien
naapurispinien vuorovaikuttaa, ts.

H=«&J Z 5(0},0&').

<ij>

N#hdadn, ettd tAma Pottsin malli palautuu Isingin
malliin kun ¢ = 2.

Kytkenn#n ollessa ferromagneettinen (J > 0) perustila
on sellainen, missi jokainen spin on samassa tilassa.
Perustila on siis g-kertaisesti degeneroitunut. Tietyssi
alhaisessa limpotilassa systeemi siis siirtyy sellaiseen
faasiin, jossa jokin muuttujan arvoista on hallitseva.
Niitd jarjestyneits faaseja on ¢ kappaletta.

Spinlasi

Spinlasissa joko atomien sijainnit tai atomien viliset
vuorovaikutukset (tai molemmat) vaihtelevat
satunnaisesti. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, etté
spinlasin Hamilton on muotoa

H = @Z JijO'iO'j,

<ij>

missd kytkennét J;; ovat satunnaissuureita.
Yksinkertaisimmillaan voidaan valita

Jij=+J

etumerkin ollessa stokastinen. Tami malli tunnetaan
Isingin spinlasina. Talldisessi systeemissi esiintyy
frustraatioita eli kuljettaessa suljettu kierros pitkin
linkkejd asettaen samalla spinit siten, ettd kunkin linkin
energia minimoituu, viimeinen spinsuunta ei tulekaan
samaksi kuin kierrokselle lihdettiessi. Téstid johtuen ei
kaikkia vuorovaikutuksia voida minimoida yhtiaikaisesti
eikd systeemin perustila ole niin ollen mé#rittivissi.

XY-malli
Rajoitetaan Heisenbergin mallin spinit kaksiulotteiseen
tasoon, ts.

S; = Sigl + SiyJ-



Kun kisitellddn spineji klassisesti, voidaan XY-mallin
Hamilton kirjoittaa muotoon

H=¢«xJ] Z cos 05,

<ij>
missi 0;; = 6; <6; on naapurispinien vilinen kulma.
Jos kytkent# on ferromagneettinen, J > 0, ovat
klassisessa perustilassa kaikki spinit samansuuntaisia.
Tallsin voidaan olettaa, etti matalissa lampotiloissa
kulmat 6; vaihtelevat hitaasti paikan funktiona. Voidaan
siis kirjoittaa
90(z, y)

0 7 ) 0 i) =~
(r; +at) <0(r;)) = a o

ja
27 \ox

Jatkumorajalla saadaan kenttiteoreettinen malli

1 1 96\°
cost‘)ijzl(:iﬁszlb—f( )

HzE0+%K//dxdy|V9|2.

Verteksimalleja

Verteksimalleissa dynaamiset muuttujat liittyviit
linkkeihin ja vuorovaikutukset linkkien yhteisiin
hilapisteisiin. Tarkastellaan esimerkkini veden (H2O)
kiteisten olomuotojen kuvaamiseen tarkoitettuja
jadmalleja:

e jidssi hilapisteitd vastaavat happiatomit.

e happiatomeja pareittain toisiinsa sitovat linkit ovat
vetysiltoja.

e vetysilta on epdsymmetrinen: vetyioni on aina
lithempini jompaa kumpaa happiatomia.

e vetysillan tilaa kuvaamaan riittii kaksiarvoinen
spinmuuttuja o;; = 1.

e vetyionien paikkojen on toteutettava ns. jidehdot:
kullakin happiatomilla on naapurina tisméilleen
kaksi lahivetyd. Jadssé siis vesimolekyyleji sitovat
toisiinsa loyhit vetysidokset.

Aproksimoidaan jadrakennetta kaksiulotteisella
nelislliselld kiteelld. Kuhunkin hilapisteeseen liittyvii
sallittuja linkkien konfiguraatioita on 6 kappaletta.
Sanotaan, ettd kyseessd on G-verteksimalli.

Olkoon #; hilapisteeseen 1 liittyvi jadehto:

|

Systeemille sopiva Hamilton on sellainen, jossa kiellettyy
konfiguraatioon liittyvi energia on #dreton, esim.

1, jos ehto toteutuu
0, jos ehto ei toteudu.

H=1 U(1<46,).
Ul—I>noo Z ( l)
3
Talloin sallitun konfiguraation energia on nolla. Kullekin
verteksityypille £ voidaan myos antaa eri energia €y,
jolloin sallitussa konfiguraatiossa olevan hilan
kokonaisenergia on

6
E = ZNk6k~
k=1

Tiassd Ny on k-tyyppisten verteksien kokonaislukum#iri.
Helposti nihdiin, ettd tilasumma on

7= PNl Ma o

{oij} i
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Faasimuutoksista

Lee-Yangin teoria

Faasitransitio tapahtuu tarkasti ma#rityssa lampotilassa,
joka riippuu tiheydesti, paineesta ja muista systeemin
intensiivisistd ominaisuuksista. Koska systeemin
tilamuuttujat kiyttiaytyvit analyyttisesti eri tavoin
transitiopisteen eri puolilla, tiytyy tilasumman olla
ei-analyyttinen transitiopisteessi. Adrelliseen tilavuuteen
suljetun #drellisen hiukkasm##rin energiaspektri {E,}
on diskreetti, joten kanoninen tilasumma

ZNn = Ze_ﬁE"‘

on argumenttinsa 3 positiivinen ja positiivisella
reaaliakselilla 8 > 0 seki sen ympiristossi analyyttinen
funktio. Télldisessd systeemissé ei niin ollen voi olla
tarkkaa faasitransitiopistetti. Faasitransitio voi siis
esiintyd vain termodynaamisella rajalla, missi

N
V—>oojaN—>oomuttaV—>p=vakio.

Leen ja Yangin malli selittii, miten analyyttisen
tilasumman lauseke kehittyy kohti ei-analyyttisti
muotoa lihestyttiessd termodynaamista rajaa.
Tarkastellaan tilavuuteen V suljettujen kovien pallojen
systeemii. Olkoon Vj yksittiisen pallon tilavuus. Silloin

v

Ny ~ —
Vo

on pallojen maksimimi#ria. Suurkanoninen tilasumma

N
Zo(T,V,p) =Y 2N Z(T,V,N)
N=0
on nyt fugasiteetin
z=ePH

Np,-asteinen polynomi. Merkitdin lyhyyden vuoksi
Z(Z) = ZG’(Ta V,,LL)

Olkoot &1, &, ..., &N, polynomin Z(z) nollakohdat.
Koska Z(0) = 1, on algebran peruslauseen nojalla
N .
Z(z) = 1 <:>—> .
-1 (=g

n=1

Koska Z(z) on reaalinen kun z on reaalinen, téytyy
nollakohtien esiintyi konjugaattipareittain, ts. jokaista
juurta &, kohti on olemassa juuri &.

Termodynaamista rajaa lihestyttiessd tilasumman Z(2)
nollakohtien lukum#iri lihestyy diretontd. On
oletettavissa, etti reaaliakseli lihiympéristéineen pysyy
nollakohdista puhtaana lukuunottamatta joitakin erillisii
pisteitd. T#lldisissi pisteissid saattavat nollakohdat
kerddintyi reaaliakselille saakka. Nollakohtien tihe#sti
peittamilld alueella tai kiyralld funktio Z(z) on
epianalyyttinen.

Oletetaan, ettd tilasumman Z(z) reaaliakselin
liheisyydessé olevat nollakohdat tiivistyvit kiyrille C'.
Funktio Z(z) on analyyttinen kiyrin molemmin puolin,
mutta sen analyyttiset ominaisuudet ovat erilaiset
kiyrin eri puolilla.

Kun k#yralla C olevat nollakohdat tihentyvit
jatkumoksi, voidaan kirjoittaa

;hl (1 @é)
- /Odgw(g)ln <1 @9

dn = dgw(§)

on nollakohtien lukuméiri kayréin osalla d¢. Tiheys w(§)
on x N, « V ja siten ekstensiivinen suure. Tdsté
partiofunktion muodosta nihdain selvisti, ettd Z(z) el
ole analyyttinen, jos z sattuu nollakohtien
muodostamalle kiyrille.

Tarkastellaan esimerkkini tilasummaa, joka pisteen zg
liheisyydessi kiyttiaytyy kuten

InZ(z) =

THssé,

Z(z) ~ e®*) cosh [% (z @zo)] ,

kun ®(z) on analyyttinen. Tilasumman nollakohdat ovat
silloin pisteissi

1
gn:zo+z’b<n+§>, n=20,+1,£2,....

Koska

In Z(z) = ®(z) + In cosh [%(z <:>zo)]

on ekstensiivinen, tdytyy argumentin 7/b(z <z) olla
ekstensiivinen. Ainoa mahdollisuus on silloin, etti
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1/b < V.. Merkitisin

jolloin termodynaamisella rajalla
V — oo eli b — 0 mutta vg = vakio

saadaan

1 1 \%

—d(2) + v In cosh {7;—0 (z @zo)]
T O(z)+ ¢ Ing+ ao(20 ©2), 2 <z
T+ Ing+ T(ze2), 2> 2.

1
VIIIZ =

Koska suurkanoniselle tilasummalle on voimassa

pV = kgTlhZz
dln Z
N =
T

nihddin, ettd nyt

PV = kpT®(z) + — kpTV|z &2| — kpTd(z)
Vg z—20
aP v
N z (2) + 7 — zsgn(z ©29).
0z Vo

Kyseessd on siis tyypillinen ensimméisen kertaluvun
faasitransitio, jossa tiheys hyppai madrialla
_ 271'20

Ap = .
vy

Isingin malli

Likipitdin ainoat tarkasti ratkaistavat systeemit ovat
Isingin yksi- ja kaksiulotteiset mallit.

Tarkastellaan yksiulotteista spinketjua

mr |
1234 -+ N,

johon sovelletaan periodisia reunaehtoja, ts. asetetaan

ON+1 = O01.

Systeemin Hamiltonin operaattori on silloin

N N
H = @JZO’Z‘UZ'_H @hZal
=1 =1
N-—1 N
= &J Z Oi0;41 s Jonoy @hZai,
=1 =1

missi kukin spinmuuttuja voi saada arvot
g; = +1.

Tilasumma on

N N
Zz = NS ety
o1 o2 ON
N
— ZZ,._ZH65J0505+1+%5h(0i+05+1).
o1 02 on 1=1

Miaritellasn 2 x 2-sitrtomatriisi T' siten, etté
Tyor = eﬁ]o’o"+%ﬁh(o’+a'),

missi 0,0’ = £1. Tilasumma saadaan nyt muotoon

Z = 3.3 ) TonnToros Tonm
o1 o2 ON
= > 7Y, =TTV
0101
o1
Matriisimuodosta
- eBI+Bh =BT
= e—BJ  oBI-Bh

nihd#dn siirtomatriisin olevan symmetrinen. Siten sen
ominaisarvot, joiksi helposti saadaan

At = el {cosh(ﬂ]) + \/sinhg(ﬁh) + 346J] ,

ovat reaaliset. Olkoon S siirtomatriisin 7" diagonalisoiva
ortogonaalimatriisi (muodostetaan 7':n
ominaisvektoreista), ts.

AT 0
_ g1
res (% 0)s

Nyt

ja jiljen syklisyysominaisuudesta seuraa, etti

7z = TrTNzTrSSl<(/\+)N 0 )

- /»)M/f)N.
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Tilasumman logaritmi on

InzZ = ln[ )N+ )N]
)\_ N
= NInhAT +1n 1+<F> ]

Koska termodynaamisella rajalla, N — oo, on voimassa

N
-
(&) —o
saadaan siis

lim InZ - N ln)\+—|—l /\; ) — Nln At
N—o0 N \ )\t N—oo :

Samoin kuin vapaassa spinsysteemissi vapaa energia
tulkitaan tissikin magneettiseksi Gibbsin funktioksi.
Spinid kohti se on

G kT
N = @T InZ
= &J

<kpT In {cosh(ﬂh) + \/sinh2(ﬂh) +e4p87

Muiden termodynaamisten muuttujien tasapainoarvot on
laskettavissa Gibbsin funktiosta. Erikoisesti
spinmuuttujan keskiarvo on

ey L2 9G/N
7 = VTN T T 7 an
sinh(8h)

\/sinh2(ﬂh) + 6_4ﬁ‘]‘

Odotusarvo ¢ on systeemin jirjestysparametri: o = 0
vastaa spinien tiysin stokastista orientoitumista kun taas
|o| = 1 vastaa tilannetta, missé kaikki spinit ovat
jirjestidytyneet yhdensuuntaisiksi.

Jarjestysparametri ¢ vastaa vapaan spinsysteemin
magnetisaatiota M kun h vastaa magneettikenttis H.
Suskeptiivisyys on silloin analogisesti

_oM 0o
- 9H oh’

Pienen kentin rajalla h — 0 saadaan silloin

X

do 1 2
= — = e"’BT_
oh|,_,  ksT

X

Kytkenn#n ollessa ferromagneettinen (J > 0) systeemi
magnetoituu matalissa lampotiloissa voimakkaasti.
Ulkoisen kentéin poistuessa systeemi palaa
epijirjestyneeseen tilaan o = 0: siini ei esiinny
spontaania symmetriarikkoa.

Jos kytkentd on antiferromagneettinen (J < 0), on
polarisoituminen vaimennettu eksponentiaalisesti.
Yksiulotteinen Isingin ketju on siis paramagneettinen
systeemi, jossa ei esiinny faasimuutosta. Koska se ei
kuitenkaan noudata Curien lakia, se ei ole Curien
paramagneetti.

Kaksiulotteinen Isingin malli voidaan ratkaista tarkasti
yleistdmilld siirtomatriisimenetelmé (Onsager, 1944).
Osoittautuu, etti tissi tapauksessa systeemissi
tapahtuu faasimuutos lampotilassa

2
T. = 7(] ~ 2.269 J.
In(1++2)

Ominaislampd divergoi kriittisessi pisteessia T' = T,
logaritmisesti ja faasimuutos on jatkuva.

Monte Carlo-menetelmét

Koska vuorovaikuttavia systeemeji ei yleensi osata
ratkaista analyyttisesti ovat numeeriset menetelmét
ensiarvoisia niiden kisittelyssi. Eris tirked numeeristen
menetelmien luokka, Monte Carlo-menetelmiit, kisittelee
vuoravaikuttavia jirjestelmii stokastisilla simuloinneilla.
Jatkuvien systeemien, kuten 3He- *He-nesteiden ja
elektronikaasun, simulointiin sopivat kenttiteoriaan
pohjautuvat Greenin funktio-Monte Carlo-menetelmiit.
Diskretisoitujen systeemien kisittelyyn soveltuu usein
Metropolisin Monte Carlo-menetelmii:

e Olkoot systeemin mahdolliset konfiguraatiot
jeJ={12,...,K}
ja niitd vastaavat energiat E(7).
e Muodostetaan konfiguraatioiden ketju 71,72, ..., Jn-

e Valitaan ketjun seuraava, (n 4 1):s, konfiguraatio
arpomalla mahdollisten konfiguraatioiden joukosta
J. Arvonnan tulos, j', kelpuutetaan, mikali

— AE = E(j') ©E(jn) < 0, niin ilman muuta.

— AFE > 0, niin vain todenniksisyydelld
x e PAE,



e Ketjun {j,} pituuden N kasvaessa (N — o0o) kunkin
konfiguraation j esiintymistodenn#koisyys tulee

olemaan ‘
P(j) o e=PP0).

e Ketju on siten kanoninen ensemble, jota voidaan
kiyttiad odotusarvojen laskemiseen.

Huom. Menetelmiissi edellytetiin, ettd systeemin
energian ominaistilat tunnetaan. Se soveltuu niin ollen
esim. Isingin mallien ja kaikkien klassisten systeemien
kisittelyyn.

Jos energiatiloja ei tunneta, on kvantitus sisillytettava
simulointiin.

Kriittiset ilmiot
Toisen kertaluvun faasitransitiossa systeemi yleensi
siirtyy ylempii limpotilaa vastaavasta faasista alempaa
limpotilaa vastaavaan vihemmin symmetriseen faasiin.
Sanotaan, ettd kyseessd on jonkin symmetrian spontaani
rikkoutuminen. Esimerkiksi ferromagneettinen materia
polaroituu tietyn kriittisen limpotilan alapuolella.
Tallsin rikkoutuu spinrotaatiosymmetria.
Symmetrian rikkoutumisastetta kuvataan
jarjestysparametrilla, joka yleensi liitetdin systeemin
jonkin observaabelin odotusarvoon. Ferromagneettisen
systeemin tapauksessa sopiva jirjestysparametri on
magnetoituma m. Symmetrisessi faasissa m =0 ja
jarjestiytyneessi eli symmetrian rikkovassa faasissa
m # 0.
Olkoon nyt jirjestysparametri m ja h vastaavaan
observaabeliin kytkeytyvi ulkoinen kentti. Tarkastellaan
systeemi# kriittisen pisteen T' = T, liahistolld. Kun
merkitdin

T=T&T,,

on kriitinen piste (7, h)-tason origossa.
Koska kriittinen piste on termodynaamisten potentiaalien
singulaarisuuspiste, jaetaan ndmé sdinnollisiin ja
singulaarisiin osiinsa. Esimerkiksi kirjoitetaan
F(Tam) FO(Tvm)+Fs(T7m)
G(T,h) Go(T,h) + Gs(T,h) = F &hm,
missi funktiot Fy ja G ovat sdannollisié pisteen
(t =0,h = 0) ympéristossi funktioiden Fs ja G ollessa
singulaarsia. Niiden differentiaalit ovat
dF(T,m) &SdT + hdm
dG(T, h) &S dT <mdh.

Kriittiset eksponentit

Kriittisen pisteen ldheisyydessi termodynaamisten
muuttujien singulaariset osat ovat (suurella tarkkudella)
verrannollisia suureiden 7 ja h tiettyihin potensseihin.
Kriittiset eksponentit eli kriittiset indeksit masritellain
seuraavasti:

o «,a’ midriivit ominaislimmon singulaarisen osan

siten, etti
022G
oT" ),
_ K==, kun T > T,
N K'(er)= Jlkun T < T..

96



Kaytannossi on o' = a.
e 3 miirii jirjestysparametrin kiyttiytymisen,

0, kun T > T.
K (71)% kun T < T..

m(T) = {

e 7, liittyviit suskeptiivisyyteen,

- (&),~=(5¢)
= on - on* ) ;
K=, kun 7" > T,
- { K'(er)™, kun T < T..

Mitaustarkkuuden rajoissa on ' = .

e ¢ kertoo, miten jirjestysparametri riippuu kentisti
h kriittisessid lampotilagssa T = T,:

m(T.,h) = K h/°.
e v midriai korrelaatiopituuden riippuvuuden

lampotilasta,
E=K

7|7V

Indeksi v ei itseasiassa ole termodynaaminen suure,
silld se liittyy mikroskooppiseen parametriin &.

Skaalausteoriaa

Skaalautuva yhtilo on sellainen, joka siilyy invarianttina
mittakaavan muutoksissa kun mittayksikot valitaan
toistensa suhteen sopivasti skaalaten. Tarkastellaan
esimerkkinid Navier-Stokesin virtausyhtilo

1
(v-V)v=fe—Vp+rvVie,
mp

missd v on nopeus, p tiheys, p paine ja f voima. Kerroin

n

mp

vV =

on kinemaattinen viskositeetti ja n viskositeetti. Olkoot
T, L,V ja M ajan, pituuden, nopeuden ja massan
dimensiolliset yksikot. Vastaavien mittalukujen ¢, ', v’
jam' (esim. massa on m = m'M) avulla Navier-Stokesin
yhtils saa muodon

ov’
ot'

+ @ -V =Ffs

1
v/p/ + E V’2'U’.

m!p'

Parametri R on dimensioton Reynoldsin luku

L* VL _mpVL

Ty v n

joka karakterisoi virtausta: jos R<10. .. 100, virtaus on
yleensi laminaarinen ja jos R<10...100, se on
turbulentti.

Mittalukujen avulla kirjoitetusta Navier-Stokesin
yhtilosta nihdiin, ettd systeemien kiyttiytymisen
mairdd Reynoldsin luku. Jos systeemisté S padstiin
systeemiin S skaalaamalla mittayksikot siten, etté
Reynoldsin luku sdilyy muuttumattomana, siilyy myos
systeemi# kuvaava yhtilo, samoin kuin vastaava ratkaisu,
muuttumattomana. Sanotaan, etti systeemit S ja Sy
ovat similaariset.

Konkreettisena esimerkkini tarkastellaan kahta
systeemi#, jotka ovat samaa ainetta, ts.

p=pLjav=uv.
Skaalataan lineaarinen mitta tekijilla s eli
Ll = sL.

Jos halutaan systeemien olevan similaarisia, tiytyy
Reynoldsin luvun siily# invarinattina. Esim.

82L2

stTv’

_LQ_ L? _
_TI/_T11/1_

joten ajan skaalaustekijin st tdytyy olla

ST = 82.

Olkoot A ja A; jotkin similaarisiin systeemeihin S ja S;
liittyvit dimensiolliset mittayksikot. Osoittautuu, etti
kaikki skaalaluslait ovat muotoa

A1 = SidaA,

missi d, on rationaaliluku.

Skaalaushypoteesi
Tiiviissd aineessa (nesteessi, kiteessd, .. .)

e mikroskooppisen pituusskaalan m#iris aineen
atomien tai molekyylien viilinen etiisyys

e makroskooppisia suureita tarkasteltaessa aineen
mikroskooppinen rakenne ei niy.

97



e ainoa makroskooppisestikin oleellinen materian on laimpotilan skaalausdimensio
mikroskooppisiin ominaisuuksiin liittyvi pituusmitta .
on korrelaatiopituus &, silli kriittisen pisteen d-=v"".

liheisyydessé se kasvaa makroskooppisen suureksi. .. . . .
Tarkeimpien suureiden dimensiot ovat

On siis syyti olettaa, etti lihestyttiessi kriittisti

. N . e . o Korrelaatiopituus £: Aiemmin todettiin, ettd
pistettid klassinen similaarisuus alkaa olla voimassa:

- - de = &1,

e Tarkastellaan kahta sama-aineista kappaletta, joissa ¢

korrelaatiopituudet ovat & ja &;. o .

e Limpdtila T: Saatiin

e Korrelaatiopituus ilmoittaa fluktuaatioden 1

mittakaavan, ts. aineen rakenteen mittakaavan d- = e

(edellyttien, etti havainnot eiviit pysty erottamaan

atomaarisia rakenteita). o Pituus (: Koska korrelaatiopituus m#arié systeemin

ituuskaalan, skaalautuu ¢ samoin kuin £ eli
e Kun kappaleita tarkastellessa kiytetdin sellaisia P ¢

suurennoksia, ettd £ ja & niyttdvit saman dy = 1.
mittaisilta (ja sen lisiksi mahdollisesti valitaan
sopivat seurantataajuudet), ei kappaleiden vililla

o Aaltovektori q: Aaltovektori on oleellisesti kiintien
voida havaita mitiin eroavuuksia.

verrannollinen pituuteen, joten

Koska korrelaatiopituus kriittisessi pisteessid on d#reton, d =1.
esiintyy jirjestysparametriin liittyvissi suureissa !
fluktuaatioita kaikissa mittakaavoissa, ts. atomaarista
mittakaavaa lukuunottamatta systeemissi ei ole
luonnollista pituusmittaa. Systeemi siis niyttii
samanlaiselta, itsesimilaariselta, katsottiinpa sitd missé Ji]
mittakaavassa tahansa. Olettamus itsesimilaarisuudesta . = Bdr = P
matematisoidaan skaalaushypoteesiksi:

o Jirjestysparametri m: Indeksi § mi#riteltiin siten,
etti m oc (&7)%, joten

e Vapaa energia G: Skaalamuunnokset eiviit vaikuta

e Kaikkien termodynaamisten suureiden singulaariset systeemin vapaaseen energiaan, joten
osat skaalautuvat yksinomaan korrelaatiopituuden &
potenssifunktioina. dg = 0.

e Suure A kiyttaytyy kriittisen pisteen liheisyydessa o Tilavuusyksikkod kohti laskettu vapaa energia g:

kuten Koska g = G/V, on
Aocga,

. . R dg=dg<f,>dv=<‘;>ddg=d,

missi d4 on suureen A skaalausdimensio.

kun d on avaruuden dimensio.
Korrelaatiopituuden skaalausdimensio on siten d¢ = <1.
Edelleen nihddén, ettd suureen A*BY - - e Ominaislimpé c: Koska ominaislampd(tiheys) on
skaalausdimensio on
o1 29
(] c S 9
d(Asz___) =xd,4+yd3+~-. 87-2

toteuttaa skaalausdimensio d,. ehdon

2
€OC|T|_V, dC:dg <:>2d-,-:d<:>;

Koska kriittinen indeksi ¥ méiriteltiin siten, etté
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Ominaislammolle on siis voimassa
c o f(Q/V)_d x |T|du—2
ja kriittisen indeksin o mé#iritelmin mukaan
c o || ™
Kriittisid indekseji sitoo niin ollen skaalauslaki

a =2 svd.

e Kentti h: Tasapainossa jiarjestysparametri m on

m= e
—on’
joten
dp = d &dy,.

Kentille h on siis voimassa

B

dp, =d&d, =ds—.
v

Suskeptiivisuus noudattaa indeksin v méiritelmin
mukaan relaatiota

_om
~ Oh

X o |77,

joten
Ay &dp, = &vd,.

Vertaamalla tésti saatavaa dimensiota dj aikaisempaan
tulokseen saamme skaalauslain

v =vd &20.

Edelleen indeksi 6 méiriteltiin siten, ettd kriittisessé
lampotilassa on

m oc h'/?.

Téalloin on d
dm = _ha

)

josta aikaisemman tuloksen perusteella saadaan

skaalauslaki
1/_d

B

Edells johdetuista kolmesta skaalauslaista voidaan
mikroskooppiseen korrelaatiopituuteen liittyvé vaikeasti

6= <1,

mittava indeksi v eliminoida, jolloin jiljelle jaiviit
termodynaamisia indekseji sitovat skaalauslait

a+28+y = 2
ploe1) = 1.

Huom. Vaikka edelld johdetut skaalauslait perustuvat
fenomenologiseen argumentointiin, pitdvit ne paikkansa
mittaustarkkuuden rajoissa.

Widomin skaalaus
Tarkastellaan alkeiskoppia (tai hiukkasta) kohti laskettua
Gibbsin funktiota

g(Tv h) = 90(7', h) + gs(Ta h)a

missi on jilleen erotettu sidinnollinen osa ja kriittisessi
pisteessid (7 = 0, h = 0) singulaarinen osa toisistaan.
Tamén differentiaali on

dg = &sdr <mdh,

kun s = S/N on entropia alkeiskoppia (hiukkasta) kohti.
Koska jirjestysparametri m on nolla kriittisti pistetti
korkeammissa limpdotiloissa, tiytyy siihen liittyvien
kriittisten eksponenttien miiriytys yksinomaan
singulaarisesta funktiosta g;.

Funktio f on yleistetty homogeeninen funktio, jos se
toteuttaa ehdon

f(/\o‘lxl,/\o‘zxg, .. ) = )\f(l’l,QZQ, .. )

Widomin hypoteesin mukaan funktio g, kiiyttaytyy
kriittisen pisteen liheisyydessi, kuten yleistetty
homogeeninen funktio eli skaaloutuu kuten

gs(APT,ANh) = Ags(7, h),

kun A > 0 ja p ja q ovat jotkin, systeemisté riippuvat,
eksponentit.

Koska skaalausyhtilo on voimassa kaikilla positiivisilla
suureen A arvoilla, on se voimassa kun A = h/9, jolloin
A?h = 1. Skaalaushypoteesi voidaan siis kirjoittaa
muotoon

gs(r,h) = h'/g, (# 1)

= ¥ ()

Tiassd on médritelty

o(x) = gs(, 1).

Kriittiset indeksit saadaan seuraavasti:
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e (3. Derivoidaan skaalausyhtilo
gs(NPT,ATh) = Ags (T, h),

kentédn h suhteen ja muistetaan, etti
jirjestysparamaetri on
9gs(7,h)
o,
oh
joten on voimassa skaalausehto

ATm (NPT, ATh) = Am(r, h).

m(r,h) =

(%)

Koska jirjestysparametrin oletetaan olevan m # 0,
on 7 < 0. Silloin voidaan valita A siten, etté
APr = &1, Asettamalla h = 0 saadaan

m(r,0) = (er)1=9/Pm(s1,0).
Maaritelmian mukaan on
m(r,0) o< (&1)7,

joten
_leg

p
6. Asetetaan yhtilossi (x) 7 =0 ja AY = 1/h, jolloin

m(0,h) = A9 m(0,1).

B

Miiritelmin mukaan m(0, h) oc h'/?, joten

- _1
1&q

~,". Mairitelmin mukaan suskeptiivisyys on

om(t, h
() = 22,

joka kriittisen pisteen liheisyydessi kiyttiytyy

kuten
kun 7 > 0

kun 7 < 0.

T,

v e,

Derivoimalla (%) kentéin h suhteen saadaan
N2 (NPT, N7h) = Ax(T, h).

Asetetaan h = 0 ja AP7 = +£1, jolloin

\(7,0) = 7| ~Co=D/ry(21,0).
Tastéd voidaan lukea eksponenttien v ja 4" arvoiksi

, 2q&1

Y= = .
p

e «,a’. Ominaislimpo on

9%g
—-
or

Derivoidaan skaalausyhtilo

Cp X

gs(N"1, A7h) = Ags(T, h)
kahdesti muuttujan 7 suhteen. Saadaan
A2Pey (NPT, A7h) = Aep (T, h).

Asetetaan h = 0 ja \PT = %1 ja verrataan tulosta
indeksien « ja o' madritelmiin

o o T, kun 7 >0
h ()", kun 7 < 0.
Nihdisn, etti
1
a=a =2&-.
p

Helposti todetaan, etti Widomin skaalaushypoteesi
johtaa skaalauslakeihin

a+28+y =
ploe1) = 1.

Kadanoffin skaalausteoria

Toisin kuin edelld kuvattu Widomin skaalaushypoteesi,
Kadanoffin kehittim# menetelmé (1966) perustuu aineen
mikroskooppisiin ominaisuuksiin.

Kadanoffin menetelmi paépiirteittiin:

e Yhdistetdsin alkuperiiset mikroskooppiset
tilamuuttujat blokeittain blokkimuuttujiksi.

o Misriatdin blokkien viiliset efektiiviset
vuorovaikutukset. TAt4 mikroskooppisen systeemin
systeemin karkeistusta sanotaan blokkimuunnokseksi.

e Blokkimuunnokset muodostavat kommutatiivisen
puoliryhmén, ns. renormalisaatioryhmdan.
Muunnoksia voidaan tehdi toistuvasti perikkiin.

e Koska kriittiseen pisteeseen ajautuneessa
systeemissi ei ole luonnollista mittakaavaa,
niyttivit muunnetut systeemit toistensa kopioilta.
Kriittinen piste vastaa niin ollen muunnosten
kiintopistetti.
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Sovelletaan menetelm#é d-ulotteiseen Isingin nihddin, on Hamiltonin blokkkifunktio H[o)] itseasiassa

spinsysteemiin. redusoitu vapaa energia. Se voidaan siis kirjoittaa
Blokkimuunnos muotoon

Merkitadn alkuperiisid hilapisteiti indekseilld i, 7, . .. ja H[o!] = H[oi] <:>TS|{ s
niistd yhdistamilli saatuja blokkeja indekseills I, J, .. .. {07} 1

Blokin I blokkispin o} mé#iritellddn siten, etti
missd H[o;] o) on blokkikonfiguraatioissa {o7} laskettu

! = N . I LR . . .
o1 = Z i energian odotusarvo (sisiinen energia). Hamiltonin
el blokkifunktio sisdltid niin ollen blokkien sisiisiin

Jos blokkeihin I paidytéadn skaalaamalla pituusmitta muuttujiin liittyvén sisdisen entropian.

tekijalla L, on kussakin blokissa L? spinii. Koska kukin Kriittisen pisteen ldheisyydessi, skaalainvarianssista
spin voi Isingin mallissa saada arvot o; = £1, voi johtuen, oletetaan redusoidun vapaan energian olevan

blokkispin saada arvot likimain samaa muotoa kuin alkuperidinen Hamiltonin
funktio. Jotta tdhin pi#stiisiin, skaalataan blokkispinien
oh=wll el +2,... L? arvoalue siten, etts
oy =zor,
eli kaikkiaan L% + 1 eri arvoa.

Olkoon H alkupersinen Hamilton. Merkitasin miss# o7 = +1. Koska blokkispinin maksimiarvo on L¢,

tiaytyy olla z < L9

Hloi| = pH = <K Z oi0; <h Z Oi. Kriittiset eksponentit
(i5) i Kadanoffin mukaan blokkimuuttujan efektiivisesti

. tarkeimmit arvot ovat £z. Merkitidin
Tilasumma on

Z=e9=Tre Ml = Z e~ Mol
{oi} Kirjoitetaan uusi Hamilton H; samanmuotoiseksi kuin
alkuperiinen H:

Hrlor] = H[zo1].

missid G = G, G on Gibbsin funktio. Jaetaan
summaukset jilke# laskettaessa kahteen osaan Hilor] = €K, Z o107 <hr Z or.
(1.J) I

Z = Y e
{00} Parametrit K ja hp riippuvat nyt skaalasta L. Olkoot

parametrien arvot kriittisessi pisteessi
= Z Z e~ Hloi] H ) (0'/[, Z Ui) K = K.
{U’I} {o:} I el ho— hc —0
= Z e Mol
(o} Koska kriittisessi pisteessi skaalattaessa mikdin ei

muutu, tdytyy siini myos olla voimassa
Tassd on médritelty

K, = K.
—H]o" _ —Hlo;

e [e7]  — ’I‘r{g,j}e [oi] hr, = h.=0.

_ Z e—Hloi] H 5ot Z oi |- Tarkastellaan kriittisen pisteen ympéristod. Oletetaan,
{on} I el ettd h #£ 0, jolloin myds sitéd vastaavalle skaalatulle
kent#lle on voimassa hy, # 0. Kirjoitetaan alkuperiinen
Kuten médritelmasta kytkinvakio muotoon
H[o}] = In Tr{a;}e_H[‘”] K=K.+AK
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ja vastaava skaalattu kytkinvakio muotoon
IX’L = Krc + AIX’L.

Muutetaan nyt skaalaussuhdetta L (pienelld) méirilla
0L, jolloin skaalauksen suhteellinen muutos on §L/L.
Voidaan olettaa (hyvéni aproksimaationa), etté
skaalattujen parametrien suhteelliset muutokset ovat

verrannollisia skaalauksen suhteelliseen muutokseen, ts.

OAKT oL
AK7, - f
bhr, _ 6L
E =Y T

missé = ja y ovat vakioita.
Suhteen muutoksen ollessa infinitesimaalinen saadaan
differentiaaliyhtilot

_ O0lnAKp
“ aln L
_ Oln hL
YT amL
jotka integroituina antavat
K;, = K.+ L*(K&K,)
hr = LYh.

Jotta alkuperiinen ja skaalattu Hamilton johtaisivat
samaan kokonaisenergiaan, tdytyy mm. kytkennin
ulkoiseen kenttidin toteuttaa ehto

hZai = ho”l = hZO’[ = hLO'],
iel
joten kenttd skaalautuu kuten h; = zh. Nahddin, ettéd

z=LY%jay<d.

Samalla perusteella voidaan olettaa, etti limpotilan
suhteellinen poikkeama kriittisesti pisteesti,

_ T T,

T T,

kiayttiaytyy kuten kytkinvakion K suhteellinen poikkeama

kriittisesti arvosta, eli

TLZLZT.

Spinyksikko# kohti laskettu Gibbsin funktio skaalautuu
silloin, kuten

g(TLv hL) = g(LITv Lyh) = Ldg(Tv h)v

missi tekiji L¢ johtuu siitd, ettd uusi blokki sisaltias L?
vanhaa spinii. Kirjoittamalla

piddytiin Widomin skaalaukseen.
Renormalisaatioryhmi
Oletetaan, etti Hamilton H riippuu parametreisti

1= (1, p2, - -),
Esim. p = (K, h), kuten edelld. Blokkimuunnokset ovat
nyt kuvauksia parametriavaruudessa

= L.

Olkoon R; blokkimuunnosta vastaava operaattori, ts.

wE— pup = Rppu.

Koska blokkimuunnos on mittakaavan muutos, tiytyy
olla voimassa
RiR; =Ry .

Edelleen on samantekevii, missi jirjestyksessi
mittakaavamuunnokset tehd#in:

RiR, =R R;.

Blokkimuunnoksessa h#viii informaatiota, esim.
detaljoitu tieto alkuperiisten spinmuuttujien arvoista.
Skaalaamalla ei siis ole mahdollista p#isti takaisin
lihtotilanteeseen: operaatiolla Ry ei ole
ki#inteismuunnosta operaatioiden { Ry} joukossa.
Niahdisn ettd operaatiot

R={Rp}

muodostavat kommutatiivisen puoliryhmin, jota
sanotaan renormalisaatioryhmiiksi.

Pistettd p*, joka toteuttaa ehdon
uw=Ru* VRETR,

sanotaan kiintopisteeksi. Parametrien p* arvoja vastaava
systeemi on kriittisessi pisteessi, silld siiné tehty

102



muunnos johtaa tismilleen identtiseen systeemiin.
Niiden pisteiden joukkoa, jotka perikkiisissi
blokkimuunnoksissa ajautuvat kiintopisteeseen p*,
sanotaan kriittiseksi pinnaksi. Jos systeemi on kriittisells
pinnalla joskaan ei kriittisessé pisteessi, on se
faasimuutoksen kriittisessé pisteessi, mutta siti
tarkastellaan vield mikroskooppisia detaljeja
paljastavassa mittakaavassa.

Klassinen harmoninen kide
Annetaan nyt kiteen ionien virdhdell
tasapainoasemiensa lihistolld olettaen, etté

1. Keskim#iriisessi tasapainoasemassa kide
muodostaa Bravais’n hilan. Voimme siis liittai
jokaiseen hilapisteeseen R kiteen atomin, mutta nyt
R esittid ainoastaan ionin keskim#iriisti paikkaa.

2. Tonien tyypilliset poikkeamat tasapainoasemistaan
ovat pienii verrattuna atomien vilisiin matkoihin.

Oletuksen 1 mukaan kiteen atomit voidaan yksiléida
Bravais’n hilan pisteiden R perusteella; esim. r(R)
tarkoittaa hilapisteeseen R liittyviin ionin kulloistakin
sijaintia. Jos u(R) on ionin R poikkeama
tasapainoasemasta, niin

r(R) = R+ u(R).

Olkoon ¢(r) kahden toisistaan etéisyydelld » olevan ionin
potentiaalienergia. Koko kiteen potentiaalienergia on
silloin

U = = Z o(r(R) ©r(R))
’RE
= % > ¢(R<R+u(R) su(R)).
RR

Kun kiytetdéin ionin R impulssista merkintéds P(R), on
ionien kokonais-Hamilton

H=Y +U.
R

Harmoninen aproksimaatio

Koska kokonaispotentiaalin U laskeminen konkreettisista
parivuorovaikutuksista lihtien on toivoton tehtivi,
aproksimoidaan siti kiyttien hyviksi oletusta 2 (u(R)
on pieni). Potentiaalin U Taylorin sarjan ensimméiset
termit ovat

U = —Z+ > (uw(R) ©u(R'))- V(R <R)
RR
+ Z[ ) eu(R))-V’¢(R <R
T
+0(u?).
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Tasapainotilassa ioniin R vaikuttaa muiden ionien
aiheuttama kokonaisvoima
F=&) V¢(R&R).
RI
Koska kyseessi on tasapaino, tdytyy timin voiman olla
tasmiilleen nolla. Lineaarinen termi potentiaalin U

sarjakehitelmissi siis havidi.
Toiseen kertalukuun saakka jiljelle jas

U = e + Uhann’

missd U°? on tasapainoaseman potentiaalienergia ja

prharm i Z [UH(R)@Ult(R/)]QsNV(R@R/)
RR
W V=T,y,z
x[u,(R) ©u, (R)]
%)
Sun(r) = or,or,’

Mikili emme ole kiinnostuneita kiteen tasapainotilaan
liittyvisti suureista (kokonaisenergia, kokonaistilavuus,
kokonaiskompressibiliteetti,. . .), voidaan vakio U®9 jattaa
pois. Tapana on kirjoittaa harmoninen potentiaali

yleisempiin muotoon
arm 1
pharm — 5 > uu(R)D,y (R <R )u,(R).
BE

Aikaisempi lauseke saadaan, kun asetetaan

DHV(R éR’) = 6RR’ Z (ﬁ,“,(R bR”) ©¢MV(R éR’)
R//

Klassisen kiteen ominaislampo
Kiteen N ionin muodostaman 3/N-ulotteisen klassisen
faasiavaruuden tilavuuselementti on

d, = [[duw(R)dP(R) = [] du,(R)dP.(R)
R R,

ja kanoninen tilasumma

Z = /d, e PH,

Energiatiheys u on silloin

11 19
=——[d ePlH=6-—InZ
“yvz)*° Vop

Kun tehd#din muuttujan vaihdokset

u(R) = B '*a(R)
P(R) 372 P(R)

voidaan tilasumma kirjoittaa muotoon

foom oo (722
- e*ﬁUeQB*SN/Hda(R) dP(R) x
R

Z

+ U 4+ Uharm>j|

exp {@Z Pélj\? c»% > @, (R)D, (R @R’)EV(R’)] .

Koska kaikki lampotilariippuvuus on integraalin
ulkopuolella, voidaan energiatiheys laskea helposti

1 e
e % In(e=PU™ 33N « vakio)

“T TV

Uet 3N
= —kgT

% + v B
= u® + 3nkgT.

Ominaislimpo on
ou
Cy = 8_T = 3nkB

Tami kidevirihtelyistd aiheutuva ominaislimmmon
lauseke tunnetaan Dulong-Petit’n lakina. Kokeellisesti

e matalissa lampotiloissa kiintedin aineen
ominaiskdmpo6 on pienempi kuin Dulong-Petit’'n lain
antama ominaislampd. Lihestyttiessi limpotilaa
T = 0 ominaislampo ldhestyy nollaa.

e suuremmillakaan limpdotiloilla mitatut
ominaislimmot eivit lihesty tarkasti Dulong-Petit’'n
rajaa.

Harmonisen kiteen normaalimoodit

Yksiulotteinen yksiatominen Bravais’n hila

Jos yksiulotteisen Bravais’n hilan pisteiden vilimatka on
a, niin hilapisteet ovat na, n kokonaisluku. Kuhunkin
hilapisteeseen na liittyy yksi atomi.

Oletetaan, etti tissd yksiulotteisessa ketjussa vain
lihimm#t naapurit vuorovaikuttavat keskenéin. Jos
merkitiin

I‘/y = ¢Il(x)7
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niin kiteen harmoninen potentiaali on silloin

pham — %K > [u(na) u((n + 1)a)]?.

n

Klassiset liikeyhtilot ovat

aUharm
du(na)
= &K [2u(na) Su((n ©1)a) Su((n + 1)a)].

Mii(na) =

Oletetaan, ettd hilan N pistettd muodostavat renkaan,
t.s. siirtymiit toteuttavat reunaehdot

w((N 4+ 1)a) = u(a); u(0) =u(Na).

Etsitdin muotoa

u(na, t) x ei(knafwt)
olevia ratkaisuja. Jotta reunaehdot olisivat voimassa,

taytyy olla _
esza -1

Tasta nihdadn, ettd sallitut suureen k arvot ovat

2T n
k=" —, n kokonaisluku.
a N
Sijoittamalla eksponenttiyrite liikeyht#loihin ndhd#in,
ettd kulmanopeuden w on toteutettava relaatio

[2K(1 k | K 1
w(k) = W:Q M|sin§ka|.

Ratkaisut esittéviit renkaassa vaihenopeydella ¢ = w/k ja
ryhménopeudella v = Ow/0k etenevii aaltoa. Jos
aallonpituus on suuri eli aaltovektori k& pieni, niin

dispersiorelaatio
I74
= — |k
. ( M)

on lineaarinen. T#lloin vaihe- ja ryhminopeus ovat yhti
suuria.

Jos sallitaan muidenkin kuin lihimpien naapurien
vuorovaikuttaa keskendin, tulee kulmanopeuden w
riippuvuus aaltovektorista & monimutkaisemmaksi,
mutta kvalitatiivisesti edelld esitetty tarkastelu pitds
edelleen paikkansa.

Yksiulotteinen kannallinen hila

Oletetaan etti alkeiskopissa on kaksi atomia. Olkoot
ionien tasapainoasemat na ja na + d, missi d < a/2.
Merkit#in ionien poikkeamia n#isti tasapainoasemista
vastaavasti symboleilla uq (na) ja uz(na). Kun
yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, etti atomien massat
ovat samat, on lihinaapurien aiheuttama harmoninen
vuorovaikutus

E
2

Uharm

Z[ul(na) Suy(na))?
Gn 2
_|_5 Z[u2(na) Sui((n+1)a)]”,

missid K kuvaa ionien na ja na + d sekid G ionien na + d
ja (n + 1)a vilistd vuorovaikutusta.
Klassiset liikeyhtilot ovat

aUharm
dui(na)
= ©&Kui(na) Susz(na)
SGui(na) Suz((n <1)a)]
aUharm
duz(na)
= ©Kuz(na) Sui(na)
SGluz(na) Sui((n + 1)a)].

Miiy(na)

Miiz(na) =

Etsitdin jilleen muotoa

i(kna—wt)

ui(na) = ee

i(kna—wt)

uz(na) = eqe

olevia ratkaisuja. Sijoitettamalla ndmi liikeyht#lsihin
saadaan lineaarinen homogeeninen yhtéiloryhmé
[Mw? &(K + G)er + (K + Ge ey =

(K + Ge™™)ey + [Mw? &(K + G)|es =

o o

Ryhmilld on ei-triviaali ratkaisu vain, jos sen

kerroindeterminatti on nolla. Téstid ehdosta saadaan

kulmanopeudeksi

s K +G
M

Talloin amplitudien suhde on

1
w :tM\/Ix'2+G2+2KGcoska.

€1 K + Ge'ke

=T K + Getke|’

€2
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Jokaista sallittua aaltovektorin k arvoa (N kpl) kohti
saadaan siis kakst ratkaisua. Kaiken kaikkiaan
normaalimoodeja on nyt 2N kappaletta.
Tarkastellaan erilaisia rajatapauksia.

Tapaus 1. k L 7/a

Moodien kulmanopeudet ovat nyt

_ 2(K +G) 5
w = T #0((ka)?)
KG
© = w0

Koska jalkimméinen dispersiorelaatio on lineaarinen,
sanotaan vastaavaa moodia akustiseksi. Edellisessi

moodissa w = /2(K + G)/M, kun k = 0. Koska tim&

moodi voi pitkin aallonpituuden rajalla kytkeytya
sihkomagneettiseen siteilyyn, sanotaan sitd optiseks:
haaraksi.

Pitkdn aallonpituuden rajalla, kun k& ~ 0, amplitudit
toteuttavat relaation

€1 = F€2

ylemmin merkin vastatessa optista moodia ja alemman
akustista moodia.

Tapaus 2. k =w/a

Brillouinin vyshykkeen rajalla moodit ovat

2K . b
w = 4/——, optinen haara
M P
[2G
= —, akusti h .
w i akustinen haara

Amplitudeille on vastaavasti voimassa
€1 = Fe€2.

Tapaus 3. K > G
Dispersiorelaatiot ovat nyt

2K G
o = e (R)]
26 . 1 G
w = ﬁsm?ca[l-l-(’)(K)},

ja amplitudit toteuttavat relaatiot

€1 N Fe€a.

Optisen haaran frekvenssi on nyt riippumaton
aaltovektorista. Suuruudeltaan se vastaa jousivakiolla K
toisiinsa kytketyn kahden samamassaisen atomin
muodostaman molekyylin vibraatiofrekvenssii.
Akustinen haara puolestaan on sama kuin lineaarisen
ketjun tapauksessakin.

Tapaus 4. K =G

Nyt kyseessd on yksiatominen Bravais’n hila, jonka
alkeiskopin pituus on a/2.

Kolmiulotteinen yksiatominen Bravais’n hila
Matriisimerkinté# kiiyttiden voidaan harmoninen
potentiaali kirjoittaa kompaktimpaan muotoon

gharm — % > u(R)D(R <R )u(R).
RR

Riippumatta ionien vilisistid voimista matriisi

D(R < R') noudattaa tiettyji symmetrioita:

1. D, (ReR)=D,,(R <R)

Tami ominaisuus nihdiin vaihtamalla
derivointijirjestystd matriisin D alkioiden mi#ritelméssi

, 02U
DHV(R SR ) - 8’U;M(R)8'UIU(RI) w0 .
2. D(R) = D(<R)
Tarkastellaan hilaa, jossa ionien poikkeamat
tasapainoasemasta ovat u(R). Vastaavassa invertoidussa
hilassa poikkeamat ovat <u(<R). Koska jokainen
Bravais’n hila on inversiosymmetrinen, tiytyy molempien
hilojen energioiden olla samoja olivatpa poikkeamat
u(R) mité tahansa, t.s.

Uharm — % Z u(R)D(R @R’)U(R’)
RR'

— LS (culeR) DR R (o)
RR’

1
= 3 > u(R)D(R' < R)u(R),
RR
missd u(R) on mielivaltainen. TAm# on voimassa vain,
jos
D(R<R')=D(R <R).

Symmetrian 1 perusteella on lisiiksi voimassa

D.(R&R)=D,,(R<R),
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eli matriisi D on symmetrinen.

3. ER D(R) =0

Siirreté#in jokainen ioni R paikkaan R + d. Tam#i on
tidsmilleen sama kuin koko hilaa siirrettiisiin vektorin d
verran. Siirretyn hilan ja alkuperiisen tasapainoasemassa
olevan hilan potentiaalienergiat ovat samoja (0), eli

> Du(R
R

0= > d,D,(ReR)d, =Y Nd,d,
RR v

1%

Koska vektori d on mielivaltainen, tdytyy olla voimassa
R
R

Klassiset liikeyhtilot

harm

Wi, (R) = &0 = T~ Du(ReR(R),
© ;
R

tal matriisimuodossa

Mi(R) =«> D(R <R )u(R)

R/
muodostavat 3N yhtdlon ryhmin. Etsitddn jilleen

muotoa _
u(R,t) = eeilk-B—wt)

olevia ratkaisuja. Tassi polarisaatiovektor: € ilmoittaa
ioonien liikkeen suunnan. Vaaditaan edelleen, etté
ratkaisut toteuttavat jokaista primitiivivektoria a; kohti
Born-von Karmanin reunaehdot

u(R + N;a;) = u(R),

alkeiskoppien kokonaisméirin ollessa N = Ny Ny N3.
N#ami ehdot toteutuvat vain jos aaltovektori k& on muotoa

k=g
N

n2 ng

N, —bsy + N, bs.

Tissé vektorit b; ovat kdidnteishilan primitiivivektoreita,
ja suureet n; kokonaislukuja.

N#hdain, etté erillisid ratkaisuja saadaan vain, jos k on
rajoitettu 1. Brillouinin vyshykkeeseen, t.s. sallittuja
aaltovektorin arvoja on tismiilleen N kappaletta.
Sijoitetaan yrite liikeyhtiloihin, jolloin saadaan

Mw?e = D(k)e,

missi
)e—ik-R

=> D(R
R

on n.s. dynaaminen matriisi. Jokaista sallittua arvoa k
kohti saadaan yhtidlon (x) ratkaisuna kolme ominaiarvoa
ja ominaisvektoria. Normaalimoodeja on siis kaikkiaan
3N kappaletta.

Matriisin D(R) symmetriaominaisuuksia
hyviksikiyttien voidaan dynaaminen matriisi kirjoittaa
muotoon

% Z D(R)[e *R 1
= Z D(R
= &2 Z D(R

Niahd#sn, ettd D(k) on reaalinen ja parillinen
aaltovektorin k funktio. Koska D(R) on symmetrinen,
on myds D(k) symmetrinen. Kirjoitetaan yhtilo (x)
muotoon

D(k) = RPN

R)[cos(k - R) ©1]

kR)

SlIl

D(k)es(k) = A (k)es(K).

Reaalisen symmetrisen matriisin ominaisarvoina suureet
As(k) ovat reaalisia ja ominaisvektorit €s(k) voidaan
ortonormittaa, t.s.

€(k)-es(k) =bss, 5,8 =1,2,3.

Kolmen normaalimoodin polarisaatiot ovat €s(k) ja
kulmanopeudet vastaavasti

Oletetaan nyt, etti ionien vilinen vuorovaikutus
pienenee nopeasti etdisyyden kasvaessa. Tarkasti ottaen
oletetaan, etti

lim D(R) =

— 00

O(R™).

Talloin pitkilla aallonpituuksilla, t.s. kun k& =~ o, on
voimassa

1 1
in?(=k-R) ~ (=k - R)*
sin (2 R) (2 R)
ja
k2 -
D(k) ~ &~ 3 (k- R)*D(R).
R
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Olkoot ¢, (k)2 matriisin
1 ; 2
i %(k - R)’D(R)

ominaisarvot. Nihd#in, etti pienilld aaltovektorin
arvoilla frekvenssi on

ws(k) = co(k)k.

Kaikkien kolmen moodin dispersio on siis lineaarinen
aaltovektorin k funktio eli kaikki kolme moodia ovat
akustisia. Yleens cs(k) ja siten myos ws(k) riippuvat
moodin s lisiksi myos aallon etenemissuunnasta k.

Kolmiulotteinen kannallinen hila

Menetelldin tdsmilleen samoin kuin yksiulotteisen
kannallisen hilan tapauksessa. Oletetaan, etti
alkeiskopissa olevien ionien m##irid on p. Jokainen
alkeiskopin ioni lisdi yhden vapausasteen, joten tietylld
aaltovektorin k arvolla moodien kokonaislukumiiri on
3p. Vastaavat frekvenssit ovat w?(k), missd nyt s = 1,2,3
jai=1,2,...,p. Vastaavat poikkeamat ovat

€l (k)eitk-B-withy)

u (R,1) =

Polarisaatiot eiviit en#i ole ortogoaalisia vaan
toteuttavat relaation

Ze

Analogisesti yksiulotteisen hilan kanssa nyt kolme
moodeista on akustista ja loput 3(p < 1) moodia optista.

) - 535’

Kvanttimekaaninen kisittely
Tarkastellaan kidehilaa kuvaavaa harmonista Hamiltonin
operaattoria
1 1
harm __ 2 ! !
Hharm — % s PR + 5 321:{ w(R)D(R <R )u(R).

Olkoot ws(k) ja €s(k) vastaavan klassisen hilan
normaalimoodien taajuudet ja polarisaatiot.
Maaritelladn operaattori ag,  siten, etta

1 —ik-R
a = — e " es(k) -

Muw,(k) . 1
[ Tu(R)—l—z —_—

Operaattorin ag,  Hermiten konjugaatti a}cs on

1 ,
) ik-R

a = — e e;(k
oo UN % .

Mws(k) ,

—u(R) &1 R
[ 2h (R) 2M ws( )P( )|
Operaattoria a}% sanotaan fononin luomisoperaattoriksi
ja operaattoria ag,  fononin hévittdmisoperaattoriksi.
Lahtien paikan ja impulssin kanonisista
kommutaatiorelaatioista

[uu(R), P, (R)] =
[wu(R),u,(R)] =

ihb,d g R
[Pu(R), P,(R)] =0,

kiyttien hyviksi identiteetteji

k ei ole kainteishilavektori

3 kR _ [0
7 N, k on ki#nteishilavektori

ja
Y eFB -0 R#0
k

seki tiaydellisen ortogonaalisen vektorijoukon
ominaisuutta

Z[G

on suoraviivainen tehtivi osoittaa, ettd luomis- ja
hivittamisoperaattorit noudattavat
kommutaatiorelaatiota

] = b

]M[E

[aks,a}c,sr] = (5kk'(535r
[aks’akls’] = [CLJ’;S,GL/S’] = 0

Operaattorit u(R) ja P(R) voidaan kirjoittaa luomis- ja
héavittamisoperaattoreiden avulla muotoon

1 h ik
Vi %: \ /72Mws(k) (ag, +a' 4 )es(k)e kR
% kz \/ W+S(k)(aks @aiks)es(k)eik'R.

u(R) =

P(R) =
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Hamiltonin operaattoriksi saadaan nyt

1

H =" hw(k)(a, ag, + 5)
ks

Tami on yksinkertaisesti 3V riippumattoman
harmonisen oskillaattorin Hamiltonin operaattori, joten
energiat ovat vastaavasti

E=) (ng, + %)hws(k).
ks

Téssé suureet ng, ovat miehityslukuoperaattorin

Ny, = a}csaks ominaisarvot, t.s. ng,_ = 0,1,2,....

109



