Tasapainojakautumat

Kanoninen joukko

Maksimoidaan entropia ehdoilla
(H) =
(I =

TrpH = E = vakio
Trp=1.

Vaadimme siis, ettd
3(S = A(H) = X' (I)) =0,
missd A ja A ovat Lagrangen kertoimia. Saamme

OTr (—kpplnp — A\pH — N p) =
Tr(—kglnp — kg — \H — N T)ép = 0.

Koska dp on mielivaltainen variaatio, saamme kanonisen
eli Gibbsin jakautuman

1
- BH
p=e ,

missé Z on kanoninen tilasumma

Z =Tre PH = Ze’BE" = /dEw(E)e’BE.

Huom. Kanonisessa jakautumassa hiukkasm&iré on
vakio, ts.
Z=2Z(p,V,N,...).

Tilan 1 esiintymistodenn&koisyys on
1 —BH
Py =TepPy = - (Bl |y).
Jos erikoisesti on kyse Hamiltonin ominaistilasta,
Hn) = Ey|n),
niin )
e PEn,

pn:E

Yksihiukkassysteemille saamme Boltzmannin jokautuman
po= 2By 2= e Ber
14 Z }) .
14
Téssé €, on yksihiukkasenergia.
Koska kanonisessa jakautumassa on
Inp=-pH —1InZ,
saamme entropiaksi

S = —kpTrplnp=—kg{lnp)
= kB,BE-l-kBan.

Téassé E on energian odotusarvo

E=(H)= %TrHe_BH.

Tilasumman variaatio on

6Z = Trd(eP")=—08TrHe P¥
= -4BEZ.

Talloin entropian variaatio on

5S = kg (E6ﬂ+ﬁ6E+67Z>
= kpBoE.

Termodynamiikan mukaan saamme lampdétilaksi

OF 1
T = —_ = —F,
(as)m ksp

eli

Vapaa energia

Koska
0
— Z=-TreP"H=—-Z(H
5 e (H)
eli
0 2,0InZ
E——%IHZ—kBT 3T s

voimme kirjoittaa

0

Helmholtzin vapaalle energialle F = E —T'S saamme
lausekkeen

F=—-kpTlnZ.
Tamin avulla tiheysoperaattori tulee muotoon
— SF—H)

p

Fluktuaatiot
Kirjoitetaan tilasumma muotoon

Z= /dEw(E)e—ﬂE = /dEe‘ﬂE““w(E).

Oletetaan, ettd funktiolla w(E)e™?F on terdva maksimi
kohdassa E = F ja ettd w(E) ~ mikrokanoninen
tilatiheys.

o(E)ePE

Talloin



ja
Inw(E) — BE =
Inw(E) — BE

=0, maksimi
N
- ~

1 9S _
(s 38, ~7) &)
1 &5
2kp OF>

(E—E)?+---.

E=FE

Maksimipisteessi E = E on

oS 1
ke = 22 =L
OE|p_p T(E)
- 1
~ keskilsimpétila®

T on siis keskilimpdétila. Taylorin sarjassa on

PS5 _ 0 (1\__1o7__ 1
9F2 OE \T)  T20E  T2Cy’
joten

(B-E)?

P

me(E)e_ﬁE/dE giQ‘CBTIZCv

normaalijakautuma

Integrandin normaalijakutuman hajonnaksi on luettavissa

(AE)? = kgT*Cy

eli

AE = \/kgT?Cy = O(VN),

silld Cy, samoin kuin E, on ekstensiivinen (O(N)).

Energian fluktuaatioksi saadaan siis

AE 1
& & —\/N
Huom. Fluktuaatiot saadaa suoraviivaisemmin vapaasta
energiasta:
9*(BF)
(- m)’y = -2
op

Suurkanoninen joukko

Tarkastellaan systeemid, jossa sekd energia etta
hiukkasluku voivat fluktuoida. Systeemin Hilbertin
avaruus on silloin suora summa

H=HOasHD ¢...a HM ¢ ...
ja Hamiltonin operaattori summa
H=HO® 4y gO 4 ... g 4 ...,
Miaritellisn hiukkaslukuoperaattori N siten, etti

Ny) = Ng) V|p) e HN).

Makismoidaan entropia S ehdoilla
(HY = E = annettu energia
<N > = N = annettu hiukkasluku
Iy = 1.
Lagrangen kertoimien avulla saamme
8(S = A(H) = X' (W) = X"(1)) = 0,
josta padadymme suurkanoniseen jokautumaan

]. N
— = ,—B(H—pN)
p= Z e .

Tassa .
Zg = Tre AH-1N))

on suurkanoninen partitiofunktio. Hamiltonin
diagonalisoivassa kannassa tidmé on

_g(EM) _
ZG:ZZG B(EnN IJN)’
N n
missi
H|N;ny = H™ |N;n) = EV |N;n)
kun |N;n) € H™) on N hiukkasen tila, ts.

N|N;n) = N |N;n).

Hiukkasluku ja energia

Nyt
61nZG _ 1 7B(H7[LN) ~
an = ZGTre BN
= B(N) =8N
ja
6IHZG 1 $ ~
— __ Tre BH-uN) _ N
5 7o e (H — uN)
= —(H)+u<]\7>=—E+,uN,
joten
N — kBTaanG
ou
= BanG 61nZG
E = kpT? kT
B oT B ou
Entropia

Maéaritelman mukaan on
S=—kpTrplnp=—kg(lnp).

Nyt .
Inp=—-pH + BuN —In Zg,



joten

Suuri potentiaali
Termodynamiikassa mé#riteltiin

Q=FE-TS—uN,
joten suurkanonisessa joukossa suuri potentiaali on
0= —k‘BT In Z(;.

Tamain avulla tiheysoperaattori voidaan kirjoittaa
muotoon .

p= P (Q—H+uN)
Huom. Suurkanoninen tilasumma riippuu muuttujista T,
V ja p, ts.

Zg = ZG(Ta vV, IU/)

Fluktuaatiot
Nyt

2 3
ko Tre BH-uN)  _

—B(H—pN) p2 X72
5 Tr e8¢ u)/gN

p
— 7B <N2>,
joten
(AN? = (W -N)?) = (N?)-N?
= (ch:F)“"rﬁ;%ZG = kT %—]Z = O(N).

Hiukkasluku fluktuoi siis kuten

-0()

Vastaava lauseke on voimassa my0s energian
fluktuaatioille. Moolin ainemé&iréille fluktuaatiot ovat
o 10712 eli tarkkuus ~ mikrokanonisen joukon tarkkuus.

Yhteys termodynamiikkaan
Oletetaan, ettd Hamilton H riippuu ulkoisista
parametreistd {z;}:

H(z:) |a(xi)) = Ea(2:) |a(z;)) -

Adiabaattinen muutos
Tilassa |a(z;)) oleva systeemi pysyy siind, jos parametrit
z;(t) muuttuvat kyllin hitaasti.

Ea(xi)

—

Silloin tilojen todennikoisyydet eivit muutu, joten
entropian

S=—kBY palnps

muutos on nolla. Nyt

OE, 0 B OH
0z, (a|H|a)—<a

Ox; Ox;
OH >
a ),

<Oé 8$z
silld (o] a) = 1.
Olkoon F; yleistetty voima
OFE,
Fi:—<a a>:—6$j

ja 0x; sitd vastaava yleistetty siirtymai. Silloin

(a| a)

0
Oé> +Eaa—$i

O0H
63&',’

Tilastollinen tarkastelu
Tarkastellaan tiheysoperaattoria tasapainotilassa
([H, p] = 0). Hamiltonin diagonalisoivassa kannassa {|a)},

H |a) =E, |a>7
on

p= Zpapaa
a

missd
P, = |a){a].
Jaetaan tiheysoperaattorin variaatio kahteen osaan

adiabaattinen ep#dadiabaattinen

—— ——
op = Zpaépa + ZépaPa
- 5:(1) +6p®. )
Talloin
0(H) = TrépH+TrpdH
= TropMH +TrépPH + ; oz Trp g—Z
= N poTrHOP, + TedpP H =3 Fida;.
Nyt
THSP, = Y (B|H(|a)(ba|+|6a)(al)|B)
= Eﬁaé(a| a) =0,
joten

§(H) =Trp® H =Y Fdx;.
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saamme kirjoitettua epdadiabaattisen termin muotoon

Tr (Sp(z)H = Z OpaFEqy

= /dEw(E)E op(E).
Tilastollinen entropia on méiritelmén mukaan

Sl = _kp Zpa Inpg.

Sen variaatio on

=0
—N—

68 = —kp) OpaInpa—kp ) dpa
= —kB Z‘Spa Inp,

. / dE w(E) 5p(E) np(E).

Mikrokanonisessa joukossa on

1 1

p(E) X @;

o ——
ZE.AE

joten .
—kpInp(E) = kplnw(E) = SY(E),

missé SY!(E) on mikrokanoninen entropia. Entropian
variaatio saadaan muotoon

5t = / dE w(E)SY(E) 6p(E).

Kehitetsizin St (E) Taylorin sarjaksi pisteen F = F
ympdaristossa:

6Sti1(E)

tilE tilE E—E
SE) = SUE) + Zop|  (E-B)+
- E-E
fd til - P
= S (E)+Ttil(E)+ i

Koska

[ dBa(E)o(B) = 3 bpa =0,

saamime
, 1
il — —_ Ew(E)E §p(E
58 ) /d w(E)E 6p(E)
1
= — TrépPH
Ttll(E) I‘(Sp
eli

§(H) =T"55™ = )" Fidu;.

Tamj on yhtépitdva termodynamiikan ensimméisen
paasiainnon
(SU — Tterm(ssterm _ (SW

kanssa, jos samaistetaan

(HY = E =U = sisdinen energia
Ttil — Tterm
Stil — Sterm

Y Fibz; = W =tyo.

Einsteinin fluktuaatioteoria

Jaetaan suuri systeemi makroskooppisiin osasysteemeihin,

joiden véliset vuorovaikutukset ovat heikkoja.

= 7 osasysteemin ekstensiivisid ominaisuuksia vastaavia

operaattoreita {X;} siten, etti
[Xi, X5] ~ 0
JH) =~ 0.

Az'a
[Xi

= 3 yhteinen ominaistila |E, X7, ..., X,), joka on
systeemin erds makrotila, ts. parametrijoukkoa

(E, X1, ...,X,) vastaa makroskooppinen méiira
systeemin mikrotiloja. Olkoon T'(E, X1, ..., X,) tilaa
|E, X1,...,X,) vastaavien mikrotilojen lukumiirs

(faasiavaruuden tilavuus).
Tilojen kokonaislukum&éré on

I(E)= Y T(B,Xy,...,X,)
{x:}
ja mikrotilojen (E, X, ..., X,) suhteellinen
todenniksisyys

T(E,Xi,...,Xn)

f(EJXh"'aXn): F(E)

Tilan |E, X1, ..., X,) entropia on
S(E,Xl, ‘e 7Xn) = kB lnF(E,Xl, .. 7Xn)
eli

1 L 5E,X,..,X,)
— % 3 geenyAn
FUB, X, Xa) = 5 €7 :

Termodynaamisessa tasapainossa S on maksimissaan
S0 =S(E,Xx,... xO).
Kéytetddn merkintad
zi=X; — XV

poikkeamille tasapainoarvoista.
Entropian Taylorin sarjaksi saamme

1
SZSO—§kBZgij1'i.Z'j+“‘,
12}

missé

o1 (5
99" ks \0X:0X; )| (xo,



Merkitaan
Z1
T = ja g = (9ij)-
Tn
Silloin
flz) = Ce %279,
missé

C = (2n)~"/%/detg.

Korrelaatiofunktioksi saadaan

@ a) = [dof@a,
0 0
= [O—hp a_mF(h) .
missd
der =dxy ---dzxp,
ja

F(h) =e3h"97'h,

pVT-systeemi
Aineen stabilisuusehtoja tutkiessamme totesimme, etté

1

AS=—__
s o £

(AT;AS; — Ap; AV; + Ap ANG).

Olettaen, etti systeemissi on vain yksi tilavuuselementti,
saamme

f=Ce i (AT AS—ApAV+AuAN)

Oletetaan, ettd hiukkasten vaihto ei ole sallittu, ts.
AN = 0. Kayttamilld lampokapasiteetin ja

kompressibiliteetin mi#ritelmis voimme kirjoittaa

(e}
FAT,AV) e [ksy_ﬂ (AT +yigtrer (AV)] _

Téastd voimme lukea matriisiksi g

T |4
o= v fa ’
V 0 VkBTKT
ja hajonnoiksi
kpT?
AT)?) =
(a2 = =&
((AV)?) = VkpTkr.

Reversiibeli minimity6
Olkoon z = X — X(© muuttujan X fluktuaatio. Yhdelle
muuttujalle on

f(z) x e=397

Nyton S =S5(U, X,...) ja
dU =TdS — FdX —dWuy.

Saamme osittaisderivaatan

o5 _F
80X T’

Toisaalta oli

1
S = So—ikBZgijx,wJ
¥
1
= S —§kBg:1: ,
joten
95 _ b0
ax ~ Bd
ja
F =—kpgTgx.

Kun muuttujaan X ei vaikuteta ulkoapéin, fluktuoi
poikkeama x spontaanisti. Aiheutetaan vastaava

poikkeama x reversitbelilli ulkoisella tyolla:
dU = —Fdx = kgTgx dx.

Tésté integroimalla saadaan

1
(AU)rey = AR = 3 kpTgz?,

missd AR on fluktuaation AX aikaansaamiseksi
tarvittava reversiibeli minimity6. Voidaan kirjoittaa

AR

f(AX) xe *s8T.




