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1. (a) Määrittele monisto (manifold).

(b) Määrittele kontravariantti vektori.

(c) Osoita että tensorin ominaisuus τab = τ ba on riippumaton koordi-
naatistosta.

2. Johda lauseke kovariantin vektorin µa absoluuttiselle derivaatalle lähtemällä
kontravariantin vektorin absoluuttisen derivaatan lausekkeesta ja siitä että
λaµa on skalaari.

3. Kurssilla tutkittiin kaavaa

(ρuµ),µ + (p/c2)uµ
,µ = 0 (1)

missä uµ on nelinopeus. Johda kaava johon tämä redusoituu tavallisen
epärelativistisen materian tapauksessa.

4. Tasainen painovoimakenttä V = gz vastaa metriikkaa

c2dτ2 = c2(1 +
2gz

c2
)dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (2)

Laske kertoimet Γµ
νσ käyttäen muuttujia x0 = t, x1 = x, x2 = y ja x3 =

z. Osoita että rajalla c → ∞ geodeettiset viivat toteuttavat Newtonin
liikeyhtälön

m
d2r
dt2

= −mge3 (3)

5. Kurssilla johdettiin (ainakin osittain) Friedmannin yhtälö

Ṙ2 + k =
8πG

3
ρR2. (4)

Selitä kaavassa esiintyvät suureet. Kerro mitä kaavoja joudut käyttämään,
jotta saisit tämän kaavan johdettua. (Älä tee laskuja, ne ovat liian pitkiä.)

Täytä kurssipalautelomake (mikäli et ole tehnyt sitä aiemmin).

Apukaavoja
Γa

bc = 1
2gad (∂bgdc + ∂cgbd − ∂dgbc) (5)

d2xa

du2
+ Γa

bc

dxb

du

dxc

du
= 0 (6)
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d

du

(
∂L

∂ẋc

)
− ∂L

∂xc
= 0, L (ẋc, xc) ≡ 1

2gab (xc) ẋaẋb (7)

Dλa

du
=

dλα

du
+ Γa

bcλ
b dxc

du
(8)

τa
b;c = ∂cτ

a
b + Γa

dcτ
d
b − Γd

bcτ
a
d (9)

λa;bc − λa;cb = Rd
abcλd (10)

Rd
abc = ∂bΓd

ac − ∂cΓd
ab + Γe

acΓ
d
eb − Γe

abΓ
d
ec (11)

Rabcd = −Rbacd = −Rabdc = Rcdab (12)

Ra
bcd + Ra

cdb + Ra
dbc = 0 (13)

Rab = Rc
abc R = gabRab Gab = Rab − 1

2Rgab (14)

Rµν − 1
2Rgµν = κTµν , κ = −8πG

c4
(15)

Tµν = (ρ +
p

c2
)uµuν − pgµν (16)

c2dτ2 =
(

1− 2m

r

)
c2dt2 − dr2

1− 2m
r

− r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2, m =
GM

c2
(17)

dτ2 = dt2 −R(t)2
(

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
, c = 1 (18)
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