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1. (a) Miten määritellään kontravariantti vektori monistolla?

(b) Kovariantin vektorikentän λa roottori määritellään antisymmetrisenä
tensorikenttänä λa;b − λb;a. Osoita, että

λa;b − λb;a = ∂bλa − ∂aλb (1)

(c) Mitä tarkoitetaan moniston paikallisilla karteesisilla koordinaateilla?

2. Määritellään x− y tasossa koordinaatit (u, v) kaavoilla

x =
√
uv, y =

√
u

v
. (2)

Laske koordinaatteja (u, v) vastaavat luonnolliset kantavektorit sekä nii-
den duaalikantavektorit lausuttuna karteesisten kantavektorien (i, j) kan-
nassa. Mitkä kantavektoreista ovat kaikkialla ortogonaalisia keskenään?

3. Torukselle (kuva) saadaan viivaelementti

ds2 = b2dθ2 + (a+ b cos θ)2dφ2, (3)

missä b < a. Johda geodeettisen viivan yhtälöt käyttäen Lagrangen yhtälöitä
ja laske konnektion kertoimet. Tutki ovatko viivat θ = vakio geodeettisia.

4. Lähtien viivaelementistä

ds2 = A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2, (4)

mitä pitää tehdä että saisit johdettua Schwarzschildin metriikan massii-
visen kappaleen ympäristössä. Älä tee laskuja, kerro vain mitä kaavoja
tarvitset.
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5. Tarkastellaan Schwarzschildin metriikkaa massiivisen kappaleen ympäristössä.
Vertaile etäisyyksiä eri suuntiin ja ajan kulumista paikallaan olevissa kel-
loissa verrattuna Schwarzschildin koordinaatteihin.

Täytä kurssipalautelomake.

Apukaavoja (HUOMAA LISÄYKSET)

ei =
∂r

∂ui
, ei = ∇ui, gij = ei · ej (5)

Γabc = 1
2g
ad (∂bgdc + ∂cgbd − ∂dgbc) (6)

d2xa

du2
+ Γabc

dxb

du

dxc

du
= 0 (7)

d

du

(
∂L

∂ẋc

)
− ∂L

∂xc
= 0, L (ẋc, xc) ≡ 1

2gab (xc) ẋaẋb (8)

Dλa

du
=
dλα

du
+ Γabcλ

b dx
c

du
(9)

τab;c = ∂cτ
a
b + Γadcτ

d
b − Γdbcτ

a
d (10)

λa;bc − λa;cb = Rdabcλd (11)

Rdabc = ∂bΓdac − ∂cΓdab + ΓeacΓ
d
eb − ΓeabΓ

d
ec (12)

Rabcd = −Rbacd = −Rabdc = Rcdab (13)

Rabcd +Racdb +Radbc = 0 (14)

Rab = Rcabc R = gabRab Gab = Rab − 1
2Rgab (15)

Rµν − 1
2Rg

µν = κTµν , κ = −8πG
c4

(16)

Tµν = (ρ+
p

c2
)uµuν − pgµν (17)

c2dτ2 =
(

1− 2m
r

)
c2dt2 − dr2

1− 2m
r

− r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2, m =
GM

c2
(18)

dτ2 = dt2 −R(t)2
(

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
, c = 1 (19)
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